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Extrait de CAPES 202)

Notations et vocabulaire

— Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1, on définit la suite (By,), -, par
n
1
k=1

Le probléme de Bdle consiste en la détermination de la limite de la suite (By,),,»,. Ce probléme a
été résolu en 1741, par Léonhard Euler, qui a démontré que

=5
k6

— On dit qu’une variable aléatoire définie sur un univers § suit la loi géométrique de paramétre p
si X(Q2) = N* et, pour tout entier k > 1,

PX=k) = ps.
On note alors X — G(p).

— On dit qu’une variable aléatoire X telle que X(2) = N* admet une espérance finie, noté E(X), si
la série de terme général kP (X = k) est absolument convergente et on écrit alors :

B(X) = Jiok:P(X = k).
k=1

— Lorsque X2 admet une espérance finie, on appelle variance de X, notée V(X), le réel

V(X) = B((X ~ E(X))?) = B(X?) — E(X)%

Partie A : les lois géométriques

‘ Démontrer que, pour tout z € |—1;1[, la série de terme général z* converge et que

+oo
I
k=0 -

“+oo
1
‘ Justifier, pour tout x € |—1;1[, ’égalité Z kb = 1—2)2
k=1
+oo 2
On admet que Vz € |—1;1], Z k(k — 1)$k_2 = (1—z)*
k=2

Soit p un réel appartenant a l'intervalle ]0;1[. Démontrer qu’on définit une loi de
probabilité sur 'univers N* en posant, pour tout k¥ € N¥,

pr=p(l —p)Ft.
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Partie B :

Partie C:

Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

[4] Soit X une variable aléatoire telle que X — G(p).

(4]

Démontrer que X admet une espérance, notée E(X), et une variance, notée V(X), vé-
rifiant :
EX) = - et V(X) =

Soient Xj,..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que,
pour tout i € [1;n], X; < G(p;) ,oup; €10;1].
n
(=) Donner I'espérance de la variable aléatoire Z X; en fonction des p;.
i=1
@ Démontrer que, pour tout entiern > 1,
!
v(E) -y sy
i=1 i=1 1 =1 "
inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev
Inégalité de Markov
Soit Y une variable aléatoire positive définie sur un univers §2, possédant une espé-
rance notée E(Y).

Démontrer que, pour tout nombre réel a strictement positif et 2 fini,

B(Y)

P(Y >a) <
(¥>a)< =,

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers €2 possédant une espérance notée
E(X) et une variance notée V(X).

Démontrer que, pour tout nombre réel a strictement positif et 2 fini,

VX)

P(X-EX)| > ) 5

N

a

le probléme du collectionneur

Un fabriquant de tablettes de chocolat propose a ses acheteurs de collectionner des vi-
gnettes. Chaque tablette contient une vignette qui représente un animal que l’'on découvre
a l'ouverture de la tablette. Le nombre d’animaux différents représentés sur les vignettes
est égal a n et on suppose que ces animaux sont répartis de facon équiprobable entre les
tablettes.

Un collectionneur achete des tablettes jusqu’a obtenir I’ensemble de la collection, c’est-a-
dire pour chacun des n animaux au moins une vignette le représentant.

Soit £ € [1;n]. On note T} la variable aléatoire égale au nombre d’achats effectués par
le collectionneur au moment ou sa collection comporte pour la premiere fois £ animaux
différents, éventuellement avec des doublons.

[8] En utilisant les notations précédentes, désigner la variable aléatoire qui modélise le

nombre d’achats nécessaires pour obtenir ’ensemble de la collection.

@ Déterminer la loi de T;.
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(=) On suppose que g est un entier supérieur ou égal a 2.

Calculer la probabilité qu’un collectionneur obtienne toujours le méme animal
au cours de ses ¢ premiers achats.

@ En déduire, pour tout ¢ > 1,

1

(<) En déduire laloi de Ty i.e. V¢ > 2, P(Ty = q).
(¢) On suppose que la collection contient 100 animaux.

Calculer le nombre minimal d’achats que le collectionneur doit effectuer pour

que la probabilité d’obtenir deux animaux différents soit supérieur ou égale a 0, 99.

On note Zj, le nombre d’achats effectués par le collectionneur entre le moment ot sa collec-
tion comporte pour la premiere fois k£ — 1 animaux différents et le moment ot sa collection
comporte pour la premiére fois k¥ animaux différents.

Pour tout entier k € [1;n], justifier que

T sik=1
Ly, =
Tp—Tir_1 etk>2.

En déduire, pour k > 2, une expression de Ty, en fonction des Z; ou i € [1;n].

— i
W N

Démontrer que Zj, suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.

En déduire l’'espérance et la variance de Zy.

n
n

En déduire que E(T,,) = Z = nH,, et donner un équivalent de E(T,,) lorsque n

k=1
tend vers +oo.

On admet que les variables aléatoires Z;, 1 < k < n, sont mutuellement indépen-
dantes.

(2) Exprimer V(T,,) en fonction de n, B,, et Hy.

n?n?

(v) En déduire que V(T,) <
Démontrer que, pour tout nombre réel A > 0,

7T2

P(|T, — B(T,)| > Anlnn) < —n——.
(I (Ta)| > Anlnn) 6A2(In n)?

Déterminer un entier ng tel que pour tout entier n supérieur ou égal a ny,

P(T, > nH, + nlnn) <0,01.
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