Feuille doxercices n 1 Logique & Raisannement

Loaique < R.aisonnement |

Exercice | : Soient f et g deux fonctions de R dans R.

Traduire en termes de quantificateurs les expressions suivantes :

f est majorée; f est croissante;

f est bornée; f est la fonction nulle;

[38] f est paire; [9] fn’a jamais les mémes valeurs en deux
‘ f est impaire ; points distincts;

f ne s’annule jamais; f est inférieure a g;

[6] f est strictement décroissante; f atteint toutes les valeurs de N.

Exercice 2~ : En utilisant convenablement les quantificateurs, énoncer le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones.

Exercice 3 : Soient les nombres réels x,, =, .., z,,. Traduire en langage formalisé les phrases
suivantes :
Les z; sont tous nuls Les z; sont égaux
L’un des x; est nul [6] 2 au moins parmi les x; sont égaux
Les x; sont non tous nuls 2 au moins parmi les x; sont distincts
Les z; sont tous non nuls Les z; sont tous distincts

Exercice 4 : Soit f une application de R dans R. Nier, de la manieére la plus précise possible,
les énoncés qui suivent :

[1] Pour tout z € R f(z) < 1.

L’application f est croissante.
‘ L’application f est croissante et positive.

Il existe x € R, tel que f(z) < 0.
Il existe x € R tel que quel que soit y € R, si z < y alors f(x) > f(y).

Exercice S : Dans 1’ exercice (3), quelles sont les assertions contraires l'une de 'autre ?

Exercice b : Compléter les phrases suivantes par « il faut », « il suffit », ou « il faut et il
suffit »pour obtenir des affirmations correctes, puis écrire ces phrases a l'aide d’implications ou
d’équivalences.

[1} = €R, pour que z > 4,......... que x > 4.
20+1 . .. o Yims
x € R, pour que f(x) = 3 soit défini ........ que x soit différent de 3 .
Tz —
‘ Soit u,, > 2", pour que u,, > 1000... ......... 2" > 1000.
Pour étre divisible par 6... ............ qu'un nombre soit divisible par 3.
Exercice T :

Montrer que les assertions (P V Q) et (|P = Q) sont équivalentes.
[2] Application : Montrer que Vz € R, max {z?, (z —2)*} > 1.
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Exercice & :
‘ Déterminer les solutions réelles de I’équation Vi+6=uzx.
‘ Montrer qu'il existe un unique réel z tel que Vo — 2 = v/2x — 1.
Résoudre dans N, I'équation z(z + 1)(2z + 1) = 84.

Exercice 9 : Montrer, par récurrence sur n € N, les propriétés suivantes :

1| Soit (u telle que ug = 1let, Vn e N, u =+/3u
n/neN 0 n+1

n-
Montrer que Vn € N, u,, est majorée par 3.

1
B VnED\I,1+2+3+...+n—n(n;>.
+1)(2n+1)
) VneN, 124924324 . 4p2 = P :
n +2°+3*+..+n G

VneN, 1+3+5+..+(2n—1)=n?

Vn €N, 7% — 1 est divisible par 6.

[6] Vn >4, 2" > n?2,

‘ Soit (u,, ),y telle que ug =0 et, Vn € N*, u, .| =u, +3n(n+1).

Montrer que Vn € N, u,, est un multiple de 6.
Exercice O : Soit la suite (u,,),,cy définie par uy =u; = —1let Vn e N,
Up o = DU, 1 — bu,.
Montrer que, Vn € N, u,, = 3" — 271,
Correction : @mm«@ww%ﬂ@twmdmﬁﬁemneh\k

Pur n =0, up=—1=3"—-2'=1-2= -1 e o n=1, uy; = —1 = 3! — 22 donc lo nelation etk wwie

anOetnzl.

N &%o’tbbemmﬂ@wkENb@Q uk:3kf2k+ld)uk1:3k+1*2k+2<etbwﬂo/mnb ce
W% que i o
k).

Jon défimition, de () pers Uys = Bugy — Buy = 5(3571 —28%) — 2 x 3(3F —2+1)
= 3FHIL(5  2) — 2K+2(5 _ 3) = gk+2 _ 9kt
&%ﬂuw%bdumuwwrmk+29t@@ww&é%tg@édmm.
Mmma&maramdgnzq?@w%tWWMnGN :
u, = 3" —2n+l,

n

Exercice [ : Soit la suite (u,, ),y définie par uy =u; =1 et Vn € N,

un+1 = U, + n 4+ 1un—1'

Montrer que, Vn € N*, 1 < u,, < n?.
Correction : Run MReredits,
n—1
Upp1 = Uy + munfl < Tl2 + m(n - 1)2 - TL2 + 2(77 - 1)n +1

<n?+2n—1)=n’+2n+1-3< (n+1)>%

o
2 2 2
:un+n7_’_1un71<n +n+1<n71)
:n3+3n2—4n+2 < n3+3n%2+3n+1 :(n+1)3.
n+1 n—+1
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n
Exercice [+ : Soit (u, ),y une suite réelle telle que uy =1et Vn e N, u,,, = Zuk
k=0

Montrer que ¥V n € N*, u,, = 271,

Exercice IS : Soit (u,),cy 1a suite définie sur N par son premier terme u, = 1 et la relation de

récurrence, Vn € N*,
1
Upiq = m(u% +u? + ..+ ud).
Montrer que, Vn € N, u,, = 1.

n
Exercice |6 : Soit (u,,),cy une suite réelle telle que uy >0 et Vn e N, u,, ., < Zuk
k=0
Montrer que Vn € N, u,, < 2™u,.

Exercice [T : Dans I’école dont vous révez, I'enseignement de logique est dispensé par trois
professeurs. Les examens de fin de semestre se composent de plusieurs problemes, qui ne sont
pas nécessairement tous a traiter. Avant tout examen, chaque professeur donne une consigne
concernant ce qu’il faut traiter, mais I'un d’eux ment, les deux autres disent vrai.

Attention, d’'un examen & ’autre, le menteur n’est pas toujours le méme !

On note Ay, A, et Aj les assertions traduisant les affirmations (dans l'ordre donné) des trois
professeurs.
Ecrire une formule F traduisant la régle « un professeur ment, les deux autres disent vrai»
a l'aide de connecteurs logiques.
‘ Pour I'examen du premier semestre, il y a deux problémes notés P et 9. Voici les consignes
des trois professeurs :

professeur 1 : «Si P est a traiter, alors Q aussi ».
professeur 2 : « P et O sont a traiter ».
professeur 3 : « O est a traiter»

On note P (resp. Q) la proposition « le probleme P (resp. Q) est a traiter» .
@ Exprimer A, A, et A a l'aide de P et Q et d’opérateurs logiques.

(1) Dire le ou les problémes a traiter
Pour 'examen du deuxiéme trimestre, il y a trois problémes P, O, X. Voici les trois consignes :

professeur 1 : « il est faux que si P est a traiter, alors O I’est aussi».
professeur 2 : « Q est a traiter, mais pas & ».
professeur 3 : « un seul sujet est a traiter, et ce n’est pas 9 »

(=) Exprimer A}, A, et Az & laide de P, Q et R.
@ Dire le ou les problemes a traiter.

F. PUCCI ﬂ‘ PTSI - Vinci



	EcritureA-Romain Feuille d'exercices n° 1: Logique & Raisonnement

