
Test no 3 G

Ensembles

12 Donner la forme factorisée de 2𝑥2 − 3𝑥 − 5 : (𝑥 + 1)(2𝑥 − 5).

Soit 𝑓 ∶ E ⟼ F une application entre deux ensembles.

2 Compléter les définitions suivantes :

a1 Pour tout A ⊂ E, 𝑓(A) = {𝑦 ∈ F / ∃ 𝑥 ∈ A, 𝑦 = 𝑓(𝑥)} .

b1 Pour toutes parties A et B de E, B∖A = {𝑥 ∈ E / 𝑥 ∈ B et 𝑥 ∉ A} = {𝑥 ∈ B / 𝑥 ∉ A} .

c2 Pour toute famille (A𝑖)𝑖∈I de parties de E,

⋃
𝑖∈I

A𝑖 = {𝑥 ∈ E / ∃𝑖𝑥 ∈ I, 𝑥 ∈ A𝑖𝑥
}.

32 Pour toutes parties A et B de F montrer que A ⊂ B ⟹ 𝑓−1(A) ⊂ 𝑓−1(B).

Cf. cours

42 Pour toutes parties A et B de E montrer que 𝑓(A ∩ B) ⊂ 𝑓(A) ∩ 𝑓(B).

Cf. cours

52 Pour toutes parties A et B de E, a-t-on l’égalité 𝑓(A ∩ B) = 𝑓(A) ∩ 𝑓(B) ?

Si oui, le prouver. Si non donner un contre-exemple.
Cf. cours

63 Pour toute famille (A𝑖)𝑖∈I de parties de E, monter que ∁E (⋂
𝑖∈I

A𝑖) = ⋃
𝑖∈I

(∁EA𝑖).

Cf. cours

75 On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie par 𝑢0 = 8 et 𝑢𝑛+1 = 1
2

𝑢𝑛 + 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.

Montrer par récurrence que 2 ⩽ 𝑢𝑛 ⩽ 5 pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ∗.

Par définition de (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑢1 = 1
2

𝑢0 + 1 = 5 donc 2 ⩽ 𝑢1 ⩽ 5 et la propriété est initialisée
pour 𝑛 = 1.
Supposons qu’il existe un entier 𝑚 ∈ ℕ∗ tel que 2 ⩽ 𝑢𝑚 ⩽ 5.

Alors, 1 ⩽ 1
2

𝑢𝑚 ⩽ 5
2

puis 2 ⩽ 1
2

𝑢𝑚 + 1 ⩽ 5
2

+ 1 = 7
2

⩽ 5.

D’où 2 ⩽ 𝑢𝑚+1 ⩽ 5 et la propriété est héréditaire.
Étant initialisée pour 𝑛 = 1, elle est donc vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.
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Test no 3 D

Ensembles

12 Donner la forme factorisée de 7𝑥2 − 4𝑥 − 3 : (𝑥 − 1)(7𝑥 + 3).

Soit 𝑓 ∶ E ⟼ F une application entre deux ensembles.

2 Compléter les définitions suivantes :

a1 Pour tout B ⊂ F, 𝑓−1(B) = {𝑥 ∈ E / 𝑓(𝑥) ∈ B} .

b1 Pour toute partie A de E, ∁EA = {𝑥 ∈ E 𝑥 ∉ A} .

c2 Pour toute famille (A𝑖)𝑖∈I de parties de E,

⋂
𝑖∈I

A𝑖 = {𝑥 ∈ E / ∀ 𝑖 ∈ I, 𝑥 ∈ A𝑖}.

32 Pour toutes parties A et B de E montrer que A ⊂ B ⟹ 𝑓(A) ⊂ 𝑓(B).

Cf. cours

42 Pour toutes parties A et B de E montrer que 𝑓(A ∪ B) ⊂ 𝑓(A) ∪ 𝑓(B).

Cf. cours

52 Pour toutes parties A et B de E, a-t-on l’égalité 𝑓(A ∪ B) = 𝑓(A) ∪ 𝑓(B) ?

Si oui, le prouver. Si non donner un contre-exemple.
Cf. cours

63 Pour toute famille (A𝑖)𝑖∈I de parties de E, monter que ∁E (⋃
𝑖∈I

A𝑖) = ⋂
𝑖∈I

(∁EA𝑖).

Cf. cours

75 On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie par 𝑢0 = 0 et 𝑢𝑛+1 = −1
3

𝑢𝑛 + 4 pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.

Montrer par récurrence que 1 ⩽ 𝑢𝑛 ⩽ 4 pour tout entier 𝑛 ⩾ 1.
Par définition de (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑢1 = 4 donc 1 ⩽ 𝑢1 ⩽ 4 et la propriété est initialisée pour 𝑛 = 1.
Supposons qu’il existe un entier 𝑚 ∈ ℕ∗ tel que 1 ⩽ 𝑢𝑚 ⩽ 4.

Alors, −4
3

⩽ −1
3

𝑢𝑚 ⩽ −1
3

puis 8
3

⩽ −1
3

𝑢𝑚 + 4 ⩽ 11
3

.

D’où 1 ⩽ 𝑢𝑚+1 ⩽ 4 et la propriété est héréditaire.
Étant initialisée pour 𝑛 = 1, elle est donc vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.
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