Fewille d exercices n' 2 Ensemblles

Ensemeles
Exercice | : Montrer que les nombres suivants appartiennent a Q.
a=8,313131... € Q d = 0,142857142857 ...
b=1,24242424 ... e = 0,99999999999 ...

c = 123,32576576576576 ...

: 823
Correction : 100a =831,313131... donc 1000 —a =823 = a= = €Q

@e?@m@m@mm

41 342229 1 B
b:33' C: o775 dz?. 6—1.

. 1
Exercice 3 : Montrer que {z? +z+1/z € R} C [5 ; 400 [

Exercice 4 : On considére les ensembles A et B définis respectivement par les propriétés P et
Q ci dessous. Quelles sont les inclusions possibles 7

P:y=aet Q: ¢y? =2t

R Oéyémeté’: y? <1 — 22
Exercice S : Montrer que les ensembles A=R_et B={z € R/Vy e R,, y >z} sont égaux.
Exercice £ : Montrer que :

1] vV2+V3+V6¢Q 2] V5—-V3¢Q
Correction :

Souwobmw@ewnmu&\/i+\/§+\fﬁiromeor€@.

Mors V3 4+ V6 =12
En dovant au canng, 3+6V2+6=12—2rV2+2 <= (6+2r)V2=12—T.

Comme 7 > 0 dlorws 64 2r + 0.
O, on, dichus que v2 = "
e N
On,

— %Wd@d@u@o’wﬂown@fbe&wmw,
— Q@Wd@d@mhﬂhmm@f&%ﬂmhaﬂmﬂwﬁ,

- %W@mm&(mmmmm&)mmm@

Done V2 = g:_; € Q oo qui ek pos.
Condusion : V2+vV3+V6 ¢ Q
Exercice & :
f x> xe” est-elle injective sur R ? Déterminer son image f(R).
Déterminer Im g pour g: R} ——> R
x z?Inz

Exercice 9 : Déterminer 'ensemble image de chacune des fonctions suivantes :
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1] ¢ Ry ——R 6] 96: R——>R
2 +1
2l go: R* ———> R
Ao ¥ 7] g.: R—> R
T Inx
x |z + 1
8] 95: [057] ——> R
x CoS T 98: R R
94: R > R x |.’L‘+2|—|—|JJ—3|
T 22 +3x+5 @ gg: RH—>R
5] g5: R\N{1} ——R x |z + 2] — |z — 3|
2z — :
r—1 x T + cosx

Exercice IO : Soit f: R+ R définie par f(z) = 2°.

Déterminer les images directe et réciproque des parties suivantes :

1] R {3}. [—2;0][. |—4;—2[U[1}; 3].
R,. {—71. (6] [~1;4).
Exercice | : Soit f une application sur un ensemble E.

‘ Montrer que f est injective si, et seulement si pour toute partie A de E, f(CiA) C Cgf(A).
‘ Montrer que f est surjective si, et seulement si pour toute partie A de E, C f(A) C f(CgA).
[3] Cas d’égalité?

Correction :
Pun touk y € f(CxA) ie. Iz ¢ A, y = f().
Spi,yef(A)aQonbiﬂmrex/eAtpﬂwy:f(x’).
i‘mw@fm»mmmwx:x’@@@mmm.
Donc y ¢ f(A) & f(CpA) C Cpf(A).
Mwwmmmmx,x’deEmmx’¢{x}.

Jm%olﬂmf )& f({z}) f(x) f(:c’)et@ma;ecbmrédeme
E @Q%WWWfWME&MWWA%WdBE
%J;ygf(A).@Wf%th,ymmm@wg@errm,ﬁ

eom/m,eyﬁf ,meMGTWWQAueyGf(CE)eLthéhMQ@L

Mwwmf«mtwwemE Cpf(E )#@&f(CEE)wQemMWW.ee
%meofm@

@W&@WW f%t@&a;eow@meetbeuﬂmwnbuCEf(A):f(CEA).

Exercice [3 : Soient E et F deux ensembles et f: E — F une application.
Démontrer que VA € P(F), fH(F\NA)=E\f(A)ie f(CpA)=Cgx(f1(A)).
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Correction : g)(l)b Q(TMA/WOQM‘\KE/, on a :

ze fHF\NA) <= f(z) eF\NA < f(z)€F o& f(z)¢A
= e fYF)=E & ¢ f1(A) &= zcE\ f1A).

Exercice IS : Soit f une fonction de domaine de définition 2.
Exprimer celui de e/, \/f et In(f) en fonction de D £

Exercice [ : Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.

Montrer que ANB=A < A CB.

Exercice [T : Montrer que l'inclusion f(ANB) C f(A)N f(B) est une égalité si, et seulement si
f est injective.

Exercice [& : Soient A, B et C des ensembles. Montrer par la contraposition les deux proposi-
tions suivantes :

[1] ANDB=AUB) = A=B.
2] (ANB=ANC)et (AUB=AUC) = B=C.

Remarque : Les sens réciproques sont clairs.
Correction :
A & B sont diskinds alons i, ewiste a € A\ B.

%%MwaeAUBethmB.@%me%@mm.

[2] De lo meme manisne, soil B # C o b€ B\ C.
ﬂ)mdxbammmdeom,MbEAaﬂombeAﬁBmmubgéAﬂCmAOB%AOC.
Fb¢Addown bEAUB main b AUC ie. AUB#AUC.
@num@&ymdemnblguw:

B+C = (ANB#ANC) ow (AUB£AUC).

Exercice 20 : Soient A, B, C trois ensembles.
Montrer quer ANC=AUB < BCACC.

Exercice 21 : Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.

Montrer que C(AUB) =CANCB et C(ANB)=CAUCB.

Exercice 22. : Montrer par contraposition les assertions suivantes, E étant un ensemble :
VA,BG?(E) (ANB=AUB) = A =B,
2] VA,B,CcP(E) (ANB=ANCetAUB=AUC) = B=C.

Exercice 23 : Montrer que si F et G sont des sous-ensembles de E :
(FCG < FUG=G) e (FCG < CRFUG=E).
En déduire que :
(FCG < FNG=F) e (FCG < FNCyG=0).

Exercice 24 : Démontrer les propriétés suivantes (on note A\B l'ensemble A UB constitué des
éléments appartenant a A mais pas 4 B) :
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[1] (AUB)\C=(A\C)U(B\C)
2] AUB=ANC&BCACC
3] BCA&VXCE,(ANX)UB=AN(XUB)

Exercice 25 : Soit A, B, C trois parties de E tel que (AUB) C (AUC) et (ANB) C (ANC).
Montrer que B C C.

Exercice 26 : Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.

AuB=ANnC
Montrerque BUC=BNA = A=B=C
CUA=CnNnB

[2] Montrerque:{ggigéiﬁ = (B\D)CA

Correction : %t z € A.

More 1€ AUC=CNB B done A CB.

%t z € B.

Morw 2 eBUA=ANCCC done BCC.

%t zec

Mors 2 e BUC=BNA CA done CCA.
@n@MW@bWMACBCCCAL&A:B:Crmbw/nmbvmbéd:dou%emcgum/mu

Exercice 28 : Soient (A;) . une partition d'un ensemble E et B C E un sous-ensemble non-
7
vide de E.

Montrer que (BN A;) . forme une partition de B.

s

Exercice 2.9 : Soient E un ensemble, n > 1 un entier et A, ..., A, des parties de E telles que :

e A =0 e A, =E. e A, CA, C..CA,.

On pose, VEk € [1;n—1], B, = Apiq \ Ay

Montrer que (By,) ) forme une partition de E.

1<k<n—

Correction : Ton comsbwcion, Vk € [1;n—1], B, + @. Run montrer (1/ue <Bk)1<k<n—1 gcm/m wne
[whﬂhmvdeE){Bbu%LdomdeuéJu%md&mwMom:Q'Wvdek%Lé%uﬂadEjethuBkMd&m

n—1
Joontrons diolond que | B, =E :
k=1
n—1
Joun tout k € [15n — 1], o tout @ € By, x € Ay C A, = E done Lindusion | | B, C E est daine.
k=1

%WMMJCGE&Msz{k'e[[l;n—l]],xEAkH}.
ecym/meA”:E,xEA” L.e.nGK',L.W%MWWWM@&W(Wﬂ*I)d@Nm

deé%mmm,xeAkoﬂd:xgéAko beTEBkoqummW%tdmwwdw@e%a@m
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R.emaraue :gwm/m,eAl =®etAn=E,wneaubwmétﬁoderemnmwmm(mm

plasc) que

n—1
E=A,\A = (A NA, U, 1 NA) == (A VAY = U Be
k=1 k=1

meuBkmwmamz
?W%'ﬁmi,je1,2,...,n—1dbwz‘#jetBimBj#@@@WwBia;Bjrmrwam;
?wmpm@de%gnmﬂ@wmwz<] —= i+1<y
@o«wm,exeBianameAiHCAj.%mmij = z ¢ A

$u @wﬂe (Bi), o s @wm donc une pantition de E.

Exercice 3| : Soit E un ensemble et A une partie de P(E). On dit que A est une algébre de
parties E si les conditions suivantes sont vérifiées :

e A n’est pas vide.
e Si X € A, alors E\ X aussi.
e A est stable par union finie, autrement dit : pour tout n € N* et toute famille Uy, .., U,

n
d’éléments de A, on a U U, € A.
i=1
‘ Montrer que P(E) est une algebre de parties de E.
‘ Montrer qu’'une algebre de parties de E est stable par intersection finie.

‘ Combien d’algebres de parties y a-t-il si E a exactement trois éléments ?
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