Lycée Jules Garnier Mathématiques PTSI 2024
Ensembles
Programme de kolles
Logique, raisonnement et fonctions réelles 1. Ensembles : A partir de I’appartenance, définition de I'inclusion et de I’éga-
lité de deux ensembles.

Valable pour les semaines 1 et 2

Logique et raisonnement

1. Valeur de vérité d’une assertion, négation, connecteurs logiques ET et OU.

. Lois de Morgan, propriétés des connecteurs logiques (commutativité, asso-
ciativité, distributivité).

. Implication, contraposée, réciproque, équivalence.

. Prédicats, quantificateurs universel et existentiel.

1l faut étre capables de traduire un énoncé en frangais en une assertion
mathématique et réciproquement.
. Non commutativité et négation des quantificateurs.

. Méthodes de raisonnements :

e par raisonnement direct,
e contraposée,

o disjonctions de cas,

e double implications,

e raisonnement par analyse-synthese.

7. Démonstration par récurrence, simple, double ou forte.

L’inclusion est réflexive, transitive et antisymétrique.

. Définition d’une partie d’'un ensemble E et de ’ensemble des parties de F,

noté Z(E).

Intersection et union : définition, commutativité, associativité. Ensembles
disjoints.

. Complémentaire A, différence de deux ensembles. Propriétés (lois de Mor-

gan...).

. Produit cartésien d’ensembles.

. Applications : définition, image, antécédent, graphe.

Composition, restriction, prolongement.

. Image directe, image réciproque. Image directe et réciproque de I'union,

de lintersection.

Questions de cours

Chaque étudiant sera interrogé sur l'une des démonstrations suivantes :

e Montrer que V/2 est irrationnel

o Montrer que Vf € Z(R,R),3!(g,h) € #(R,R), g paire, h impaire, tel que

f=g+h

o Image directe et réciproque de I'union et de I'intersection.

L’examinateur reste seul maitre de 'interrogation orale et peut demander des éclaircisse-

ments et compléments en accord avec le programme



Fewille d'emencices n’ 1 LW & Raisonmnement

Loaique < R.aisonnement I

Exercice | : Soient f et g deux fonctions de R dans R.

Traduire en termes de quantificateurs les expressions suivantes :

‘ f est majorée; f est croissante ;

‘ f est bornée; f est la fonction nulle;

[ est paire; [9] f n’a jamais les mémes valeurs en deux
f est impaire;; points distincts;

‘ f ne s’annule jamais; f est inférieure a g;

@ f est strictement décroissante ; f atteint toutes les valeurs de N.

Exercice 2 : En utilisant convenablement les quantificateurs, énoncer le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones.

Exercice 3 : Soient les nombres réels x1, x2, ..., z,. Traduire en langage formalisé les phrases
suivantes :
Les x; sont tous nuls Les z; sont égaux
L’un des z; est nul @ 2 au moins parmi les z; sont égaux
Les x; sont non tous nuls 2 au moins parmi les x; sont distincts
Les x; sont tous non nuls Les x; sont tous distincts

Exercice 4 : Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniére la plus précise possible,
les énoncés qui suivent :

Pour tout z € R f(z) < 1.

‘ L’application f est croissante.

L’application f est croissante et positive.

Il existe z € Ry tel que f(z) < 0.

‘ Il existe x € R tel que quel que soit y € R, si x < y alors f(z) > f(y).

Exercice S : Dans |’ exercice (3) , quelles sont les assertions contraires I'une de l'autre ?

Exercice [ : Compléter les phrases suivantes par « il faut », « il suffit », ou « il faut et il suf-
fit »pour obtenir des affirmations correctes, puis écrire ces phrases & l'aide d’implications ou
d’équivalences.

‘ z€E€R, pourquez >4,......... que x > 4.
204+1 . .. 1
‘ x € R, pour que f(z) = soit défini .......que x soit différent de 3 .
‘ Soit u, > 2", pour que u, > 1000............ 2™ > 1000.
Pour étre divisible par 6............... qu’un nombre soit divisible par 3.
Exercice T :

[1] Montrer que les assertions (P V Q) et (]P = Q) sont équivalentes.
‘ Application : Montrer que Vz € R, max {a:Q, (x — 2)2} > 1.
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Fewille d'emencices n’ 1 LW & Raisonmnement

Exercice & :
‘ Déterminer les solutions réelles de I’équation VI +6=z.
‘ Montrer qu’il existe un unique réel x tel que v — 2 = v/2x — 1.
[3] Résoudre dans N, I'équation z(z +1)(2z + 1) = 84.

Exercice 9 : Montrer, par récurrence sur n € N, les propriétés suivantes :
Soit (un)nen telle que ug = 1 et, Vn € N, uyy1 = 3up,.

Montrer que Vn € N, u,, est majorée par 3.

1
VnGN,1+2+3+...+n:n(n;).
‘ VneN 1249224324 +n2:n(n~|—l)(2n+1)
, G )

VneN 1+345+...4+2n—1)=n%

Vn eN, 7" — 1 est divisible par 6.

@ Vn >4, 2" >n?.

Soit (un)nen telle que ug =0 et, Vn € N*, upi1 = up + 3n(n + 1).

Montrer que Vn € N, u, est un multiple de 6.
Exercice [O : Soit la suite (uy)nen définie par ug = ug = —1 et Vn € N,

Unpt+2 = OUpt1 — OUy.

Montrer que, Vn € N, u, = 3" — 2"+,
Exercice [ : Soit la suite (uy,)nen définie par ug =u; =1 et Vn € N*,

2
n—+1

Un+1 = Up + Up—1-

Montrer que, Vn € N*, 1 < u, < n.

n
Exercice 2 : Soit (uy)nen une suite réelle telle que ug =1 et Vn € N, upqq = Z U+
k=0

Montrer que Vn € N*, u,, = 2" L,

Exercice [3 : Soit (uy)nen la suite définie sur N par son premier terme ug = 1 et la relation de
récurrence, Vn € N¥,

1 2 2 2
un+1:n+1(u0+u1+...+un).

Montrer que, Vn € N, u, = 1.

n

Exercice 4 : Soit (uy)nen une suite réelle telle que ug > 0 et Vn € N, uyyq < Z Uk
k=0

Montrer que Vn € N, u, < 2"ug.
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Feuille d. exencices w2 Ensembles

Ensembles I

Exercice | : Montrer que les nombres suivants appartiennent & Q.

[1] a=8,313131...€Q d =0,142857142857 . ..
[2] b=1,24242424. .. e = 0,99999999999 . ..
[3] ¢ =123,32576576576576 . ..

. 1
Exercice 2 : Montrer que {1‘2 +z+1/zeR}C [2 ;oo [

Exercice 3 : On considére les ensembles A et B définis respectivement par les propriétés P et
Q ci dessous. Quelles sont les inclusions possibles ?

‘ P:y=alet Q: y? =z
\ R:0<y<V1i—a22etS: y?<1—2°
Exercice 4 : Montrer que les ensembles A = R_ et B = {x eR/VyeRy, y}x} sont égaux.

Exercice S : Montrer que :

1 vV2+V3+V6¢Q 2] V5-V3¢Q
Exercice b :

1 : x — xe” est-elle injective sur R ? Déterminer son image f(R).
y
Déterminer Im g pour g: R} ——> R
x 2?Inx

Exercice T : Déterminer I’ensemble image de chacune des fonctions suivantes :

] g: Ry —>R 6] gs: R—> R
1
T N T T
\ g: R ———> R
g7: R+——>R
x Inx 41|
x x
gg: [0;7] ———> R
T cos T 98: R R
A g0 R——>R v 2+ 24z -3
x 22+ 3245 9] 9o: R—> R
‘ g5 R\ {1} > R T |z + 2| — |z — 3|
" 2z —1 g10 - R+—R
rz—1 x T + cosx

Exercice & : Soit f: R+ R définie par f(z) = z°.

Déterminer les images directe et réciproque des parties suivantes :

A R (3. —2:0]. J—4;—2[U[1:3].
Ry. {-7}. [6] [-1;4).

Exercice 9 : Soit f une application sur un ensemble E.
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Feuille d. exencices w2 Ensembles

‘ Montrer que f est injective si, et seulement si pour toute partie A de E, f (CEA) c Cef(A).
‘ Montrer que f est surjective si, et seulement si pour toute partie A de E, Cgf(A) C f (EEA).

Cas d’égalité?
Exercice O : Soit f une fonction de domaine de définition Dy.

Exprimer celui de e/, \/f et In(f) en fonction de Dy.

Exercice [l : Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E.

Montrer que ANB=A < A CB.

Exercice [ : Montrer que 'inclusion f(ANB) C f(A)N f(B) est une égalité si, et seulement si
f est injective.

Exercice [3 : Soient A, B et C des ensembles. Montrer par la contraposition les deux proposi-
tions suivantes :

ANB=AU) = A=B.
(ANB=ANC)et ( AUB=AUC) = B=C.
Exercice [+ : Que dire de deux ensembles A et B telsque ANB=AUB?

Exercice IS : Soient A, B, C trois ensembles.
Montrer quer. ANC=AUB < BCACC.

Exercice [ : Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.
Montrer que C(A UB) =CANCB et C(ANB)=CAUCB.

Exercice [T : Montrer par contraposition les assertions suivantes, E étant un ensemble :
[1] VA,BEP(E) (ANB=AUB) = A =B,
[2] VA,B,CeP(E) (ANB=ANCet AUB=AUC) = B=C.

Exercice & : Montrer que si F et G sont des sous-ensembles de E :

(FCG < FUG=G) et (FCG «<= [(gFUG=E).
En déduire que :

(FCG <= FNG=F) et (FCG <= FnlgG=29).

Exercice [9 : Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application.
Démontrer que VA € P(F), f Y F\A)=E\ fY(A)ie f! (CrA) = Ce(f1(A)).
Exercice 20 : Montrer que la différence symétrique est associative.

Exercice 2| : Soient (4;)
de E.

;1 une partition d’un ensemble E et B C E un sous-ensemble non-vide

Montrer que (B N Ai). forme une partition de B.

Exercice 22 : Soient E un ensemble, n > 1 un entier et Ay, ..., A,, des parties de E telles que :

[ ] AJZZ Qj L] Aﬂ/ZZE. [ ] Aq g AQ g e g.An.

On pose, Vk € [1;n — 1], By = Agy1 \ Ax.

Montrer que (Bk) forme une partition de E.

1<k<n—1
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Fewille dexercices n® 3 Ticho T — Colowl Litteral

Fiche | — Caleul Littéral |

Q UN PEU DE CALCUL NUMERIQUE, C’EST TOUJOURS BON A PRENDRE

Ecrire sous la forme d’une fraction irréductible :

. 280 % @ (7_2)_(21 +2>
ST 3 S \571)7\1 3
R 53
B 12 15 6 > — L
3 1 _ 8 27
3 [ —_— 35
‘ 14 21 3
Simplifier au maximum les expressions suivantes (on écrira les résultats sans racine carrée au
dénominateur) :
125 (VT =3)(VT+3) 3”+1 1 3n—1
‘ 34211 _ @ +3x 2
\/6 X V 14 x \/7 3
152 x5 2 x T3 x6x27° 5 20 45 V3-2
A 1253 x (32 2 VR V3

Q LE CALCUL LITTERAL EN MATHEMATIQUES
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

0 <2$__>3 (z+1)* (@ —1) (@ —z +1)
[4] (z—1)*(z+1 (22 +x+1)

‘ (a:—l)g(:p2+x+1) (22 +2+4+1) (2> —z+1)

[6] (2x+ 3)(5:1: —8)— (2x—4)(bx —1)

(3: 1)($2—m+1)+1)x—$6—w5—|—2

(z+ )(36—1) —2(z4+2+1)

9] (¢?+ V22 +1) (1—V2z+a?)

(w2+x+1)2
Factoriser les expressions polynomiales suivantes :

[1] —(6x+7)(6x — 1) 4 362> — 49 [9] 222+ 3z —28

[2] 25— (102 + 3)? —5z% + 62 — 1

(62 — 8)(4x — 5) + 362° — 64 (z+y)?—22

[4] (=92 —8)(8x + 8) + 642> — 64 2?4 6y + 9y — 16922

22 —2r+1 sy +z+y+1

[6] 2%+ 4z +4 14) zy—z—y+1

[7] 2%+ 3z +2 [15] 2® + 2%y +22° + 22y + 7 +y
3¢% + 7o +1 y? (a2 + b2) + 162" (—a? — b?)
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fewille d exercices n” 3 fiche I — Caleul Litteral

@ o @ 4
[18] (—92* 4 24) (82* 4 8) 4 642" — 64 (ac + bd)? + (ad — be)?

(ap + bq + cr +ds)? + (aq — bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)?

@ EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi
0,1,—1,2,—2 ainsi éventuellement que 3 et —3.

‘ 22 —6x+9=0 @ 322 —11lz+8=0
[2] 92 +62+1=0 502 +24x 4+19 =0
[3] 2 +42—12=0 2?2 — 13z +42=0
[4] 22 —52+6=0 2?2 4+824+15=0
[5] 2°>—52=0 22+ 182+ 77=0
[6] 22>+ 32 =0 22 —8x—33=0
222 +3=0 22— (a+b)r+ab=0
22 —2ax 4+ a? —b%2 =0

(b—c)z?+(c—a)z+(a—b)=0
(18] a(b—c)z* +b(c—a)z +cla—b) =
(x+a)(z+b)=(m+a)(m+Db)

20} (b—c)z® + (¢ —a)mz + (a —b)m* =0

i
2?44z —5=0

m b
21) —+—=—+—
Ja—i_ a+m

1 1 1

t—a T—-b a b
Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double,
et préciser la valeur de la racine dans ce cas.

[1] 22— (2m+3)z+m? =0

(m+2)22 —2(m—1)z+4=0

3] (m+3)z> +2(3m + 1)z + (m+3)=0

Déterminer de téte les valeurs des parameétres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies
pour tout x.

[1} 22° + 72 +6 = (z+2)(ax +b)

[2] —42® +40—1= (22 —1)(azx + D)

—32% + 142 — 15 = (z — 3)(az + b)
1 11

[4] 3% +?x—40—($—5)(ax+b)

[5] 22 +2VTx — 21 = (z — V7)(ax +b)
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Fewille dexercices n® 3 Ticho T — Colowl Litteral

Q DERIVATION

Déterminer I’expression de f’(z) pour f définie par :

1 r€Ret f(x)= (224 32+ 2)(2x —5). zeRet f(x )—sin(%;zll)-
[2] zeRet f(z) = (2° 4 3z + 2)(z* — 5). Qxxil
1 r€Ret f(x) = (22 — 22+ 6) exp (22). ] zeRet f($>:COS(:1:2+4)

[4] = €]2,+oo[et f(x) = (32* — ) In(z—2) z €]0,7[ et f(x) = /sin(z).

28]
.‘ z€Ret f(z) = (22 — 53)°. ! €10, 400[ et f(x) = sin (V).
[6] = eRet fz) = (22° + 4z — 1) xE[Retf(x):m.
z € Ret f(x) = (sin(z) + 2cos(z))?. cos(2r + 1

€ Rt fa) = XD
[8] = €Ret f(x) = (3cos(x) —sin(z))>. * IE= x2+12
[B] v eRet f(z) = In(a®+1). xeu,m[etmzm
€ L ool et f(z) = In(ln()) * o
m‘xeﬂ?etf() (2 2)exp (e + ). [20] z€R et f(z) == sm(;).
m‘ x €Ret f(z) =exp(3sin(2z)). z €]0,7 et f(z) =1In (six).

Calculer f’(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

x€RN\3,—2et f(z) = 33+2j—a:'

[2) z€]—1,+ocfet f(x) =22 —In(x + 1)

[8] =z €], +oo[ et fz) = ln(x2+x—2)—iti.

[4] xe]—1,+oo[etf(x)f?—i—x—an(x—i— 1).
In(z

5] = €]0,e[Ule, +oo] et f(z) = m

Q PRIMITIVES ET INTEGRALES

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

1 3
1 TR
Bl s [@] sin(4t)

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction
composée.

[1} cos®tsint ) cos(mint)
[2] cos(t)e™? C(t)S ;
7
[3] tant (1 —sint)
cost 1
1—sint 1+ ?ﬁ
sin \/f e
‘ N t @ 1 + e2t
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Fewille dexercices n' 3

Fiche T — Caleul Littéral

On rappelle que si F est une primitive de f alors

/ ' f(a)da = [Fa)]’

Calculer les intégrales suivantes.

3
‘ / 2dx
1

3
/ 2x — 5dx
1
0
/ > +x+1dx
=)

1
/ 325 — 53 dx
—1
/ x° —xtde

1
0
-1
@ / xlOO dz
1

us

‘ /6 sinz dz

=/

oy ol

cosxdx

SIE]

[\

@[5
— ) a2

100 4
JARTE
- | \/5

2
/ e’ dx
/-3

-1

d

| <

2
/ (22 +1)% da

-1

4 1
/ e§x+1dx

—2

1

dx

/0 T+ 2
/ sin(3z) dz

Gl
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