Test n’ 4 G

Arithmétique

Définition | (Divisigilité dans IN) :  Soient a et b des entiers naturels.
On dit que a divise b, noté alb, s’il existe un entier naturel k tel que b = ka.

On dit alors que :

m a est un diviseur de b. On note Z(b) leur ensemble.

Proposition | (Compatigilité) :

Va,b,c € N alb
vm,n € N {

« alb » est compatible avec les
= a|mb+ nc

ale combinaisons linéaires entieres

Proposition 22 : Soient a et b deux entiers naturels avec b non nul.

bla < le reste dans la division euclidienne de a par b est nul.

Théoreme 3 (Critére darrét) :

m Tout entier naturel n, n > 2, admet un diviseur premier.
m Si n n’est pas premier, alors il admet un diviseur premier p tel que :

2<p<Vn.

Théoréme 4 : L’ensemble des nombres premiers est infini .
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N=p, xpyx..xp,+1
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Test n’ 4 G

k

Corollaire 4| : n = p{"'ps? p;:’“ admet H (1+ ;) diviseurs.
i=1

En particulier, 60 = 22 x 3! x 5! admet 12 diviseurs.

p
Théoréme S : Soient a et b deux entiers non nuls.

m Les multiples communs de a et b sont exactement les multiples de ppcm (a;b) :

' alm
ppem (a;b) [m = { .
De maniere équivalente : (aVb)Z = aZ NbZ.
L
( R

Proposition & : Soient a et b deux entiers supérieurs a 2 dont les décompositions primaires
s’écrivent a = H P et b= H pﬁp‘
peP peP

Alors,
a /\ b = Hpmin(apv6p>‘

pelP

Exercice | : Calculer :
peged (36;24) = 12 x pged (3;2) = 12.

pged (2315299) = 1.

Commentaires : La méthode la plus jolie étant, une fois n’est pas coutume, de voir que 231 = 11 x 21 et

de vérifier que 299 n’est divisible ni par 11, 7, ou 3.
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Test n’ 4 D

Arithmétique

Dérfinition 2 (Divisigilité dans N) :  Soient a et b des entiers naturels.
On dit que a divise b, noté alb, s’il existe un entier naturel k tel que b = ka.

On dit alors que :

m b est un multiple de a. On note alN leur ensemble.

Proposition T (Compatigilité) :

alb
Ya,b,c € N, {b|| = alc ( « alb » est transitive )
c

Proposition & : Soient a et b deux entiers naturels avec b non nul.

bla < le reste dans la division euclidienne de a par b est nul.

Théoréme 9 (Théoréme fondamental de larithmétiue) :  Tout entier n supérieur a 2
admet une et une seule (& Pordre des facteurs prés) décomposition en facteurs premiers .

n = p]tpy? --‘pg’“, avec p; € P deux a deux distincts et o; € N*.

|— Preuve : Bun touk enlien n > QW
H(n)<<$MﬂWbmm@a@ommdmedewnﬁm%W»

Mzw;w £W@mm@ewd@&mmeﬁH u@)wgwe

- %n+1ebme,oPohbH(n+l)e&bwme.
- Sobn-l-l'rbl%tvob[\)wnm aﬁowugod/md;wwdummw peonan=pxmolLm

%%M&W@W@W & m Pmmgmbb@nwde?a
WWM@QQWHn+1
&WMQQWHn ) et done Réneditaine .

Ilmm/ J W =
4
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Test n’ 4

k

Corolisire 91 : n=pitpy?pr* admet
=1

H (1+ ;) diviseurs.

En particulier, 450 = 2! x 3% x 52 admet 18 diviseurs.

P
Théoréme IO : Soient a et b deux entiers non nuls.
m Les diviseurs communs de a et b sont exactement les diviseurs de pged (a;b) :
dla
d|pged (a;b
Ipged (a3b) <« { dlb
De maniére équivalente : P(a N\Db) = P(a) N D(b).
L
( R
Proposition | Soient a et b deux entiers supérieurs a 2 dont les décompositions primaires
s’écrivent a = Hpap et b= Hpﬁp.
peP pelP
Alors,
aVb= Hpmax(%’ﬁp).
peP
\,
Exercice | © Calculer :

peged (15;45) =5 x pged (3;9) =5 x 3 = 15.

pged (2015289) = 1.
Commentaires :
de vérifier que 201 n’est pas divisible par 17.

La méthode la plus jolie étant, une fois n’est pas coutume, de reconnaitre 289 = 172 et
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