Fouille doxercices n' 4 Applicatians

Applications |

Exercice | (Vrai ou Faux?) @ Soit f: R+ R.
Si f est croissante et f(a) < f(b), alors a < b.

Si f est croissante et f(a) < f(b), alors a < b.
[3] Si f est strictement croissante et f(a) < f(b), alors a < b.

Vu,v € R, (u<v = f(u) < f(v))] <= [Vu,veR, (u<v = f(u) < f(v))]
Exercice 2. : Soit f: R+ R.

Montrer que f n’est pas monotone sur R si, et seulement si il existe z,y,z € R, avec z < y < z
tels que :

{£@) < f) et 1) > ()} ou { @) > Fw) et F) < £2)}.

Exercice 3 : Ecrire a I'aide des quantificateurs la négation des assertions suivantes :

f est majorée par M. [4] fn’admet pas de minimum global.
[2] f est minorée. f n’admet pas de minimum local.

f est bornée sur L.

Exercice 4 : Déterminer si les parties suivantes sont majorées, minorées, bornées, en donnant
le cas échéant un exemple de majorant, de minorant, le maximum et le minimum.

R, 0:1] B {3 nen}
2] z Jo;1] "

Exercice S : Soit E un ensemble.

Pour toute partie A de E, on appelle fonction indicatrice de A, notée 1 ,, I’application définie
par :
1,: Er—— {0,1}

Montrer que pour toutes partie A et B de E, on a :

%]lA_]‘_]lA ®]]‘A\B:]1A_]]‘A]]‘B‘
 Lang = 1a1g.

En déduire que pour toutes parties A, B et C de E :
(@) (AUB)NC=(ANC)uU(BNC). () (ANB)UC=(AUC)N(BUC).

Exercice b
1
[1] Soient les fonctions définies par f(z) = (1 — x)?, g(x) = cos(z) et h(z) = —.
x
Déterminer les fonctions go f, fog, hoh, fogoh, hogo fet goho f ainsi que leur domaine
de définition respectif.

2] Méme question avec f(z) = 22, g(x) = In(x) et h(z) = |z|.
|
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Fouille doxercices n' 4 Applications

Exercice T : Déterminer deux applications f et g telles que fog=go f.

32 — 2 —2
222 —x —1
Déterminer I’ensemble de définition de g o f.

Exercice & : Soient f:x et g:x+— /1.

Exercice 9 : Soient f: E+—F et g: F+— G deux applications et A une partie de E.
Montrer que (go f)(A) = g(f(A)).

Correction : zeg(f(A)) < Fye f(A), z=g(y) <= Fz e A, z=g(f(z)) = (go f)(x)
= ze(gof)(A).

Exercice O :
Soient f: E+— F et g: F—— G deux applications et B une partie de G.
Montrer que (go f)~'(B) = f~*(g~*(B)).

Montrer que f: E+—— F est injective si, et seulement si pour tout partie A de E on a :

FHf(A)) = A

Correction : Somgnbel—>F dg: Fr—G dmmwﬂwbm@

[1] z€ (9o B) = g(f(x) €B <= f(z) € g '(B)
<~ z e fHg'(B)).

On, sl que A C f7H(f(A)). $oze fHf(A), dow f(z) € f(A) done i ewiste y € A wzw
flz) = f(y).
ooqn/m,e,f%tbna’ecﬁ/we,mo@t{mxtapomIzyetdmwxGA‘@o«wffl(f<A))=A.

%@TW@MWWWAd@EMQP(ﬂA)):A.
En Ww&m pown touk 2 € B, om o 1 (f({@)) = {z}.

Do, v f(y) = f(z) € f (f({x})) alorss y € {z} te. y = .
Eﬁawﬂwnm f ek done injediine.

Exercice | : Déterminer le domaine de définition et ’ensemble image de chacune des fonctions
suivantes :
1} z+— vz 3] z+— |z + 2|+ |z — 3] [5) z+—a®+3z+5
[2] z+— cos(x) z +— In(z) [6] =+ |z +1]
Exercice [ : Déterminer le domaine de définition des fonctions f; suivantes définies par :
1 162% — 22 + 8
Tr) = c\L) — —F———————(—
fi(@) $+31 f5(2) 22+ 51 +6
2
fo(z) = sin() L T tr—2
) z Jo(x) z? + 5z 46
fs(@) = 211 fr(x) = Va? —4x+3
fi(z) = In(In(x)) fo(z) = Ve +4+ Va2 —z—10
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Fouille doxercices n' 4 Applicatians

2z +1 fis(x) = In(z—2)—In(x—1)
fo(z) =

r—1 fia(x)=In(z—2)—In(1l—ux)

2—95
Jo(@) = \| 5—g fis() = In (In(a))
fir(@) = h(z) = In(22 + 3). fio(@) = Vin(z +3)
x—2 C o 1

fi2(z) = In ($ — 1) fizr(x) = g(z) = cos(2z)
Exercice [3 : Etudier la parité des fonctions suivantes définies par :

() — _ 1+
flz) = x(32% —1). i(z) = z(;S(xi l(x) = In (1 _z)
o) = o @) = Fsina) +1 m(a) = I (VaZ 41 -a).

e’ —1
h(z) = In(z? +1) k(z) = e + 1
Exercice 4+ :

Montrer que si f est dérivable et paire, alors [’ est impaire.
‘ Montrer que si f est dérivable et impaire, alors f’ est paire.
Montrer que si f est dérivable et T-périodique, alors [’ est T-périodique.

Exercice IS : Soit f: x> In|z? — 4z + 3| et € sa courbe représentative.

Montrer que Vx € R\ {1,3}, f(2—x) = f(2 + z) et donner une interprétation graphique de ce
résultat.

Correction : To droite (A) d'équation, & = 2 m%m@mmw [MN] ot M, d'abacisse a+
ot N, d‘aﬂmma—xmmwde%’fm@mdgwedd@w&&

A

Figure IIL1 - (A): z = 2 est axe de symétrie de la courbe de @ — In|z? — 4z + 3|.

e* —5c+6
r—1
Montrer que Vo € R\ {1}, f(1+2)+ f(1 —x) = —6.

Exercice |6 : Soit f:xz+— et ¢y sa courbe représentative.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Correction : ffeWA(l;—S) @m&n&mmw [MN] o0, M, d'abscisse 1+ 2 o N,
dalbscine 1~ sont det points de @ ie. be cenbre de symétnie de la counle
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Fouille doxercices n' 4 Applications

2 —5x +6

Figure III.2 — A (1;—3) est centre de symétrie de la courbe de = +— 1
T —

4 )\
Mé-thode | (Axe et centre de sywmétrie) :
(Hors-Proaramme)

?M@bdmné%&fwm@m&»mdégx/mmmmWWWaa.
ﬂ’mwmw&,owﬁedefm=
lQadho{tedléﬂJJuhmvmzawwmmdemdﬂm&m‘@,mwwnbww:
fla—)— fla+z) =0.
lQero&/nLQ(a;b)wmmeoe/nbwdemdﬂnébwe,mmmbw%e:

fla—x)+ f(a+x) = 2b.
. y.

Exercice [1 : (Hors-Proaramme)

‘ Soit f : o > /x + V8 — x. Montrer que € ; admet un axe de symétrie.

2 1
Soit g : x T

xr —

. Montrer que €;, admet un centre de symétrie.

2z + 2
2?2 +2r—3
Montrer que I(—1,0) est centre de symétrie de C;. (Hors-Proaramme)

Exercice & : Soit f:z+—

Etudier les variations de f.
‘ Discuter graphiquement I’équation f(x) = m pour m € R.
‘ Retrouver ce résultat par le calcul.
Exercice |9 : Donner la dérivée des fonctions définies par leur expression suivante :

(Il s’agit d’un exercice d’entrainement technique a la différentiation donc ne se préoccupera ici et exceptionnellement

pas du domaine de dérivabilité)
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fi(x) = (& —4)° frs(x) = \Veos(a). Juola) = 28 =3¢
i Frolie) = cos((a? = 5)°) )= (o o
(5z —;)_3 X foolz) = cos( 2 —I—sm(x)) R
f3(x) = cos (29:+ 1) for (2) 5 i fao(x) = ;;;(x) L
fu(z) = 1 3<$2_ ) fulw) = 2cos(z) — 3
e cos(z faz(@) - ) = sin(z cos(z
[5(z) = tan(3z) (z+1)° 3 el cos((a:))(1+ )
() = sin(x) + cos(x) fas(x) = (1—52%)", fas(@) = sin(z)
Jolt) = 7 + cos(x) fos(x) = sin?(z). cos(mz — 1)
£(e) = n ﬁ fo5(z) = sin(x?) 7r fua(z) = cos(z — 7)
o = k! fog(x) = sin <2$ + E) fis(2) = (32% — 2)sin?(x).
-1 jx—1 for(x) = etofl, () = sin(z)
folw) = z+1Vao+1 f2;($) = e"sin(x). Jio () cos(z)’
r)=In(x+ VvV1—2x2). bo(z) = e @ + 271, ) = cos [ 2 ).
ffgz ; (1"' ) ;9E ; el + faz () ((x)-l-1>
olx) = . s0\%) = " _ sin(dx
ve—1 - B2 +52-3 Jas() = sin(4z)’
f11(@) = cos <2$+ g) fa1(@) = eg(ﬁ —i)— 1 " fao(z) = In (in(w))
fro(@) = Va2 —z —2. x :w. fso(x) = .
fra(z) = (a2 + 20— 9)%. ol cos(x) + sin(z) P wlhn(a)
41 3 f33<7/:) — eSm +7x+4_ f51 (l’) _ m
fra(z) = <x+2> fau(z) = (ﬂtg)e_ﬁl. ) 134
fislr) = (47 $ 20 =)' fgle) = oot ) = 5 (143
fig(z) = V1 _f2'3 -]0.36(1') = x:i;;. fs3(x) = CO\S/_;/E.
fir(x) = (1_;> . far(@) = T1 2 foalz) = ™™

Exercice 20 (Important) : Soit f: E — F une application.

Montrer que f est injective si, et seulement si il existe h : F +—— E telle que ho f = id.

Correction : ﬁhmbbeagoh@mw&wfebtw.

SomtyeF,mrmh(y)zxwueoxmmbeoedpjnbdeyPamfdmemyawwnbeo@denb(mwonmbch«Q
%Lumwrmma&c@u@def)etmy%‘armdlaﬂw%@dm&rwpfmcﬁmmhoewlmmwh(y)olam,b,E

Exercice 2l (Important) : Soit f: E + F une application.

Montrer que f est surjective si, et seulement si il existe h : F +—— E telle que f o h = idp.
Correction : % hmbbeogohbmww%wfebtmw

%Wmﬁgbbf%tmmae&mmwwbw&hdemwag exercice (20):boity€F,wmI1me
h(y)::cmmwmg@@wa%e@'mwmmﬁmmwuwd@f

On wonlfie alons que pown ok y € F, (f 2 h)(y) = f(h(y)) = F(@) = y con h(y) esb un anfécédent do @ pon
J
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Exercice 22 : Soit E un ensemble non vide et f une application de E vers & (E).

En considérant la partie A = {z € E/x ¢ f(x)}, montrer que f ne peut pas étre surjective.

Correction : Bn Labounde, buppobons fent le)Ia@CfAIU@ ve. il ecciske x, € E tel) que flzy) = A

Cljom?;eubo,ﬁxahb@nm%'dAouCEA:
- SD{,IOEA,annbeGf(mO)eLdmoxogéA(I\mdégynMudeA)oeW%bqﬁmnd&
- %:L‘O¢Aapohbx()¢f(l‘0)etdmwx()EA,ceWedeeﬂwu@auaﬂbAmd&

Exercice 23 : Soient E, F et G des ensembles, f € F (E;F), g € F(F;G) et on définit
Papplication h € F (E;F x G) par :

Vo € B, h(z) = (f(z);9(x)) .
‘ Démontrer que si f ou g est injective alors h I’est aussi.

Si f et g sont surjectives, h est-elle surjective ?

Exercice 24+ (A retenir) : Soient f:Er—F et g: F+— E deux applications telles que :
fog:/l:dF et gof:ZdE

Montrer que f et g sont bijectives et réciproques I'une de I'autre.

Correction : @nmwidFetidEmtmammmmmdédwxwgethW.

@wmibaubu@cr\widFetidEWW%%WW'f&gWW.
e sonk donc d@m&a@mw@, dov f=gltoidyg =gt

Exercice 25 : Soient E un ensemble et f € F (E;E) telle que fo fo f=f.

Montrer que f est injective si, et seulement si f est surjective.

Exercice 2L : Soit p un entier naturel supérieur a 2.
Montrer que la fonction : R, ——> R, est bijective.

T P
‘ En déduire que pour tout réel positif y, il existe un, et un seul réel positif = tel que zP = y.

Comment ’appelle-t-on et comment le note-ton ?

1
Montrer que dans le cas ott y > 0, on a z = er ™Y,

Exercice 27T : Déterminer une fonction réelle bijective qui ne vérifie pas toutes les conditions
du théoreme de la bijection.

Exercice 2.8 : Soit la fonction f : z +— Va2 + 2z + 2.

Montrer que f réalise une bijection de [—1;+o0[ dans un intervalle a préciser, et expliciter sa
réciproque 1.

Exercice 2.9 : Considérons la fonction f: |1;4+o00] ——> R

. o (< )
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Fouille doxercices n' 4 Applications

‘ Démontrer que f réalise une bijection de |1;+o00[ dans un intervalle que I'on précisera.
‘ Expliciter la réciproque de f. Peut-on en conclure que f~' = f?

Exercice 30 : Définir la fonction arcsin, réciproque de sin sur des intervalles & préciser et
donner I'expression de sa dérivée sur cet ensemble.

3 — 9z
2(22—-1)
‘ Montrer que f réalise une bijection de |—1;1[ sur R.

35 1 ;{39
—1 - = : —1 -
[2] Montrer que f (—1 2> 5 puis calculer (f71) (12).

Exercice 3| : Soit f:x+—
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