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I. LES FONCTIONS POLYNOMIALES

Axe de symétrie de
la parabole.

2

Figure V.1 — Courbe représentative de
14 1 5\ 17 1
(ac ) L las2@—n).

)—)12—5—-1—7

5 5 5

Q LES FONCTIONS POLYNOMIALES

Généralités

(" )

Définition | : On appelle fonction polynomiale une fonction de la forme :

f: R——> R

T ap™ + @, 12"+ o+ ay2® + ayz + ag

ol ag, Ay, ,a, sont des réels.
Sia, #0,
= n est appelé le degré de la fonction polynomiale ;

» a, est le coefficient dominant ;
m a,z" est le mondme dominant.

On dit qu’'un réel « est une racine (ou un zéro) de la fonction polynomiale lorsque f(a) = 0.

. v

Exemples | :

= Les fonctions de la forme x — ax + b sont dites affines.

= Le produit de deux fonctions affines est un polynéme du second degré appelé aussi trinéme. Leur
courbe est une parabole.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//m«yzd 7 ?4%//72[%
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I. LES FONCTIONS POLYNOMIALES

s
Dans le cas ot a # 0, on a :
b bZ —
zraxr?+br+c=alr—a)?+p olaa=——cet B=— ac
2a 4a
Forme canonique
b+ VA
=a(zx—z,)(x—=x,) si A =b2—ac >0 avec mu:;ti
a
—b
=a(z—xzy)? si A=0avec zy =—.
a
Forme factorisée
b
» Les fonction x — /x et © — ar
.

e ne sont pas polynomiales.

x —00 Ty —i To +00
2a
2ax + b 0 +
“+00 v B —+00
; ~_ 0 0/
~o " _—
4a

Figure V.2 — Tableau de variation d’un trinéme du second degré = — ax? + bz + ¢ dans le cas ot a > 0
et A > 0.

Racines et factorisation

7

Théoreéme | (Admis pour linstant) :

m Une fonction polynomiale de degré n > 0 a au plus n racines distinctes.
m Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et soit a € R.

a est une racine de f si, et seulement si on peut factoriser f(x) par (x —a).

Autrement dit, a est une racine de f polynomiale de degré n si, et seulement si il existe une
fonction polynomiale Q (de degré n — 1) telle que :

Ve eR, f(x) = (z—a)Q(z).

Méthode 2 (Factoriser un polynéme) :
eoawmb}wcvnb wne hacime d,um

ro&i/n;omA e comnaibbank une hacine :

Exemple 2 (Division euclidienne) : Soit f la  fonction
f(z) = z* + 523 + 522 — 52 — 6 dont 1 est racine.

polynomiale  définie  par

Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2024 I. LES FONCTIONS POLYNOMIALES

Effectuons la division euclidienne de f par x — 1 : \
z* + 5x® + 512 — Bz — 6 |xz—1
—(z* — %) 3+ 6x2+ 1z +6
3 + 52 — 5x — 6
—(6z> —  62?)
2 - Bx — 6
—(1122 — 11x)
6x — 6
—(6z — 6)
0

On obtient donc, Vz € R, f(z) = (z —1)(z® + 622 + 11z + 6).
Et I'on peut poursuivre...

=(z—1)(z+1)(z% +5x +6)
=(x—1)(z+ 1)(x+2)(z +3).

. .

Exercice | : Factoriser les expressions suivantes et déterminer leur signe sur R :

A(z)= (x—3)*—16 B(z)= 23 -1

Limites, Continuité et Dérivabilité

7

Théoréme 2 :

m Les fonctions polynomiales sont définies, continues et dérivables sur R.
m Soit f une fonction polynomiale de coefficient dominant a,,.

Alors :EEI:EOO f(x) = signe(a,,) x Il_glooa: :

Autrement dit, la limite en l'infini d’une fonction polynomiale est celle de son monoéme de plus
haut degré.

Exercice 2 : Déterminer les limites en 400 des fonctions polyndémiales définies par :

filz)= 22 +32x—5 f5(x) = 325 — 2t + 22 + 3.
folx) = 725 — 322 + 22 + 1. fulx) = 323 —22% + Tz + 2.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//myzd z ?4%//72[‘{4 ﬂ
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— 2", n pair

— 2", n impair

Figure V.3 — Limites en I'infini des fonctions « +— =™, n € N.

' LES FONCTIONS RATIONNELLES

IL1} Généralités

4 )
Définition 22 :  On appelle fonction rationnelle tout quotient de fonctions polynomiales de
la forme :

f: R——R
T + @, 17"+t ayr? + a4 ag
x
bml‘m + bm_ll‘m_l —'I_ + b2$2 + bll‘ + bo
ou ay, ay,,a, et by, by, b, sont des réels.
m Les racines du numérateur sont toujours appelées les racines de f.
m Les racines du dénominateur sont appelées les poles de f.
m Sia, # 0etb, # 0, on prolonge la notion de degré d’un polynéme aux fractions
rationnelles en posant : deg(f) =n —m.
\. y

Remarque : Une fraction rationnelle aura au plus autant d’asymptotes verticales que ce qu’elle
a de poles.

Vs

N
Exemple 3 : On appelle fonction homographique toute fonction rationnelle définie par le quotient de deux
fonctions affines  +— ax + b et > cz + d non proportionnelles i.e. ad —bc# 0 et ¢ # 0 :

d ar+b a —2dbe
veeR\{-2 - _ c
Te \{ c}’f(x) cx+d c+ca:+d

d a
= Sa courbe, appelée hyperbole (équilatére M), admet deux asymptotes d’équation z = —— et y = =
c
dont le point d’intersection est le centre de symétrie de la courbe.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//myzd z ?4%//72[‘{4 ﬂ



PTSI VINCI - 2024 II. LES FONCTIONS RATIONNELLES

— d d ad — be
u Elle est dérivable sur R\ {_E} et, Vo € R\ {_E}’ f(z) = cx+d)e2
. d foo
c
ad—bc _ _
(cx+d)2
a +oo a
f c TT—— T 2
—oo c

b
dans le cas ou ad — bec < 0
+d

ax
Figure V.4 — Tableau de variation d’une fonction homographique x +—
et ¢ # 0.

Centre de symétrie
de ’hyperbole.

1
Figure V.5 — Courbe représentative de « +— rrl_ 1+ 3 .
r—2 T —2
Limites, Continuité et Dérivabilité
s N\

Théoréeme 3

m Les fonctions rationnelles sont définies, continues et dérivables sur R privé de leurs
poles.

apT™ + a, 12"+ o+ ayx® + agz + ag

b x™ + b, 1™ 4+ bya? + bz + by

m Soit f une fonction rationnelle de la forme

de degré r=n—m e Z et b,, # 0.

Alors lim f(z) = signe (a—"> x lim z".

T—+00 bm T—+00

Autrement dit, la limite en 'infini d’une fonction rationnelle est celle du quotient des mondmes
de plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur.

|1]. Hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires.
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PTSI VINCI - 2024 III. LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Remarque : Une fraction rationnelle admet une asymptote horizontale si, et seulement si son

a
degré est négatif ou nul et, dans ce cas, son équation est y =0 ou y = b—” respectivement.

n

.
—-, 1 impair
T
1 .
—, n pair
o

1
Figure V.6 — Limite en 0 et en +00 des fonctions = —, neN.
T

Exercice 3 : Déterminer les limites suivantes et préciser, le cas échéant, 1’équation des asymp-

totes :

I —2?+2+6 I 3+ 8 I 22% — bx —3
m — im —— im —
z—+oo 212 + bx + 2 z—too 2 —x — 6 . 3 —x2 4+ 2+ 6

@ LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

II1.1} Le logarithme est défini pour tout x strictement positif

. 1 .
R.appel | : La fonction z — — est continue sur K%
T

Définition 3 (Locarithme népérien) :  On appelle fonction logarithme népérien, notée In,

. o 1 .
I'unique primitive de — sur R’ qui s’annule en 1.
%5

VzeR, ln(x):/ %
1

En particulier, le domaine de définition est imposé par la définition :

Exercice 4 : Déterminer ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

2_56) fyrx— In(z?2 -2z +1)

fi:x+— In(bx —3) fyiai— ln(l
—x

CHAPITRE V : « Svsictvrr23 ctt &%/ﬁ&e
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PTSI VINCI - 2024 III. LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

IT1.2} Le logarithme est strictement croissant

Théoréme 4

= In est dérivable sur RY et Vz € RY, (ln(x))/ =—.
T
m In est strictement croissante sur R7 .

1
Remaraque : La dérivée de la fonction x + In(|z|) est z — —.
T
Ce résultat a déja été établi pour z > 0, et il reste valable pour z < 0 car on a alors :

d d -1 1
@(m!ﬂ?\) = @(m(—ﬂﬂ)) ==

, o 1
En conséquence, x > In(|x|) est une primitive de z — — sur R*.
x

Corollaire 4| : Soient a et b deux réels strictement positifs.
mln(a) =lnb) < a=>b et In(a) <Iln() < a<b.
mlnfe)=0 < a=1 et In(a)>0 << a>1.

Exemnple 4 : Résoudre In(2 — 22) = In 2.
Tout d’abord les conditions d’existence. Cette équation ne sera valide que si 2 — 2z > 0 i.e. € |—o0; 1].

11 suffit alors de résoudre en appliquant les propriétés ci-dessous :

In2—-2z)=h2 < 2—-2x=2 < z=0.

Comme 0 < 1, on a . = {0}.

I11.3} Composée

s N

Théoréme S : Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
Alors, la fonction Inu est dérivable sur I et on a :

/

<lnu>/ = %

/
Comme u est nécessairement positive, le signe de (In u) est le méme que celui de u’ i.e. les

fonctions Inwu et v ont le méme sens de variations sur I. 2

En mieux, In étant croissante sur R’ , composée par elle ne change pas la monotonie.

|2]. Attention! Elles peuvent ne pas avoir et n’ont surement pas le méme domaine de définition.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/ayzp///&yzd z ?4%//%[‘{? ﬂ



PTSI VINCI - 2024 III. LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Le logarithme transforme les produits en sommes

( )

Proposition b (Propriétés alaéeriques) :  Soient a, b € R}
In(ab) = In(a) + In(b). In (%) = In(a) — In(b).
1
In (E) = —In(a) VneQ, In(a")=nln(a).

La relation est appelée relation fondamentale du logarithme. Elle va imposer une croissance
tres, tres, tres faible.

En particulier,

1
VzeR,, Inyz= §ln(w)]

(" )
Exemples S

In50 =In (5% x 2) = 2In5 +1n2.
Invi2= %111(22 x 3) :1n2+%ln3.
Déterminons I'entier n tel que 2™ > 10000.

In(10
2">10000 <> nln2>In(10000) = 4In(10) < n >4 Iifﬂ) carIn2> 01,
In(1
Comme 4M =~ 13, 3, 'entier n devra étre supérieur a 14.
In2
L
( A
Corolaire k£l : Pour tout réels strictement positifs, a,, ay, .., a,,, by, by, ..., b,,, on a:
a0y ... a,
In el In(a); +1n(a)y + ... + In(a),, —In(b); —In(b)y, — ... —In(b),,
1 2 e m

=> In(a), — Y _ In(b)y.
k=1 k=1

Exercice S : Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier naturel n tel que :

n —
(0,7)" <1072 [2] (1,05)" > 10; @) <107, [&] (0,98)" <0,6.

I11.5] Le logarithme réalise une bijection de |0;+oc[ dans R

Proposition T (Limites aux rornes) :

» lim In(z) = +o0. s lim In(z) = —oc.
T—+00 z—0*

En particulier, ’axe des ordonnées est asymptote a la courbe de In en 0%.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : « Srectivszi Qé Z%ﬂ%[‘{? 10 |



PTSI VINCI - 2024 III. LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Théoréme & : La fonction In réalise une bijection de R* sur R.

En particulier, 1 admet un unique antécédent par In, noté e :

In(e) =1 et e~ 2 71828.

|III.6| Le logarithme est dominé par les fonctions polynémes

Théoréme 9 (Croissance comparée) :  Soit n € N*.

1 . n — —
= n(zx) _ o+ u xhjga: In(z) =0".

r—+o00 "

In(x)

Figure V.7 — Courbes représentatives de = +— et z +— zln(x).

Exemple & : lim z—In(z) = lim =z (1 — ln(x)) = +o0.

Tr—+00 Tr—+00

IT1.7} Le logarithme est au-dessous de ses tangentes

Proposition IO (Tanaentes) :

o lig 2D o 2@
x—0 x =1 —1
m Vzel0;+oo[, In(z)<z—1.

Remaraque : Par une petite translation, on obtient du méme coup que, pour tout = € |—1;+o0],

In(1+2z) <.

oot |
Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : « Srectivszi Qé veHCreI00 11
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|III.8 | Courbe représentative

1 e
i T 0 1 +00
In'(z) = = +
+00
i In 0/
-
—00

Figure V.8 — Courbe représentative de « — In(x) et ses tangentes en 1 et e.

Q LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

‘ L’exponentielle est strictement positive sur R

( )
Définition 4 (Exponentielle) :  On appelle fonction exponentielle népérienne la fonction
bijection réciproque de In, notée exp telle que :

{y:ln(x) - {expy:x

vER y € R. exp: R +—>]0;+o0]

] x tel que In(z) =y.

En particulier, on en déduit le résultat extrémement important :

Va eR, exp(z) > 0. I (V.1)

Théoreme |l :

m L’exponentielle est une bijection de R dans ]0; +oo|.
m exp(0) = 1.
m Pour tout € R, (Inocexp )(z) = z.

Pour tout x € R%, (expoln)(z) = .

Exercice L : Déterminer I’ensemble de définition des fonctions :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//m«yzd 7 ?4%//72[%
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fiixr— In(1—e") . e —2 fa:ixr— Vb—e®
f2 H A e S — 5 5
er—2—2
Corollaire lll : Dans un repére orthonormal, les représentations de la fonction logarithme
népérien et de la fonction exponentielle sont symétriques par rapport a la droite d’équation
Y=z

Figure V.9 — Les courbes de In et exp sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

‘ L’exponentielle est strictement croissante

4 3\

Théoréme L :

m La fonction exp est strictement croissante sur R.
m La fonction exp est continue et dérivable sur R et on a :

VzeR, (exp) (x) = exp(z). (V.2)

La fonction exp est 'unique solution dérivable sur R du systéme :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//m«yzd Z 747/’%//72['{; 13 |
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Corollsire 12l : Soient a et b deux réels.

mexp(a) =exp(b) <= a=0b et expla)<exph) < a<hb.
m exp(a) =1 < a=0 et expla)>1 = a>0.

L’exponentielle transforme les sommes en produits

4 )
Proposition 13 (Propriétés sleérriques) :

exp(l) = e =~ 2,7182818284590452353602874713526624977572
4709369995957496696762772407663035354759 ...

Soient a, b € R.
m exp(a+b) = exp(a) x exp(b).

m exp(—b) = eX;(b) et exp(a —b) = Z?;EZ;
L = Pour tout n € Q, exp(na) = (exp(a))”. )

Exercice 7 : On consideére le polynome P(z) = 22% — 322 — 17z + 30.
Résoudre dans R 1’équation P(z) = 0.
E Résoudre dans R 'équation 2e?* —3e” +30e % = 17.
[8] Résoudre dans R I'équation 21n(z) + In(2z — 3) = In(17x — 30).

L’exponentielle est prépondérante sur les polynémes

Théoréme 4 :

® lim &% = +o0. B lim e =0"%.
T—+00 T——00

En particulier, 'axe des abscisses est asymptote a la courbe en —oo.

Théoréme IS (Croissance comparée) :  Soit n € N.

s lim z"e* =03,
Tr——00

Exemple T : Calcul de lim z + e =.

T——00

ad +1) = e ®(ze” +1).

Onax+ e ®= e_””(
e*ﬂ}'

|3]. Si nécessaire, on peut affiner un peu suivant la parité de n : lim z™e* =
Tr——00

0" sin pair
0~ sim impair

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : « Srectivszi Qé e%/wae 14 |



PTSI VINCI - 2024 IV. LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

Comme lim ze® = 0, d’aprés les théorémes sur les sommes de limites, on a lim (ze® + 1) = 1 puis,
€Tr——00 €Tr—r—00
d’apres les théorémes sur les produits de limites :
lim e®(ze*+1)= lim e*x1 = lim e*=+o0.

Tr——00 T ——00 T uU—+00
u=—x

Exercice 8 : Déterminer les limites suivantes :

: [r— : x _ . e —1
A, e e 2t et D) lim

z—+oo e 4+ 1

“ L’exponentielle est au-dessus de ses tangentes

Théoréme I6 :

lime_lzl. [2] V2R, e*>az+1
T

z—0

Comme pour le logarithme, la premiere assertion exprime que la fonction exp se comportent
comme la fonction = — x + 1 4 au voisinage de 0.

‘ Courbe représentative

8 —+
T —00 0 1 +o0
exp’ (z) + 6T
+o0o
e/
ex
p 1/
o— 4
e —+4 - =
|
2 —+

Figure V.10 — Courbe représentative de x — exp(x) et ses tangentes en 0 et 1.

|4]. Sa tangente en O donc.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//myzd 4 ?4%//72[‘{4 15 |
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IvV.7 ' Composée

Proposition [T : Soit uw une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors :

(e“)’ =u X e¥.

Exercice 9 : Apres avoir défini les domaines d’existence et de différentiabilité, donner la dérivée
des fonction définies par :

filw) = e fo@) = In(1 + e7) falw) = m(ezul)

e?r —1
Q LES FONCTIONS PUISSANCES

Lorsque n est un entier (et a strictement positif),

n fois
4" = a X ax..xa=ena) x @ x . x e = gn(a) +1n(a) + ... +1n(a) = gnin(),

n fois n fois

Fonction exponentielle de base a > 0

Définition S (Exponentielle de rase a) : Pour tout réel a strictement positif et tout réel
T, on pose :

a* = e% In(a) .

Remaraue :a > 0 s'impose par le fait que figure In(a) dans 1’expression.

Exercice IO : Simplifier les écritures suivantes :

1 5
3 m3. 2] \/ V256 8] 278

( )
Proposition |8 (Propriétés aleéeriaues) : Pour tous réels a et b strictement positifs et
quels que soient les réels r et s, on a :

a” xa®*=a"t* a—r:i a” x b" = (ab)"
(@) =a" In(a”) = rin(a)

La relation est une généralisation de la relation de la proposition (6) .

Méthode 3 :

%mwwmm%wu(x)”(z),udm@nmmwmw%a

& ib & be homenen & une échiliuvre i grealanie) o e e s
chogus fois sceponentialle powe o simpliier

Joreti
Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : « Sossctiises it ey’%/wz{;



PTSI VINCI - 2024 V. LES FONCTIONS PUISSANCES

Casa>1: Cas0<a<l1:

In(a) x a® +

Figure V.11 - La fonction exponentielle de base a > 0, = > a”.

La définition (5) permet donc de prolonger les propriétés de a” en remplagant
ATTENTION n € Z par x € R ce qui est bien mais ce prolongement a un prix a payer : a doit

nécessairement étre strictement positif. On ne peut pas tout avoir!

Fonction puissance réelle

Définition & : Pour tout réel a et tout réel z strictement positif, on pose :

¥ = e In(x) .

Remaraue : Comme pour la partie précédente, la présence de In restreint le domaine de dé-
finition de la fonction x +—— 2 a R%.. Ce n’est donc qu'un prolongement partiel des fonctions

1 .
polyndmiales 2™ ou rationnelles — que vous connaissez.
x

Exercice [l : Ecrire sous la forme exponentielle les nombres suivants :

—x 2 T
1] 3 (3} V= <g)m
:v2 3

[=] [=]

Théoréme 19 :  Soit a un réel fixé.
La fonction f: x +— z“ est définie et dérivable sur |0;+oo[ et on a :

Vz e]0;+oof, f/(z) =az>t.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/éyzp//myzd 4 ?4%//72[‘{4 17 |



PTSI VINCI - 2024 V. LES FONCTIONS PUISSANCES

Le signe de la dérivée dépend donc de celui de a.

Proposition 20 : Soit o un réel fixé.

a>0: limz*=0 et lim 2% = +4o0.
x—0* T—+00

a<0: lim 2% =400 et lim z¢ =0.
x—0* T——+00

Prolongement par continuité : Dans le cas, a > 0, comme lirg+ % = 0, on peut prolonger la
Tr—r
fonction z — z* en 0 en posant naturellement 0% = 0.

On dit alors que 'on a prolongé la fonction puissance par continuité en 0.

Cette nouvelle fonction puissance qui coincide avec l'ancienne sur ]0; +oo[ est alors définie
sur [0;4o0c[. On les confondra désormais.

Cas a>0(a €]0;1]) : Cas a <0 :

T 0 1 400 T 0 1 +00

are! + az® ! -

Figure V.12 — Les fonction puissances x +— <.

Pour a € ]0;1][, la fonction z — x® est continue en 0 apreés prolongement, mais
ATTENTION elle possede en 0 une tangente verticale, signe qu’elle N’est PAS dérivable en 0.

C’est typiquement ce qui arrive a la fonction racine carrée.

Réciprocité : Pour tout réel o non nul et tout x > 0, la fonction f : = > = réalise une
bijection [°) de [0; +oo[ sur [0; 4+o0].

|5]. son prolongement plutot

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : L/ayzp///&yzd Z ?4%//%[‘{? 18 |



PTSI VINCI - 2024 V. LES FONCTIONS PUISSANCES

La fonction f admet donc une fonction réciproque définie sur [0;+oo[ que 'on vérifiera
coincider avec la fonction :

ft: [0;400] —— [0;+00]
z xé

1
Enfin, comme pour les courbes de In et exp, les courbes des fonctions z +— z® et x +—— za

sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

1
Figure V.13 — Les courbes représentatives de x — = et de sa réciproque x — x « sont symétriques par

rapport a la premiere bissectrice.

Fonction racine n-iémes : En particulier, pour tout entier n non nul et tout x > 0, on appelle
fonction racine n-iéme, la réciproque de f: x +— ™ sur [0; +o0] :

/¢ 05400 F——= [0;+00]

T Ve

De plus, on remarquera que pour tout z strictement positif et n > 1, zn = V.

Enfin, si n est impair, on prolonge la définition a R tout entier.

Proposition 2| (Croissances comparées) : Pour tous «, 8 strictement positifs.

. (In(z)® m S
" p e r T
= lim x6|ln(a:)|a =0. = lim |z|® e*® =0.

x—0t T——00

1 < (In(z)) =, (ln(:v))a/ <z Bjﬁ’ ¥ < e e—iffg”.

Exercice [ : Déterminer les limites éventuelles des fonctions suivantes :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : /{r//(ﬂ/////d e ?%(//(*/
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PTSI VINCI - 2024 VI. LA FONCTION LOGARITHME DECIMAL

In(z)

fo:xr— xlny/z en 0 et en +oo.

fiio— N en 0 et en +o0. 20
f3 B g m en +4+00.
Q LA FONCTION LOGARITHME DECIMAL

Déctinition T On appelle logarithme décimal, la fonction, notée log, définie sur |0;+oo|
par :

log(z) = ¢~

Proposition 2.2 :

Vz €R, log(10%) =z et V2 €]0;4o00f, 108 = g,

In(10)™ In(10
log(10) = 1 et, d’'une maniére générale Vn € N, log(10)™ = % =nx % =n
Mieux, la fonction logarithme décimal est la fonction réciproque de la fonction exponentielle de
base 10 qui, & tout nombre réel z, associe e*™10) =107,

Exercice [3 : Montrer que log(2) ¢ Q.

( \
Proposition 2.3 :

= Vz,y e RY, log(zy) =log(z) +1log(y) et log (g) = log(z) — log(y).

1
= VyeRL, log <§) = —log(y).

1
s VzeRL,VneZ log(z")=nlog(z) et log(yx)= ilog(a:).

Proposition 2+ : La fonction log est dérivable sur R’ et on a :

1

vz €]0;+oo], log'(z) = ZTn(10)

Exercice [+ : Exprimer en fonction de log(2) les nombres suivants :

log(20) log(0, 008) ( 1 )
= = 2 { 5, 00064

[2] log(2000) log(1,024) [6] log (1,28 x 2°7)

Foet |
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PTSI VINCI - 2024 VII. LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

T 0 1 10 +o00
log’(x) +
+oo
—
log /
- . —co /0

Figure V.14 — Courbe représentative de la fonction = - log(z) et sa tangente en 1.

@ LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

4 )
Détinition & (Fonctions hypereoliQues) :
m On appelle fonction cosinus hyperbolique la partie paire de la fonction exponentielle
définie par :
e.’E + e*.’E
2
= On appelle fonction sinus hyperbolique la partie impaire de la fonction exponentielle
définie par :

Vz eR, ch(x)=

T _
Vz €R,sh(z)= ¢ 2e
\,
En particulier et par définition, Va € R :
e® = ch (z) + sh ( ).| (V.4)

De plus, on a l'identité, Vo € R :

Exercice IS : Résoudre :

ch (z) = 2. ch(z) +ch(y) =
5ch (z) — 4sh (z) = 3. (v)

Proposition 25 (Cosinus hypereolique) :
m ch(0)=1.
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PTSI VINCI - 2024 VII. LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

( )

= La fonction ch est paire et minorée par 1 atteint en 0.

= La fonction ch est continue et dérivable sur R, et

Va €R, ch’(z) =sh(z).
. _ h(x)—1
u mgrinoo ch (z) = +o0. o lim & (=) —0
z—0 €T
\,
De méme, on a :
4 )
Proposition 26 (Sinus hypereolique) :

= sh(0) =0.

= La fonction sh est impaire.

m La fonction sh est continue et dérivable sur R, et

x € R, sh’(z) = ch(z).
; _ i _ sh (x
n xEIPOO sh (x) 00. L xEI—Poo sh (z) = 4o0. » lim (z) -1
z—0 €T
\.
X —00 0 —+0o0 x —00 0 —+00
sh () - 0 + ch (z) +
+00 +00 +00
1 —00

Figure V.15 — Tableaux de variation de x + ch (z) et  + sh (z).

Exercice |6 : Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

f:x+— ch(z)cos(z)+ sh (x)sin(z). g: x> ch?(z)sh?(x).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE V : « Srectivszi Qé e%/wae 22 |



PTSI VINCI - 2024 VII. LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Figure V.16 — Courbes représentatives de = +— ch () et x +— sh (z) et leur tangente en 0.
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VIII. TABLEAU RECAPITULATIF

@ TABLEAU RECAPITULATIF

Domaine de

Domaine de

f(@) [z
( définition dérivabilité (@)
ceR R 0
", nez R nx™ 1
%, o €]1;400] R,
z®, a €]0;1] R, R*
O[:L‘a71
% a € RY R:
1
1 -
n(x) -
R% 11
1 il
0g,(2) In(a) “ T
em el‘
a®,0<a In(a) x a®
R
ch (z) sh (x)
sh (x) ch (x)
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