Fewille dexercices n' 5

Fanctisns de reférence

Fonctions de référence |

Exercice | : On pose f:x+— e

Représenter lallure des courbes des fonctions définies par x +— f(z) — 3, z +— f(z — 2),

xl—>f(2+x),xr—>%f(x) etx|—>f<g>.

Exercice 2~ : Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de

‘ P+t +3+a?+ar+1paral+a+1
[2] z* +52° +122° + 192 — 7 par 2% + 3z — 1

2 —2? +2par 22 +1

Exercice 3 : Factoriser les expressions polynomiales suivantes et déterminer leur signe sur R :

1
A(z) = 1:1724—:5—1—1
B(x)= 22 —16+ (z —4)(5x + 7)
C(z) = bx? —2x—3
D(z) = 22 +3z+1

Exercice 4 : Résoudre I'équation x°® + 62 — 62> —362% + 46 = 0, sachant que les racines sont
composées d’un nombre, son opposé, son inverse, I'inverse de ’opposé, et la somme du produit
du nombre par 'opposé et du produit de I'inverse par 'opposé de I'inverse de ce nombre.

Exercice S : Simplifier les expressions suivantes :

[1} I(0,5) +In(2)
) =n(9v3)
o2

3In5—1

e

62+ln5
2e

5] NG

@ 3ln(e?) + 4e 5 e?
—5e % x (V)3 x 22
(0,25)1:5)

[o] V243

V/24V/26

6250,125

In (\/E + 3)4—1-111 (\/ﬁ - 3)4
‘ e 10225 ( 67%2)*2 x e3m72)3
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e’ 4 ex>2

5 (5
e® + e ?\? e’ — e 7\ ?
‘( 2 )_< 2 )

Exercice b : Résoudre les équations et inéquations suivantes sur un domaine & préciser :

In(—2—3z) >0
In(z% + 52 + 6) = In(z + 11)
In(z +2) =In(—z — 11) — In(z + 3)
In (2) >3

z—1
] 1o (?;; 12 ) ="
[6] In?(z) —3In(z) —4 =0
exp(—z) >0
(In(z) = 2)(In(z) +1) =0
(exp(x) —3)(expx +1) =0
exp(2x — 1) > expx
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= — - = p— = = = =
V=] [0.4] | (=] (%) [ w N =

zexp(—2z) —3exp(—2z) <0
e’ —2e4+1=0

T+ 3

e’ + <0
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Fewille dexercices n' 5

[20] 47 —6° =2 x 9° [23] 2°° =3’
[21] 2% —10x 27 +12>0 220" L 2ot1
(2] o7 = Ve

Exercice T : Déterminer les limites suivantes et préciser, le cas échéant, I’équation des asymp-
totes :

2 _ . :
IRt e [15] lim (z+1)e”
T—300 . —
(x3+_25)x i et 1) xgznoo o+l 5 ol—a
2 Ii s == I—+00 z—1
et —x2—z+2 . 1 lim eiJrl
1 |
-1 B lim e oo
[3] wlirrjl I . [16] VzIn(x)en 0 et en +oo
322 — 2 —9 lim e = 23
}CEW z28 ‘ ﬁen()et en +oo
-3
5] ,lim e lim (=) o et
T——00 o w00 31 — 1 ‘ (@) en 0 et en +o00
[6] im - lim (e72* — e™7) e *In(l+ e”) en —o0
- T——00

—23 4+ 222 —x +3
2 +1
c
‘ Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Vo € R, f(z) =ax +b+ P
x
2| Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique (A) en 400 dont
y
on précisera 1’équation.

[3] Etudier les positions relatives de et de (A).

Exercice & : Soit fla fonction définie sur R par : f(z) =

Remarque : Une fraction rationnelle admet une asymptote oblique si, et seulement si son degré
est égal a 1.

202 —3x 44

Exercice 9 : Soit f:x+— 7
Tz —

[1] Déterminer trois réels a, b, c tels que Vo # 1, f(z) = ax + b+ %
T —
[2] En déduire les asymptotes & €.

Exercice O : Dans chaque cas, calculer la dérivée en précisant rapidement le domaine de
dérivabilité des fonctions suivantes définies par :

fi(@) = (1 —5a) o) = 3 (155) fis(@) = (3= 2@)e2+
fo(w) = n(32* = 5 +7) 3 2n(r) fola) = 7=
flo) = W@+ )G -2)  fole) = T AT
fala) = In*(1 + 2) fiolz) = v/In(x) ha(@) = 2
filo) = 22 fa(e) = @=@)(1-In@)  fig(2) = 3e?

B . f12(2) = exp() sin(z) B s
fe(x)=1In (ZE + m> Fialz) = (@ + 1) exp(a) fio(x) = 1;_1 o2z
J7(z) = In (fE +va? — 1) fra(z) = ex foo(@) = ea-1
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Exercice || :
4
‘ Soit (u,,),cn la suite géométrique de premier terme uy = 1 et de raison ¢ = £

A partir de quel indice n a-t-on u, < 10737
Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : 1 +5 + 5% 4+ ... + 5" > 10°.

Exercice [ : Montrer que les fonctions ci-dessous établissent des bijections entre des espaces
a préciser et expliciter f~1.

Sont-elles dérivables? Si oui, sur quels intervalles ?

NS
NS

3e
2+e£

3e
2—1—6%

f:xl—> g:x|—>

Exercice [3 : On consideére une fonction f définie et dérivable sur ]0; +o0[ vérifiant la relation :

Va,y €]0;+oo, flzy) = f(z) + f(y), (Iv.1)
Déterminer f(1).
‘ Montrer que Vz € ]0;+o0], f'(z) = g pour un certain réel S € R a préciser.
‘ En déduire que f = Gln.

Montrer que toute fonction définie et dérivable sur ]0;+oo| vérifiant la relation (IV.1) est
proportionnelle a la fonction logarithme népérien.

Exercice [+ : On consideére une fonction f définie et dérivable sur R vérifiant la relation :

Vo,y eR, flz+y) = flz) x fy), (IV.2)

‘ Montrer que f ne s’annule pas sur R.
En déduire f(0).

‘ Montrer que f est solution d’une équation différentielle homogeéne du premier ordre a pré-
ciser.

En déduire que toute fonction f définie et dérivable sur R vérifiant la relation (IV.2) est une
puissance de ’exponentielle de base e i.e. s’écrit sous la forme :

flz) = (er)k =" ot k est un réel quelconque.

. 2. 1 X
Exercice IS : Etudier puis représenter la fonction définie par f(z) = (1 + —) )
x

[1] Domaine de définition.

Limites aux bornes du domaine de définition.
Domaine de dérivabilité et tableau de variation.
‘ Courbe représentative.

Exercice |6 : Pour a > 0, exprimer ch <ln (\/5 ++Va+ 1)) a aide de va + 1 uniquement.
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Exercice [1 (Triconométrie hypereoliQue) :  Soient a et b deux réels.

Montrer que :

Formule d’addition :

ch(a+b)=ch(a)ch(b)+sh(a)sh(b) et sh(a+b)=sh(a)ch(b)+ ch(a)sh(d).
ch (a —b) = ch (a)ch (b) — sin ash (b) et sh(a—0b) =sh(a)ch(b) —ch(a)sh(b).

h (2 1 h (2a) — 1
[2] Formule de linéarisation : ch?(a) = C<(2L>+ et sh?(a)= C(;).
Formule de duplication : sh (2a) = 2sh (a)ch (a) et ch(2a) = ch?(a) + sh?(a)
=2ch?(a) -1
=1+ 2sh?(a).

[4] Formule de (factorisation par) ’angle moitié

b —-b b —b
ch(a) + ch(b) = 2ch (a;L )Ch (a2 ) et ch(a)—ch(b) =2sh <a—2k )sh <a2 >
b —-b —b b
sh (a) + sh (b) = 2sh (“; )ch (“2 ) et sh(a)—sh(b) = 2sh (“2 )ch (“; )
: - . , o sh (z)
Exercice [& : Etude compléte de la fonction th définie par th (z) = h (@)’
x

On montrera, notamment, que la fonction th établit une bijection de R sur un ensemble & préciser.

z+1 : 0
Exercice [9 : Soit f'application définie sur [0;+oo[ par f(z) = {g S? z 7 0
siz =

‘ Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
Calculer f’(x) pour tout z > 0.

1
En utilisant la fonction auxiliaire ¢(x) = In(z) + — + 1, déterminer le signe de f’(x).
x

‘ Etudier les variations de f ainsi que le comportement asymptotique en +oo.
(=) Démontrer que f établit une bijection de [0;4o00[ dans lui-méme.
@ Sans aucun calcul, donner les propriétés de I'application réciproque f~! (continuité,
dérivabilité, variations). Préciser les valeurs (f~1) (1) et (f~1) (8).

‘ Représenter dans un méme repére orthonormal f et f~1.

. 242 1
Exercice 20 : Soit la fonction f définie par f : z e+l
va+3

Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité de f.

o . (z +1)(3z + 11)
2| Montre e, 1a ou f est dérivable : f'(x) = )
ntrer qu u f riv: f(x) PN

‘ Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que f admet un minimum sur son ensemble de définition.

Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé.
[6] Montrer que I'équation f(x) = 2 admet une unique solution a sur I'intervalle [—1; +-o00[ que

'on déterminera & 1072 pres.
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