V1
Semmes et Produits

]

e signe X a été introduit par le mathématicien suisse Leonhard Euler en 1755, le symbole
II date de Gauss, mais on en trouve trace chez Descartes.

o

Cependant, leur usage ne s’est pas répandu immédiatement, et de nombreux mathématiciens ont
continué a utiliser des points de suspension (par exemple Abel au début du 19¢me siecle)

e but de ce chapitre est donc d’introduire et systématiser 1'usage de ces symboles Z et

lo

H pour désigner, respectivement, une somme et un produit d’éléments.

Dans la mesure du possible, I'utilisation de cette notation est préférable a celle utilisant des petits
points, bien moins rigoureuse.
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Dans ce chapitre, pour deux entiers m et n tels que m < n, on notera [m;n] l’ensemble des
entiers compris entre m et n :

[m;n] ={m, m+1,..,n—1,n}.
C’est un ensemble fini & (n —m + ) éléments !
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Q SOMMES ET PRODUITS

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la définition de la somme des éléments d’une famille
finie (a;);c; de réels ou complexes (ou plus généralement d’objets qu’on sait sommer de fagon
commutative et associative).

On désignera dans toute la suite par E I’ensemble de ces objets sommables et K, le corps des
nombres réels ou complexes chaque fois qu’il n’y aura pas besoin de différencier les deux.

Le cas de familles infinies releve de techniques plus fines. Il n’est, en effet, pas assuré qu’une
infinité de sommes ou produits soit un procédé qui « converge ». Nous reparlerons de cela plus
tard.

Généralités
-

~
Définition | - Soit I un sous ensemble fini non vide d’entiers et (a; ), une famille d’éléments
d’un ensemble E.
On note :
n Z a;, la somme des éléments de la famille (a;);c; ot chaque indice i € I apparait une
i€l
et une seule fois.
m H a;, le produit des éléments de la famille (a;),c; ot chaque indice ¢ € I apparait une
i€l
et une seule fois.
Par convention, lorsque I = &, Z a;, =0 et H a; =1.
L i€l i€l )

Notations : Dans le cas ou I = [m;n] avec m < n, on utilisera la notation plus commode :

n

n
g a; =a,, +a,,1+..+a, et Hai:amxame...xan.

=m i=m

Somme et produit de (n —m + ) termes ou facteurs.

Remaraues :

— L’indice 7 est un indice « muet » i.e. on peut le remplacer par n’importe quel autre symbole
non utilisé ailleurs et on emploiera souvent k aussi par habitude ou préférence.

Exemple | © L’indice n’a aucune signification particuliére en dehors de la somme ou du produit.
n n " n
a; = a; et a;, = Qg = H a;.
i=m k=m i=m ®=m jelm;n]

n
— Dans I’écriture Z, les nombres m et n représentent les bornes et il est implicite que m < n.

k=m
n n
Dans le cas contraire, [m;n] =@ et donc Z a, =0et H a, = 1.
k=m k=m

n
— Dans la notation Z ay, il est aussi implicite que l'indice k£ augmente de 1 lorsque 'on

k=m
passe d’un terme au suivant (idem pour le produit).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : « Jrzszz7000 of « /Zf{////ﬂ H
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15

Par exemple, la somme des entiers impairs de 1 a 15 ne s’écrit pas E k, qui correspond a

k=1

7
la somme de tous les entiers de 1 a 15, mais Z (2k+1).
k=0

-

Exemples 2 :

2n
VP=V2+V3+Va+..+vV2n—1++2n,
p=2

maisi\/ﬂzﬂ+\/i+\/5+...+\/2n—2+\/%.
p=1
-Vaeﬂ(,zn:a:a—i-...—i-oz:(n—m—l—)a et ﬁa:an_"”.

k=m n-m+1 fois k=m

. > k)
= Un petit dernier : H ek = e(

\.

ATTENTION

Ne pas confondre :

— Z (k+1) (Z k) +n avec Z k+ 1. Les parentheses font toute la différence.
k=1 k=1
2’71/
— Z 22" , somme de n termes avec Z 2’1C somme de 2" termes.

k=1 k=1
Exercice | : Calculer les sommes et produits suivants :
7 i 2024 6
> (k+2). .Hz'+1' 6] > (1P Hﬂ
k=3 ZT[)g p=1 1—183
Zk:. @ Z ay,.
k=1 k=103

4
> (72
J=0

n 2n
S S
k=1 k=n

I. SOMMES ET PRODUITS

Exercice 2. : Ecrire les sommes suivantes en utilisant le symbole X.

In24+n3+In4+--+1nlo0
. 1000 + 1010 + 1020 + --- + 1540

1
[3] +1 +3+4+5+6+7+

1 1 1 1

EURTIL I S

8
11
2 34 5 6 7 8

1—24+3—4+5—6+--+1001
[6] 2+4+6+8+--+1024
547+94 11+ +501
5—74+9—114--4+501

Exemples 3 (Bis) :

s On appelle U,

On peut également sommer ou multiplier sur des ensembles :

La somme et le produit des racines n-iemes de I'unité i.e. la somme et le produit des éléments de U,,
s’écrivent :

2ikm
= {e n ,ke[0;n— 1]]}, I’ensemble des racines n-iémes de l'unité.

-

3
|

-

n—

2ikmw
E w= e n et

wel,, k=0 wel,, k=0

Lycée Jules Garnier
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B SiG={(i;5)eN?/i+j=5}={(0;5),(1;4),(2;3),(3;2),(4;1),(5;0)} alors

i _0 1.2 3 4.5
ci+t2 10 9 8 7 6 5

(i55)€

= Z 1 = |E|, autant de 1 que d’éléments dans E.
icE

Premiéres propriétés

( N\
Proposition | (Relation de Chasles) : Soient (a;);<;<, une famille d’éléments de E et I et
J deux ensembles finis non vides et disjoints.

Yo=Y+ a e ] a=[ax]]a

icluJ il ic€J 1clUJ iel icJ

En particulier si m € [1;n] alors

n m n n m n
g ai:E a; + E a; et Hai:Haix H a;.
i=1 i=1

i=m+1 =1 =1 i=m-+1

\

En particulier, pour tout a € E, Z a=ax|.

icl
La proposition (1) justifie les regroupements de termes dans les sommes finies : on décompose
la somme de départ en plusieurs sommes plus simples a calculer.

Elle se généralise aisément a une réunion I; U I, U ... UI, d’ensembles deux a deux disjoints

ou a toute partition de I :
n

i€l UT0...L1, k=1 \i€el,
4 N
Proposition 2 (Linéarité et pultiplicativité) :  Solent I un sous ensemble fini non vide
d’entiers, (a;),cr, (b;);e1 deux familles d’éléments de E et A € K.

On note |I| est le nombre d’éléments de I.

Z (Aa; +b;,) =\ (Z ai) + (Z bi) : (Linéarité de la somme)

i€l i€l i€l

i€l i€l i€l

H (Aa;b;) = Al (H ai) X (H bi) : (Multiplicativité du produit)

En particulier, H (Aa;) = AnPtt H a.
q i=p i=p 4

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : c%??i??(ﬁd o af//zﬂ%m%&
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I. SOMMES ET PRODUITS

ATTENTION

ATTENTION

ATTENTION

En général et méme presque toujours, on n’a pas :
)

La multiplication n’est pas linéaire mais distributive sur I'addition.

Inégalité triangulaire : H a;

i€l

= H la;| mais

i€l

S

i€l

gZ‘@i‘-

i€l

Si 'union I = I; UL, n’est pas nécessairement disjointe, on retrouve, comme pour les
cardinaux, probabilités et autres statistiques :

Zai:Zai+Zai— Z a;.

i€l iel, i€l, i€l N,

IE' Factorielle

r

On appelle

Dérfinition 2 (Factorielle) :  Soit n € N*.

Par convention, on pose 0! = 1.

factorielle n, noté n!, entier défini par :

n

n!:Hk:1x2><3><...><(n—1)><n.
k=1

Exemple 4

m1l=1

m 2!

Il
)

= 3!

Il
(e}
n
m
m

4'=24 5! =120

ATTENTION

n

Ne pas confondre avec H n=n".

k=1

Proposition 3 : Soit n € N.

(n+1)!=(Mn+1)xnl

R_emaraue

ATTENTION

Exercice 3

: C’est cette propriété qui justifie la convention 0! = 1.

La factorielle a priorité sur toutes les opérations.

Ainsi, n+11# (n+ 1), (2n)! #2n! et n!?2 = (n!)? # (n?).

: Simplifier :

Lycée Jules Garnier
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11! 13! — 12! 4 4 4

8! ! ! |
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Q METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

Somme et produits télescopiques

Lorsque I'expression a sommer est de la forme wuy_ | —uy, les termes s’éliminent alors deux a deux
et il ne reste alors que le premier et le dernier terme :

n

Z (U1 = W) = Upg1 — Upyy- (VL1)

k=m

Ugt1 |
U

Ce principe s’applique également aux produits de la forme

7

H Ukt1 _ Unta
uk. u

k=m m

Exercice 4 : Calculer les sommes et les produits suivants :
@ > (). @y [1(1-3)
k=1 + = VE+VE+1 =

Changement d’indice

Il arrive qu’on ait besoin de réindexer une somme (changer I'indice).

Les trois remarques simples suivantes amenent a des techniques pour simplifier des sommes :

‘ Sommer pour des indices k de 1 a n revient a somme pour des indices j+ 1 avec j de 0 a

n—1:
n n—1
E ), = E Qhoy1-
k=1 k=0

100
Exemple S @ Sion consideére S = Z ap_1,0naS=ag+a; + -+ agg+agg.
k=1
99
On constate qu’on peut aussi noter S = Z a;, et ona:
i=0
100

99
E Q1 = E a;.
k=1 0

7=

e N
Méthode | (Chanaement dlindice) :

@WQWWWW&de@m:
@%W%WW%W@@W@%\Q&.

3] O%mdx%gﬁe@&o}mdg&mm%@mmmw&m.
@nmmw@mdm%mmm%ﬁ&mmmde@mmmwww
indigoge

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : « Jrzs277200 of « /Zﬂa/{lﬁ/ﬁ ﬂ
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Exercice S : Ecrire les sommes suivantes sans utiliser le symbole ¥ puis proposer une autre

écriture, avec le symbole 3. On ne demande pas de calculer ces sommes!
n n—2 3n n
> In(k+1) S In(k+2) S (k- 1) @] Y n
k=1 k=3 k=5 k=0

@‘ Sommer les termes par ordre décroissant ou croissant donne le méme résultat :

a,+ay+--+a, +a,=a,+a, ;++ay+a

7

n
E :ak = § an—k+1'
k=1

k=1

Exercice & : A T'aide du changement d’indice j = n — k, retrouver la valeur de la somme

k=0

3
3
3
3

Correction : S = k= (n—j) = nYy 1= j=nn+1)-S5,.
, 5 bnsaite 50 j=0

S,, est done solution de @'W S, =n(n+1)—8, < S, =——~2

Regrouper une somme finie selon les indices de méme parité donne le méme résultat :
a0+a1+"'+a2n :(a0+a2+"'+a2n> + (a1+a3+"'+a2n71)
2n n n—1
Z ay = Z Aok, + Z Aokt1 | -
k=0 k=0 k=0

De maniere un peu plus formelle, une numérotation des éléments d’un ensemble I consiste en une
bijection ¢ : [1;n] — L.

Une telle bijection définit donc une numérotation I = {i,,..., i, } ot i, = (k). C’est 'existence
d’une telle bijection qui permet d’ailleurs aussi de définir rigoureusement la notion de cardinal. !/

Via la bijection décrite ci-dessus, on voit que toute somme pourrait s’indexer sur un intervalle

d’entiers : .

Z a; = Z Qop(k)-

i€l i—1
L’indexation ensembliste n’est qu’une commodité permettant parfois d’avoir & expliciter une
bijection.

( )
Théoréme O (Chanaement d'indice) :  Soient I et J deux ensembles et ¢ : I — J une
bijection. Alors, pour toute famille (a;);cq, on a :

doa;=) ay et [T =11 w0

jed i€l jedJ i€l

\

|1]. Soit E un ensemble fini et une numérotation définie par une bijection ¢ : [1;n] +— E, il vient :

|E| = z”: 1=n.
k=1

Ainsi, on retrouve la définition usuelle du cardinal, comme étant I'unique n tel qu’il existe une bijection de [1;n]
sur E.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : « Jrzszz7000 of « /Z/{////) U
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Cette formule ne fait que traduire le fait que lorsque i parcourt I, les (i) prennent une et une
seule fois chaque valeur j de J, du fait de la bijectivité de .

En appliquant ce résultat & la bijection réciproque ¢!, on a alors aussi, pour toute famille (a; ), :

Z a4 = Z Qp-1(5) et H a; = H Qg1

i€l jed i€l jeJ

Le cas le plus fréquent est celui ou la bijection est donnée par une translation ou une symétrie
sur des ensembles d’entiers consécutifs :

/

Proposition 4 (Chanaements dindice) :  Soit (a;)m<icn, une famille d’éléments de E et
soit £ € Z.

Translation d’indice : en posant j=¢+foui=j—/,

n n+L n+L
> 4= Gje €t H = I o
i=m j=m+¢ i=m j=m+¢

Inversion de compteur : en posant j = n +m — i,

n

n n n
E a; = E A tm—j et H a; = H Cptm—j-
i=m j=m ) j

i=m j=m
n-1
n
Décomposition indice pairs/impairs : Zai = Zan + Z Agji1
S i=0 =0 3=0 y
n+1
Exemple & Z (k+1)2 Z k2.
k=0
Exercice T : Calculer grace a un changement d’indice :
95 4 2013 40 2n
> & E > > (6j+4) A >r
k=5 i=1515 j=—2 p=n
II.3” Sommes de référence
4 N\

Théoréme S (Somme des enttiers, des carrés et des cures) : Pour tout entier naturel n
non nul, on a :

Zk_ n+1) S2<n):§:k2:n(n+1)6(2n—i-1)7
n+1)
Zk?’ ( H) :

PFCUVC:@&M%WW%W@%WW%WM%W

E‘mm%mmmmwﬂ?w@@m@mw.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : c%??i??(ﬁd o af//zﬂ%m/& ﬂ
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B R n+1)
A
1 n :
2 n—1
3 n—2
n
n—1 2 :
n 1
\

Figure VL1 - ; k= "("; g
@deMWmmmmmwp-mmm
naburnels.

Joib n e N~
— Dune (k+1)2 2k+1) = 25, (n)+n o, (k+1)2 (n+1
Pmtz +1) kZ( +)( >2+_1Pmbe?(wjj?gz I (n+1)2—
&udmb%amtombzwwedoﬂ\DS() 5 =

— Run Sy(n) mw&mumeH) —B=mn+13-1
k=1

n

b > (k+1)3 =k = (3k2 + 3k + 1) = 3S,(n) + 3S,(n) + n.
k=1 k=1

Do, Sz(n)—;[(n+l)3—1—3xn(n;_1)—n]

— L 1P =2+ 1) = 3n(n + 1))

6
4+ 12N +1)2=2-3n) (n+1)(2n*+n)
B 6 B 6
nn+1)2n+1)

6
- @ng Z(k‘+1)4—/€4:(n+1)4—1mm:
k=1

n

D (k+1)* —k* = (n+1)* — 1 = 4S5(n) + 6Sy(n) + 4S,(n) + n.
k=1

(n+1)* —1—6S,(n) —4S,(n) —
=m+D*—nn+1)2n+1)—2nn+1)—(n+1)
(n+1)(n®+n?) =n%(n+1)>2

7 Y1
- ) Z i
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : e,,/wzwmﬁ o T orittrtl 9|
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n(n+1)
2

2

n 2
Figure V1.2 — Z k3 = <M> )

k=1

C’est 1a qu’on revient sur les connaissances des petites classes.
Th

[1] Si (u,),cn est une suite arithmétique, alors :

éoréme L (Somme d'une proaression arithmétiQue ou aéométriaue) :

Moyenne des

extrémes Nombre de
termes
N +
U U —_—
u, = —/——2 X(n—m+1).
2
k=m

Si (u,,)pen €st une suite géométrique de raison g, alors :

Nombre de
termes
——
U, X(m—m+1), si ¢=1
—=
n Premier
uk = < LETE Nombre de
termes
k=m
1— q n—m-+1
Upy XKD, S1 q 7& 1.
Premier
terme
( )

n
Exemple T : A laide de , on généralise tres facilement Z k pour m < n :
- k=1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI :



PTSI VINCI - 2024

II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

|— Preuve @%@ @a,,t mainkes gom
Poons S = Z Up.

- ﬂ’mW,erPmuﬂuwemr;

n

2S:Z uk—i-zn: Uy,
k=m

k=m

&M%mmmwmu@%m@:

n

n n
= Z Uy + Z Uptm—k = Z (wh + )
k=m k=m

k=m

7

k=

n

Z(u +u, +(

Z (um—l—(k—m)r—l—um—f—(n+>)<—k:—)s<)r)

m

:Zn:u—l—u

k=m k=m
=n—m+1)(u, +u,).
@Ofmo,S:(n*qul)w.
S = Uy, + u,+r + + u,—r 4+ u,
+ S = U, + u, —1r  + + u,+r + u,
25 = (um+un> + (um+un) + + (um+un)
~_ o /'
@omSz(n—m—Fl)w n—m+ 1 tovmes
— Joun une dwuile de naibon, g # 1, S = = u,,.
k=m, k=0
&W&&wswl—q#m
n—m n—m n—m
(1-¢)S=(1—q) un ¢, — Y " u,
=0 k=0 k=0
”i” b gty
:um
=0
:’LLmX(l qn m+1)
1— n—m-+1
@O’WO,S—U X g
I—q
fqg=1, orruhewuemto,&bde%mmm S—Zu (n—m+ 1)u,,.
Coq 0 .20 no _ 1— e sh((242)6) no
Exemple & : Sif+0,1+ e +e2% ..+ e = T = a (0) ez .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI :
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Exenple 9 © A laide de E, on obtient en particulier :

VneN' VzeC 2"—1=(z—1)1+z+22+-+2""1).

On peut généraliser cette relation.

7

<
Théoreéme 1 (1 est racine de X™ —1) : Soit n € N*, a et b deux éléments d’un ensemble E
commutatif.
n—1
a®—b" = (a—0) Z U=
k=0
=(a—0b)(a" ' +a" b+ a" 3% + ...+ ab" 2 + b1,
\
( )
Exemple O : On peut donc factoriser les sommes de puissances impaires dans R :
2p
Vp €N, a?PHl 462741 = (a +b) » (—1)*a?P Fbk
k=0

= (a+0b)(a?? —a®?7b+ a?P72b% 4 ... — ab?P! + b7P).

22 —1=(zx—-1)(z2+x+1) —1l=(zx—-1)(z*+23+22+x+1)
2 +1l=(z+1)(z2—x+1) +l=(z+1)(z*—23+22—x+1).

|— Preuve:wwbb%gau;@@uﬂ&bahmthéﬂ%wra?@:

n—1 n—1 ) 0.
(a—b) Z an-1-kpk — Z <an—kbk _ gn—(k+1)pk+1 ) (OLW“::%>

k=0 k=0 Up U1

e (Lo geie)

Lervmen ecdnémes.

—

Remarque :Si P est une fonction polynomiale de degré n > 1 et A € C, alors il existe Q fonction
polynomiale de degré n — 1 telle que, pour tout z € C :

P(z) = P(A) = (2 = )Q(2).

On peut aller plus loin :

7

Corollaire Ol (Racine et factorisation) :  Soient P une fonction polynomiale et A € C.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) P(A) =0 i.e. A est une racine de P.
(ii) 1l existe une fonction polynomiale @ telle que P(z) = (z — A\)Q(z) pour tout z € C.

Preuve : Jotons ag - Gy, len ooe%u,«gnm de P, de nonle que P(z) = a,2" + ... + a1z + q
|_'[\,0u/1,toul:Z€C.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : c%??i)?(d o t\/Zﬂ(é&//& 12 |
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fmf&mm (i) esk trinsiale.
WM@WW )=0.VzeC :

n

P(z) = P(z) — Zak Zh — \F) it Zak (27— \F)
ag(z0—=\0)=

de,?awrrvrne k=1
= a.(z— A Ne—im1 50 = zZ— A a NF—i—1 ot
théoréme (7) —1 k Z bineanite ( )O<Zl;<n :
d,ch/wm/me = =
n—1 n n—1
=(z—M\) ( Z ak)\ki1> 2= (2—MNQ(2) en [\o@om,t Q(z Z ( Z ak)\k—i_1> 2t
i=0 \k=it+1 i=0 \k=i+1

Relation Produit-somme
p

Théoreme 8 : Soit (a;);c; une suite de nombres réels strictement positifs. Soit deux
entiers naturels n et p tels que p < n, on a alors :

In (ﬁ ak) = z”: In(a,) et exp <§”: ak) = ﬁ ek,
k=p k=p k=p k=p

|— Preuve : %MQWWMwn%tW@@WWWd@m@%a eta,mul)/\w
et

mon,{ym/m%lnebexp _I

Remaraue : Pour la deuxiéme formule, il est inutile de supposer les a; non nuls ou positifs.

@ COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

Vous avez déja rencontré les coefficients binomiaux en terminale dans un contexte combinatoire
lorsque vous dénombriez le nombres de parties & k éléments d’un ensemble & n éléments ou le
nombre de chemins & k succes dans un schéma de Bernoulli d’ordre n.

Ce paragraphe prolonge et consolide vos connaissances.

I11.1 | Coefficients binomiaux

s N
Détinition 3 (Coebbicients rinomiaux) : Soient n € N et k € Z.

On appelle (coefficient binomial) & parmi n, noté (Z) , le nombre :

n! .
(Z):{k'(n—k)' si 0<k<n,
0 sinon.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : «
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PTSI VINCI - 2024 III. COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

Remarque : Considérer k € Z n’ameéne pas a se demander ce que pourrait signifier k! avec
k négatif mais est une convention voulu par le programme afin d’éviter des disjonctions de cas
inconséquentes.

n
Nous redémontrerons plus tard que (k) représente le nombre de sous-ensembles & k éléments

d’un ensemble de cardinal n ou encore le nombre de : C ombinaisons & k éléments parmi un

k

4 A

n
Exemples | : Soit n € N, ( ) _ (n) _
0 n
n n n 7 1
Pour n > 1, = =n et pour n > 2, _ :M.
1 n—1 2 n—2 2

n

k

n) nmn—1)..(n—k+1)
k) k! '

On peut noter que le numérateur et le dénominateur comptent autant de facteurs.

L
ensemble a n éléments, ce qui justifie ’ancienne notation: C: = ( ) .
e nk

R.emaraque : Pour les calculs des ( ) , on utilisera souvent la forme « simplifiée » :

Cette formule permet, d’ailleurs d’étendre la définition des coefficients binomiaux a tout réel =
(k dans N cette fois) en posant :

r\ zxz—1).(r—k+1)

k] k! ‘

Il y a de grandes chances que vous rencontriez cela dans un de vos sujets de concours tellement
la théorie et les propriétés qui se cachent derriere cette formules sont nombreuses et florissantes.

n+1 n
n p
Exercice & : Simplifier et .
(n) n—1
1 p+1

4 )
Proposition 9 :  Soit (k;n) € N2

ﬂ Symétrie : (Z) = (nﬁk)

Formule du capitaine : Pour £ # 0 et n > 1, <Z> N % (Z: 1) .

n n n+1
3|1 F le de P 1: + = .
‘ ormule de Pasca (k) (k N 1) (k N 1)

n
‘ Intégralité : ( k‘) est un entier naturel.

.

C o
27277203 e e%ﬂ(////ﬂ ﬂ
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L’assertion (| 1]) dela permet de compléter les premieres valeurs de 1’ exensple (11)

(Z)Zl’ <nn1>:n et (an):n(n?—l)‘

n
En particulier, la deuxieme formule permet de calculeg I de proche en proche. Les résultats
\

\
sont le tableau ci-dessous appelé triangle de Pascall?. N
\
\
k k+1 Ny
01 2 3 45
n \
n n 0 |\
n \
k k+1 1| 1N1
2 |1 2 1
nt 1 n+l 311 3%\3 1
k1 401 4 K 4 1
5 1 5 1010 5 1
\\ E&
Figure VI.3 — Triangle de Pascal \\ “66?
\ %

Preuve?ma%%@L@admmmme&mmmmw&um%m&@@W
‘ fo<k<ndow 0<n—k<neona:

n B (n)! n! n
n—k) (m—k!(n—m—-k) k(n—k)! k

n n! nx (n—1)!

3

B B (n—1)!
k) T Rn—k)  Ex(E—Din—kl k  (h—Dl((n-1)— (k1))

n (n—1

k\k—1

|2]. Blaise Pascal, né le 19 juin 1623 & Clermont (aujourd’hui Clermont-Ferrand), en Auvergne, mort le 19 aotit
1662 a Paris, est un mathématicien, physicien, inventeur, philosophe, moraliste et théologien francais.
Enfant précoce, il est éduqué par son pere. Les premiers travaux de Pascal concernent les sciences naturelles et
appliquées. Il contribue de maniére importante a I’étude des fluides. Il a clarifié les concepts de pression et de vide,
en étendant le travail de Torricelli. Pascal a écrit des textes importants sur la méthode scientifique.
A 19 ans, il invente la premitre machine & calculer et aprés trois ans de développement et 50 prototypes, il la
présente a ses contemporains en la dédiant au chancelier Séguier. Dénommée machine d’arithmétique, puis roue
pascaline et enfin pascaline, il en construisit une vingtaine d’exemplaires dans la décennie suivante.
Mathématicien de premier ordre, il crée deux nouveaux champs de recherche majeurs : tout d’abord il publie un
traité de géométrie projective a seize ans; ensuite il développe en 1654 une méthode de résolution du « probléeme
des partis » qui, donnant naissance au cours du XVIII®™M® gidcle au calcul des probabilités, influencera fortement
les théories économiques modernes et les sciences sociales.

é =yt
7 &7 J .
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : c,ﬁﬁiﬁfzﬂ ot /;/(////ﬂ 15 |
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5%1<k<n:

G- () -() - G= - ()

M n! n!

CES T k!Mx (n—k—1)1 (k+Din—(k+1)

=(kf.1)-

‘ &W@mewmmneh\l

P(n): Yk e [0;n], (Z) e N.

Runn=0 VkeN, (2) :0€N.fﬁawébéeutmwﬂ&m.
SDW%'JZWWMMAZW?@)muw@xé@@bmm[[o;pﬂ]]_
Fok=p+1 alonw (p+1):1eN.

p+1

Sowwn,,d,o,Ivad,eQ@ , oM Q

p+1\ (»p p .
(1)) (2) e

OWW@@OMWB'%WD&W@WWMMWWd@ma
co'rwﬁwwc‘» <p+1) e N.

k
@mm@%mﬁaw?@ﬂ)wm@@a@@w?mm
Mma&man:o,ifg%tmwm@new.

Remaraue : 6@ n'esk Pab wne récuhhence gonl’e

—

Un peu dhistoire : Le triangle des coefficients binomiauz, que nous appelons communément
« triangle de Pascal » était en fait connu depuis bien longtemps déja lorsque Blaise Pascal s’y
intéressa : on y trouve mention déja chez Halayudha, mathématicien indien du 10°™° siécle, ainsi
qu’en Chine au 13°™¢ siécle. La contribution de Pascal a essentiellement été de démontrer en
1654 un grand nombre de propriétés de ce triangle, jusque-la admises.

C’est d’ailleurs a cette occasion qu’il a mis au point le principe de la démonstration par récurrence !

0 =yl
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : t,/?/%?///d ot /?/(////) 16 |



PTSI VINCI - 2024 III. COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

I11.2 |} Binome de Newton

( )
Théoreme IO (Formule du BinGme de Newton) :  Soient a et b deux éléments d’un an-
neau commutatif 3/ et n un entier naturel.

(a+0)" = zn: (Z) ak bk, (VL2)

k=0

=a”+na"b+..+ (Z) ak*bmF + .+ nab™ ! 4+ b7

Remarque : 1l est parfois plus avantageux d’écrire cette formule en inversant les roles de a et b

sous la forme :
(a+0)" Z ( ) a™kpk,

=0

Preuve:@mdmmwmmwmmmnehﬂ.
[+

m%o,@%m@wmﬁmmmlmuw%tmwﬂ&m.
?W%W@A%&WWWPENMQ:

a bp+1:a b)(a b = akpr—F L p - p ak pp—F
(a+0) (a+0)(a+b) Wd@;() +;)(k>

)4 P
_ Z @k by P kpprik
Finsanits de =5 \ K = \k

b,
p+1 P
_ Z ( p ) ak ppt1i-—Fk + Z <p> ak ppti-k
@aﬂuamm@/nh d'indice k—1 k—1 k—0 k
[premigne
p
ey aerl + Z p + k bp+1 k + p bp+1
V) & \P k—1
™ neghoune k=1

-1 ) A —
p+1
= Z (p + 1) k p(p+1)—k
_ ( + b)p+1
@ﬂ/ ’Lewn/mi,t

&me%@a@mﬂmwwqeﬁﬂemeWMMn—l

|3]. i.e. un anneau dont les DEUX lois + et x sont commutatives. Surtout le produit !

~/ o
27277203 e e//Z/(////) ﬂ
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Il est tres important que 'ensemble contenant a et b soit commutatif pour la loi mul-

ATTENTION tiplicative sinon cette formule est fausse. Ceux parmi vous qui ont suivi 'option ma-

thématiques expertes I’'année derniére devraient s’en souvenir.

Un peu dhistoire : L’apport de Newton est bien réel et important, mais ne concerne pas les
exposants entiers naturels.

Isaac Newton a, en fait, généralisé cette formule pour tout exposant réel, sous forme d’une somme

infinie.
\
Exemples 12 :
- (a . b)n _ zn: Z (_1)n—kak bnfk
= \k
=a” —na" tb+..+ (=17 (:) a*bnF + .+ (=1)" tnab™ ! + (-1)"b"
P b=1,onobtient 2» =3 [
m Pour a = b =1, on obtien —kZ:O e
P b=1 btient 0 r ("
s Pour a = —b =1, on obtien —;(—) Nk
Sin > lik’ in n—1 ni n-1
[ R = .
- Fg;giltlé?n%u 1 —1 On factorise 1 k—1
n—1 (n 1) .
= n = n x 2"
K k«k—1 =0 k (141)n—1 J
Exemple 3 :
& n
VzeC, (1+2)" = k.
z (14 2) kZ:O (k) z
Exercice 9 : Développer :
—y)? 1+ 2v2)* 2 — 1)’
] (z—v) [2] (1+2v2) 3] 2—a)
4 )
Exemple 4 (Application au caleul des sommes de puissances d'entiers) :  En reprenant les

notations du théoréme (5),
VpeN,S, Z kP.

On peut calculer les S, (p) de proche en proche a 'aide de la formule du binéme (VI.2) et en considérant la

somme :
S = Z ( (14 k)P+1 — kp“).

La somme S peut alors étre calculée de deux fagons :

= D’une part, comme somme télescopique : S = (1 + k)" — 07+l = (1 + k)" +L.
= D’autre part, & l'aide de la formule du binéme (VI.2), ce qui fait disparaitre les termes d’exposant
p+1.

On isole ensuite les termes d’exposant p pour reconnaitre les expressions cherchées de S,, (p).

C
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : t%ﬁ%ﬁ(ﬁ et - / (////ﬁ 18 |
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IV. SOMMES DOUBLES

Q SOMMES DOUBLES

Certaines familles peuvent étre indexées sur un produit cartésien (ou au moins un sous-ensemble).

Soit R %/ un sous-ensemble de T x J et (a j) o
7 (4;9)€R
sur un produit cartésien.

une famille doublement indexée i.e. indexée

Le but est d’étudier la somme E a; ; en se ramenant a des sommes portant sur un seul des

(:5)€R
deux indices. On parle alors de « coupe » de I’ensemble R.

Détinition 4 (Somme sur un rectanale et sur un trianale) :

sembles finis non vides d’entiers, et (am-)(

i35)eIxd
On note :

Z a;; la somme des éléments de la famille (a, ;)
(6:5)€lxJ

| .
(6:5)€IxJ
n H a;; le produit des éléments de la famille (aiyj)(

i;5)€lxJ’
(4:7)€IxJ 7

une famille d’éléments de E.

Si la famille est indexée par des couples (i;j) vérifiant une condition du type i < j, i < j,
1> j,out > j, on dit que la somme ou le produit est triangulaire, et on note :

Soient I et J deux en-

¢ Z Qij ¢ Z @i ¢ H Qi ¢ H )
(i35)€IxJ (i35)€1xJ (i35)€1xJ (i35)€IxJ
1<j 1<j (] 1<
. Y
( 2\
Exemples IS
. 1111 1 5 Loy 1 1,11 19
WS, it2) 3 5 4 6 60 0Tt t2) 2 45 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
° e e ° = o — 5 — ¢~
Al i 73757476 360 oid it2j 245 10
\
Notations : Lorsque I = [m;n] et J = [p;¢], la somme de la famille (aij)(, yeixg 5 note :
’ (2¥] X

E aij ou
m<isn m<,j<n
P<ISq

ATTENTION |

deux variables indépendantes.

|4]. R comme rectangle.

Z a;; sil=J=[m;n].

Dans la derniere écriture, 'expression m < 4,5 < n n’est permise que si ¢ et j sont

Lycée Jules Garnier
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IV.1

I Permutation des symboles X

Vs

Théoréme Il (Somme dourle indexée par un rectanale) :  Soient m, n, p, ¢ des entiers et

(a;

’j)(i;j)GIxJ

une famille d’éléments de E indexée par le rectangle [m;n] x [p;q].

n q 49 n
J=p i=m

mg'ggn i=m j=p
PISq

Dans le cas d’un rectangle, les sommes permutent donc sans contraintes.

Preuve:@%dm?mﬁwaijdmnzywm%am;@@em.
Bu'wm%mm@w%um@mﬁwwwmﬂ&w:

—

Théoréme 12 (Somme douile indexée par un trianale) :  Soient m, n, p, q des
entiers et

(aij)(, — une famille d’éléments de E indexée par le triangle
(43

, or) .
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : g%?m?/nd e &CM//@ 20 I
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{(;)) €eIxI/m<i<j<n}
n n n J
2: %ZE:E:%‘: }:aw
m<i<I<n i=m j=1 Jj=mi=m
\
J
T A
I
e 1 |
v/n—l T
= !
\// N
— I
|
2 k——%————— >%
voo3T
S
1,,
i i i i i
1 2 3 n—1 n 7

Figure VI.4 — Sommation par tranches

'Pr‘e_uve:@en@n@mw%a“memﬁ@w&dmﬂ@emm@w@@a&
tellleous esl; trianguliaine + seully sont pris en comple len dlements a5 ot i <

, J
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : g%?m?&d e &% ﬂ
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Si 'on somme sans prendre la diagonale i.e. les termes a;;, @ € [1;n], on obtient :

(3

n—1 n n Jj—1
> D w= >, > ay
m<i<j<n i=m j=i+1 j=m+1i=m

Exercice O : Calculer Z

1<i<j<n

S| e

Correction : Gn dRoisissant astucieusement Lordre de sommation, il sient :

~.

i n J n J n ( + 1) n n(n
DI 3 o (jzi>zz(1x><72)=§Z<y‘+1)=§((;”+

i<i<g<n J =1 i=1 j=1

") -

Vs

\
Proposition [3 (Produit de deux sommes) :  Soient (a;)1¢icn €t (;)1¢j<m deux familles
d’éléments de E.
n m n m m n
D IPES JIT 35 SPERED 30 SPRRNE s
1=1 7=1 =1 j=1 7=1 =1 1<i<n
1<j<m
2
n n n
n ( ai> =) a?+2 Z a;a;. (Carrée d’une somme)
=1 =1 1<i<j<n
. 4
Preuve :
n m n m
—ZWZ%:Z “Xzb Z > aib; |
< = =1 =1 \ =1

& i) MJ&%J; OMJAW le théoreme (11).

n 2 n n n
E a; | = g a; X E a; = E a;a;
' i=1 j=1

<N
Jj<n

Tuangle Guiangle

//\//\

W Diagonale w‘%@w&w
n n n
- E aiaj+ Z aiaj+ Z
1<L‘<J‘<n 1<i=j<n 1gj<isn
=Za +2 )
1<i<g<n

identité remarquable a n termes.

n(n+3).

4

—

Remarque : On retrouve avec le deuxiéme terme du carré d’une somme, le célebre double
produit de l'identité remarquable du second degré. Il s’agit ici d’'une généralisation de cette

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : « Jrzszz7000 of « /Zﬂ(/l//ﬂ
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Exemple I : (a+b+c)?2 =a?+b2+c?+2(ab+ac+ be).

Permutation des symboles II

Les résultats précédents du théoréme (11) et du théoréme (12) s’étendent de fagon immé-
diate si on remplace « somme double » par « produit double » :

4 N\
Théoréme 4 : Soit (ai j)(. - une famille d’éléments de E indexée par un rectangle
DY (e
[m;n] x [p;q] ou un triangle { (i;5) € Ix J/m < < n}.
On a:
n q q n
Sur un rectangle : H a;; = H H = H H a;
m<i<n i=m j=p Jj=pi=m
PJ<g
n n n J
Sur un triangle : H a;; = H H = H H a;
m<ILIKn i=m j=1 Jj=mi=
n—1 n n gl
(sans la diagonale) a;; = H a;; = H H ;-
\ m<i<j<n i=m j=i+1 j=m+1i=m y
( )\
Exenple M J[ @ =]]]]6?»=]] (z" 11 j2)
1<, j<n i=1 j=1 i=1 j=1
n n 2 n
:H Zn(HJ> ) :H (inn'2)
i=1 =1 i=1
=t (T] €)= o < at) = o
=1
\.

m n n m
Exercice || : Est-il vrai que H Z Zii = Z H 27

1 2 2 1
Correction : R m =1 etn=2,mvaHZ 25 = 211 T 219 ek ZH Z;i = 211712 dmwnmbbm&zb,

s 7]
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VI : c%?Z%??(ZJ o tf)/éﬂfél/lﬁ 23 I
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