Planche d, exencices

Fichiers Nombres-Complexes-II-Trigonometrie 8, B et
c

EXERCICES FACILES :

Exercice | : En utilisant les nombres complexes, calculer cos 50 et sin 56 en fonction de cos @ et
sin 6.

Correction : Nous asons pan le gofvnwﬂe de Mooinsne
cos 50 + isin 50 = % = (¢'%)® = (cos § + isin )°.

cosb50 = cos® O —10cos® Osin® 0 + 5 cosOsin? 6

sin50 = 5cos?Osind — 10cos? Osin® 6 + sin® 0

22PN 2 2 ) . . .
%@W@.gfwwag@@ommﬂec% 0 + sin” 0 1,%[’\00%(0’@%%@%(02&&&%%00659%
gomb;omdecos@ebsinwmgozrwond@sinﬁ.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Montrer que Z cos (+ay £ ag + ... £ a,) = 2"cosa; cosay...cosa, (la somme

comporte 2" termes).

Correction : Rurn n naburel, non fnuﬂ, on W S, = Zei(iali“'ian), ° S, = et 4 7 — 2 c0og a,

?mbn}ljowmm\bﬁues =2"cosa cosa aBo?u}
. " 1 "
Sn+1 = E ei(Far+.. Fa,11) — ol E elxai+...+ay,) 4 e i1 E eilxa +...+a,)
=2cos(a,,1)S, = 2" cosa,...cosa,, ;.
@fn/ a montrhé rafu nécuemce W :Vn>1, 8, =2"cosay...cosa,,.

Enouite, fowy 1 >1, Zcos(j;ali...j;an) =Re(S,) = 2" cosa ... cos a, (et on obbient aussi Zsin(j:alj:...j:an) =TIm((

Vn e N, Zcos(ia1 +..+a,)=2"cosay...cosa,,.

Exercice 2 : Calculer Z (Z) cos(a + kb).

k=0

)ncos (a—l— n—b)
5 )

| o

Correction : (2005
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Planche d, exencices

EXERCICES PLUS ARDUS :

5-5

. . . . . £ Jios . T
Exercice | : Exprimer sin 5z en fonction de sin . En déduire que sin F= 3

Correction :

sin 5z = 5 cos? xsinx — 10 cos? zsin® x + sin® x
= 5(1 —sin? z)?sinx — 10(1 — sin® x) sin® z + sin® =

= 5sinz — 20sin® z + 16sin’

Finsi, on pasant o = sin g 5o — 200° + 1605 = sin (5%) —0.

ecym/me047/:0,otn/o,5*200&2+160¢4:0etdofnp5*20A+16A2:O%[\obwnLA:a2.

. 10 — 2 —
A 102 —5x 16 =20 Do A= V20 5=V Ly 5HVE
16 8 8
2 5 5 7
@m0<sing<sin£:\2[} '275T 2.&00/m/m;e +8\/>>§,0/rva/'n,écmmmgnwnb,
5—+bH 5—+5
sianZ 8\fetd01mocvm/m90<sing, sing: 8\[.

Exercice 2 : Calculer Z cos?(kx) et Zsinz(lm), (r € R et n € N donnés).
k=0 k=0

Correction : SpmxtneNetxeRﬂaomS Zcos (kz) & S, = Zsm (kx). On o
k=0

n n

S, +5S., = Z(cos2(kx) + sin?(kz)) = l=n+1,
k=0 k=0

n

S, —S, = Z(cos2(k:x) —sin®(kx)) = Zcos(Qkx).
k=0

k=0

%xEﬁZ,mblwuemmédiaJ@my@

Z cos?(kx) =n+1eb Z sin?(kz) = 0,
k=0 k=0
oo x ¢ 2,
cos(nzx)sin(n + 1)z

S,+S,=n+1&S, -8, = . ,
ST

d,eboh,tecTu,e

S = : (n T4 cos(nx) sin(n + )x) &S = : (n 1o cos(nx) sin(n + )m) .

sinx sinx

Exercice 3 : Calculer Z (Z) sin((k + 1)6).

k=0

(n+2)0
5

. a\"
Correction : <2cos§> sin
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Planche d, exencices

[n/2]
n
Exercice # : Calculer » —3)k.
xercice Calculer (2 k>( 3)

k=0
Correction : 2" cos(nm/3).

Exercice S :
Résoudre dans R I’équation cos(3z) = sin(2x).

T m 3T
En déduire les valeurs de sinz et cosx pour z élément de {E, 5 1—0}

Correction :

cos(3z) = sin(2z) < cos(3z) = cos(g —21) & (Fke Z/ 3z = g — 22+ 2km) ou (Ik € Z/ 3z = —g + 2 + 2kn)

2%
@(erz/z:%+?ﬂ)w(3kez/x:—g+2kw)

m 7w 97 137 3w 1777}

cos(3z) = Re (¢3*) = Re ((cos z+isin z)3) = cos® 2—3 cos zsin? & = cos® 2—3 cos z(1—cos? ) = 4 cos® x—3 cos .

VYV €R, cos(3z) = 4cos® z — 3cosz.
Rr, suile,

cos(3z) = sin(2z) < 4cos®r — 3cosx = 2sinrcosz < cosx(4cos?x — 3 — 2sinx) =0
< cosx(—4sin®z —2sinz + 1) =0 < (cosz = 0) ou (4sin® x + 2sinz — 1 = 0).
T 137

ED'W /I)QIW 4Sin2x+281nx—120ad/met%bzeaubwrmw&ww 0% T (car, dams

cRowmdmdmmwb, COS.%‘#O),WWQIW4X2+2X—1:0WWM&MQ%W
. . 137 . ) . ’
ML@neb,d.thmdbxl—SlnmetXQ—SlniWwdmwgwdmmbo&ﬁmwdeceﬁbw.

10°
g)u}\bﬂ,ueX1>OetcTu,eX2<0jm0@fAmw
—14+5 -1—+56
X; = —— X, = —
137 3T
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Planche d, exencices

Ruis

b de méme

. 1 1
Exercice & : Soit a un réel distinct de — et ———.
V3 V3
[1] Calculer tan(36) en fonction de tan 6.
‘ Résoudre dans R I’équation :

3 3

3xr—x° 3da—a
1—322 1—3a2
On trouvera deux méthodes, 'une algébrique et 'autre utilisant la formule de trigonométrie
établie en 1).

Correction :

cos(36) + isin(36) = (cosf + isin0)> = (cos® 6 — 3 cos fsin? ) + (3 cos? fsin  — sin® 9),

V0 € R, cos(30) = cos® O — 3cosfsin® O e sin(30) = 3 cos? fsinf — sin® 6.

Ersuite, tan(36) &tan@mM@S@%g—&—ﬂZet@gég+ﬂZ©39¢g+wZ©9¢%+gZ%&
donc 0¢ L+ 7

6 3
sin(3¢)  3cos?fsinf —sin®6  3tand — tan® 6

cos(30)  cos3 0 —3cosfsin’f 1 —3tan®6
Wdﬂmbwmm&wd@m?m?enéeﬁmmﬁcossﬁ

tan(30) =

3tanf — tan3 6

voeR\ (z—l—zZ), tan(30) = T 3ten? 0

6 3

‘ ?ata#i%. 1%«@&0@a%%mm@@wbmmwwwmdm

I—:CB CL—QB
?_31.2 = ?—3@2 @(3%—3:3)(1—3@2):(1—31‘2)(3&—@3) (oq)z, i%mmﬁra@%&»&omd@@%mﬂm)

< (r—a)((3a® — 1)2? + 8azx — a? +3) = 0.

Te disoviminant néduit du tindme (3a2 — 1)22 + 8az — a® + 3 woub :

A’ =16a% — (32 — 1)(—a? + 3) = 3a* + 6a% + 3 = (V3(a%2+1))2 > 0.
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1 — 3a? ’ 1— 3a2

Sz{a 4a —/3(a® +1) 4a+\/§(a2+1)}.

ZWMWWWW@QE}—* Z[ {—E E}@Qwaztana.@ern@m&u}x
ftﬂwb@ummwheey/QE} 75{\{—8,6}b@}2%@x:tan9(&,
bo/uoma:arctanad:(‘):arctan:v).eomvmei% mmbmbo&ﬂmmde@%mwm@

b un néell distind de -

3r — 23 3a — a® 3tan 0 — tan® 0

3tan o — tan® «

= < tan(360) = tan(3
1 —3tan?0 1 —3tan®a an(36) an(3a)
@30€3a+w2©9€a+zz.

Eemwgoumnmgmw@qﬂmax:tana:a,rm

= =
1— 322 1 — 3a?

tana + tan £ 3
a:ztan(oz—i—g): 3 a+\[

~(a+V3)(1++V3a) da+V3(a®+1)
l—tanatanf 1—+/3a 1 — 3a? B 1—3a? ’
T 4a —/3(a® +1)
< n
Exercice T : Montrer que Vn € N*, Z | cos k| > 1 (remarquer que si x € [0;1], 22 < ).
k=1

Correction : SDOULTLE[N*. TW@ Fowbboub@nhyb k, ‘COSk‘E [0,1}, Ofrbct,aQoh.b

n 1 LA n 1 5 1 e2in
kz:;|cosk\ Zcos k= Z (1 + cos(2k)) = §—|—§Re (kl )—2+2R (e 1—e2l>
) +1)sinn _ n 1
_n 1lp Wlmw):ﬁ cos(n +1)sinn _ n _
2+2 e(e sinl) 2 2sin 1 2 2sinl
1 o 1 3 n
——— =0,594.... Jan swite, >3 <0,75 =5 < -, & donc
’ 9sinl v e oW L2 % o in 151
n 1 n o n n
2 2sinl” 2 4 4
2
&%m,m;n:L|cos1\:0.5...>0.25:1d:mn:z\cosl|+\cos,2|:0.9...>0.5:Z.°fmﬂmw@

Exercice & : On veut calculer S = tan9° — tan 27° — tan 63° + tan 81°

Calculer tan(5z) en fonction de tan(z)

. En déduire un polynéme de degré 4 dont les racines sont tan9°, —tan27°, —tan63° et
tan 81° puis la valeur de S.

Correction :
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™ ™

tan(52) Im ((e"*)%)  5cos*xsinz —10cos? xsin®z +sin®z  5tanx — 10tan® z + tan®
an(hz) = : = _
Re ((e*)%)  cos® & — 10 cos3 z sin?  + 5 cos z sin? 1 —10tan?z + 5tan*

Wmmwmammm]m%m@mmﬁcos%

Stanx — 10 tan® x + tan® z
1—10tan®z + 5tant x

VzeR\ (% + gZ), tan(bx) =

9°, —27°, —63° of 81° nwu,@wrd: tan(b x 9°) = tan(b x (—27°)) = tan(b x (—63°)) = tan(b x 81°) = 1.

@fw nésoul, donec QW :

™ ™ e
tan(br) =1 <= bz € <Z+7TZ> &= zx € (%4’32).
Ler solubions, ecepnimées en degnéty o dements de | — 90°,90°], sonk —63°, —27°, 9°, 45° of 81°.
FKinsi, les cing nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°), tan(45°) et tan(81°) sonk dewss & dewce diskincs
5X — 10X3 + X°
ot solutions de Légquation —————" " — 1 qui s'éonl encore
Squalion TTOXT yexd L
X® —5X* —10X3 4+ 10X? + 5X — 1 = 0.

. 5 ko4 3 2 - oy — A
SE@POQAJMUMX 5% 10X° 4+ 10X~ + 5X lad/metdpa@tan(45) 1I\muvhuwneetomo,

X5 —5X* —10X3 + 10X2 + 5X — 1 = (X — 1)(X* — 4X3 — 14X? —4X + 1).
Fer crwbw nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°) e tan(81°) sonk ainsi les nacines du Po%mmne
X4 —4X3 —14X2%2 —4X + 1.
B dernnien [uwb done encone vécnine (X — tan(9°))(X + tan(27°))(X + tan(63°))(X — tan(81°%)).

ff'wmé du W@M de X3 &, samoin 4 vaub donc g%oﬁwm tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) + tan(81°)

etmmmmbiéw:

tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) + tan(81°) = 4.
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