Planche d, exencices

Fichiers Fonctions-InjSurBij a,® et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit f : E +— F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?
V:UGE VyeF f(x)=y.

2] V2€E JycFtelque f(x)
JrzeEtelque V yeF f(x)

Exercice 2 : Soit f: E+— F. Que pensez-vous des affirmations suivantes 7
JrzeEtelque JyeFtelque f(z)=uy.

[2) VyeF YazecE f(z)=y.

3] VyeF JxzecEtelque f(z)=y.

Exercice 3 : Soit f: E + F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?

[1} 3ycFtelque VzecE, f[f(z)=y.
[2] 3yeFtelque 3JzecEtelque flz)=uy.

Y.
Y.

. 1 e
Exercice 4+ : Montrer que la fonction  — = — — est injective sur R . Et sur R*?
x

Exercice S : On considére 'application g : R ——— R . Est-elle injectives ? surjec-

x
1+ |z
tives ? bijectives ?

Exercice & : Soit f € F(E,E).
Montrer que fo f =Idr <= (f est bijective et f~1 = f).

Correction :
= gmmIdE%thm%a&nbfof%tWetmf%tW.

EwwmIdE%tunWoﬂwaOf%theth%tWa
febzm&awm,d:aﬂmwfflofof:ffloldﬂwf:ffl.

< K

Exercice T : Montrer que toute application involutive (fo f =1;) est bijective.

Correction : emIdEwW@Mfowa@&mf%tW.

@mIdE%tWaﬂwwfof%tWebdmwf%tW.
f%xmwethflofofzfloldDmf:f*l.

Exercice 8 :

Sur quels intervalles les plus grands possible, la fonction f : z + a2+ x + 1 est-elle
injective ?

Déterminer f(] — 2,4]).
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Planche d, exencices

Exercice 9 : Etudier injectivité et la surjectivité de f: R2 ——> R2
(2,9) (z — 3y, —2z + 6y)
Correction : f menk Iwb Una,edf./ue can f(0,—1) = f(3,0).
r—3y=0 On

f ment I\;cm, mma,edf./ue can (0,1) ma T\ab, d amtécédent ‘[‘UO)‘L/ I 50¢/nmv, on  aunaib {—2x—|—6y:l
22+ 6y =—2(z—3y) dow 1 = —-2x0/!

Exercice O : Etudier I'injectivité et la surjectivité de f: R2 ——> R2 .

Correction : Rsons (a,b) € R

2a+b
2r—y=a T =
L y) = (a,b) < = 5
f(z,y) = (a,b) {x+2yb y:ﬂﬁzb
’ 5

@nmm%mmbmmmmm@&ww&wmw& R2@ompjebb@4ae,&/me

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :
Exercice | : Soit f € F(E,E) telle que fo f = f.

Montrer que si f est injective ou surjective, alors f = Idy.

Correction :
Soit z € B. Ron Pvzﬂmﬂzm fof(x)= f(x), ie f(f(x))= f(x). [ éant «/na/ecb\/ue, on en deduit f(x) = a.
& done f = Idy,.
?@LEE?MW@@,«QWLOEE@QWf@O)ZJ
Jon consequent f o () = f(xo), ie f(2) = .
& done f = Idy,.

Exercice 2~ : Démontrer les implications suivantes, ou f et g désignent deux fonctions :
‘ Si g o f est surjective alors g est surjective.

La composée de deux fonctions surjectives est surjective.

Exercice 3 : Démontrer les implications suivantes, ou f et g désignent deux fonctions :
‘ Si g o f est injective alors f est injective.

La composée de deux fonctions injectives est injective.

Exercice 4+ : On consideére deux segments I et J de R non réduits & un point.

Montrer qu’il existe une bijection de I'un sur 'autre.
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Planche d, exencices

Correction : Rsoms I=[a,b] &t J = [c, d].

_P(;Qo)wqﬁ I—s1J %J:ume?ua/eot«m
d—c bc — ad

v b—ax+ b—a

Exercice S : Soit E un ensemble et A € P(E).

On définit ¢ : P(E) ——> P(E) ectd: P(E) —> P(E)
X XNA X XUA

Montrer que :

— ¢ est injective <= ¢ est surjective <= A = E.
— 1) est surjective <= 1) est injective < A = ().

Correction :

- % A=E dow ¢ =Tdy donc ¢ est injectine ef sunjecine.
%TW%A#E,MUmeE\AetX:{m}.
q&(X):XOA:@:é(@).@mgﬁ%LWW.
@QW¢MWW;WWX@W¢'M@.

Fd on ansait un, disons Xg, on awnoit Xo NA = X done X C A : Jounde |

— % A=0, dlows ¢ =Tdyp ) done 1) esb injective o surjectine.
WMMA#@,WA@WJ@GA&X:{QJ}.
qp(X):qu:A:w(@).@mw%th.
ﬂ)@m@m&qp%tmwwmm%amwd@m.

F& en aroit un, disons X, on await Xy UA =0 done A C 0 : Hounde |

Exercice b : Etudier l'injectivité et la surjectivité de f: Z x N* ——> Q .

p

Correction : Jn d/eg,vmb\m de @, f esb surjectine.
F(5.1) = £(10,2) done f niest s injectine.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit p: E = E une application idempotente (i.e. pop =p ).
Si p est injective ou surjective, alors p = Id.
Donner un exemple d’application idempotente qui ne soit pas I’identité.
‘ Montrer que p idempotente équivaut a vV € p(E), alors p(z) = =.

Correction :
%p%ﬁﬁxa’erﬂ/uejqﬁonbpop(x>:p(w)jdonpp(w):x.sobpe}:tbuha}ecﬁm%aﬂoanyEE,Hl'EEjbeQ
que p(x) =y e donc pop(z) = ply) e comme pop(x) = p(x), oloww p(x) = py) = u.
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‘ p:{a,b} = {a,b} awec p(a) =0 b p(b) = a.
‘ cw.ésambwep(E),HyeECeEﬂuep(y)zx. Done poply) =z = p(x).

Exercice 2. : Soit E un ensemble et soit A une partie de E. On définit f : P(E) = P(E)
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit injective.

Correction : %M&&WWA:@
&ﬂMWmw%m@%wwm@&pm%wWMmWwwwMWW@ﬂM:ﬂ@

Exercice 3 : Soit E un ensemble, et A, B deux parties fixées de E. Soit

¢: PE) = PA)xPB)
X — (XNAXnNB).
[1] Qulest-ce que (@) ? ¢(E\(AUB))?
A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle injective ?
‘ Est-ce que le couple (@, B) posséde un antécédent par ¢ ?
A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle surjective ?

Exercice 4 : Soit f: E + F. On considére I'application :

o: PE) —> P(F)
A f(A)

Montrer que :

f est injective <= & est injective <= W est surjective.

Exercice S : Soit f: E +— F. On considére I'application :

U: P(F) —> P(E)
B f71(B)

Montrer que :

f est surjective <= & est surjective <= W est injective.

Exercice L :

‘ Soit f: Fr— E et g: G+ E deux applications. Montrer qu’il existe une application
h: G r— F telle que g = foh siet seulement si : g(G) C f(F). A quelle condition h est-elle
unique ?

‘ Soit f: E+— Fetg:E+—~ G deux applications. Montrer qu’il existe une application

h:F+— G telle que g = ho fsi et seulement si : Va,y € E, (f(z) = f(y) = g(z) = g(y)).
A quelle condition h est-elle unique ?

. 2
Exercice 7 : Soit f I'application de R? dans lui méme définie par f(z,y) = (Lﬂ ﬁ)

2 x4y
‘ f est-elle injective ?

On note g la restriction de fa U = {(x,y)/x < y}. g est-elle injective ?

[3] Déterminer I'image de g.
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Si g définit une bijection de U sur g(U), définir g~

Exercice & : Soient E,F deux ensembles non vides, et f € F(E, F).
On pose ®: P(E) ——> P(F) et ¥: P(F)+——> P(E)
A f(A) B f1(B)
Montrer que :

(*) fest injective <= ® est injective
@ f est surjective <= & est surjective
Montrer que :

@ f est injective <= W est surjective
() f est surjective <= W est injective

Correcrtior\:
SOmJJGEA @fmcud,owof demef A/).Gn%dédw?u.e
f()ad/m,d:u/mcxmteoed,@nba d,cvnbA/ fla) = f(a) OWmdemtw,aza/etm
a €A On o domontné que A C A”. & de méme, A C A”. Dono A = A" : bapplication @
(<) SOu/[\Tmchw ® bo«bvnaab\m Joient a,a’ € E bef/o,cwe fla) = f(a').
ﬁmw A={a} L A" ={d"}ona f(A)={f(a)} = {f(a")} = f(A'), te. R(A) = D(A).
E'WWWMWW@MA:A”@Wma:a/:Q‘wﬁzﬂnmf%z

)?u/[\/[\mmﬁuefwtwhaecbm@@nwmdeEfP tm?%%nwn%d,e]gombuﬁb
antécédent; par f. Jo on pose A bennenblle den antécedents den dlements de B on o f(A) = B

ve. CI)(A) =B QOTIT\PA&GDM/ P ent mma;@cfuue

(<=>Souﬁwww%e(I)boibbu)la’,ecﬂ/u@.?o&m&bGF.@aneBZ{b}.@%aBG?(F),dofn@iQ
wmteAe.’P(E)teﬁo[ue@(A):B.SDcAzﬂma,B:@:o'%taﬁwdel?»wnmwdmw

aEA.?andé%‘m‘Mf(a)EB,L.e. f(a):b:ﬁ'w&mf%tww
@(:>)?Wwfmw.ﬂkmwwwww%xAmwd@E

OanwB:f(A).JULmW U(B) = A, ie. f1(B) =A.

FB) DA% aeA Ona f(a) B Donc ac f(B).

FB)c A fit a e (B B). On o dono f(a) € B = f(A). On on déduit quil einte

a eAtoJZWf() fla') @»Lfmwa:afezx.

(<) Spu/[v[\mwcTu,e\I/ wbmmaexrwe Foient a,a/EEEJ&»cTuef(a):f(a’).
Rsons A = {a}. Onwbonuwmwnbéoédpjntrwu\IJ. Prons U(B) = A, ie. f~1(B) = A.

@fm a done a € fﬁl(B), ie. f(a) €B
On f(a') = f(a) €B donc @’ € f1(B) = A, ie. @/ =a. : Qoﬁu&mhm fent unaedwe

(=) 50u1\1wwm que [ ooil w%,@dme
Joient B,B’ € P(F) tels que ¥ U(B), ve. f1(B) = f~1(B).
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@nwnbid@w;ww&ém,@mtbEB.@nabEF,&fMW/@&QWGEE@W
b= f(a). @fwo,aeffl(B):ffl(B/). ?o)uwnbecwem):, fla) €B’, ie. be B @fmar)vowué
cT,u/eBCB/.
@eﬂ@mB/CB.gfrwmﬂwnw@ BZB/&MQIWQMWA
(@)?WWQMW.J\H}MWf%LW.%bbEF
@nWB:{b}G?(F)J&mmd@wA:\II(B).
S%WMAZ(Z),WW\IJ(B)z\IJ(@)e@WMWWWMBzo;o'%t
ai)mwwbe!@%e/mdéduitﬁueA#@.Sooiboﬁo'waeA.@no,aeffl(B)dofn,of(a)EB,L.e.
fa) =b.

Exercice 9 : Soient E,F, G, H quatre ensembles, f € F(E,F), g € F(G,H).
On considere lapplication ¢ :  F(F,G) ———> F(E,H) .

u gouof

Monter que si f est injective et g surjective, alors ¢ est surjective.

Correction : $%it ve F(E,H).
Considérons, = € F.
- ﬁx%hnﬁmcﬁmmbwméﬂé/mgnbmﬁomdadeGel:ozmrmu(x):a.
—S%.TGIIH]Sxad/nwtwm—etwmbeuﬂ—ombéc,éd,@nb:EOGEPo/Lf@na,aQo)wv(l‘o)GH,et[w)L
bunaecnmbé,deg,iﬂmbteyoe(}biﬁueg(yo):v(xo).ﬁ)mwofmau(m)zyo.

5 € E n? reF = yyeG = w(ry)ecH
u g

Posons maintenant o € E. jﬂamwgouof(a):v(a).

OWWWfo(Oz)EG.@wwmf%thx@mem@cédmwwﬁ&d%ba.?mdé%Wv
deu,u(x)eotéﬂnﬂdumambéoédmxtdev(a)rang.

Do goulz) =v(a) b done gouo fa) = v(a).
On o bion gouo f =1 dov ¢(u) =v.

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2024



