
Test n𝑜7

Sommes et Produits finis

1 Complétez sans le symbole Σ. On ne demande pas de calculer :

a

2𝑛
∑
𝑝=2

√𝑝 =
√

2 +
√

3 +
√

4 + … +
√

2𝑛 − 1 +
√

2𝑛.

b

𝑛
∑
𝑝=1

√2𝑝 =
√

2 +
√

4 +
√

6 + … +
√

2𝑛 − 2 +
√

2𝑛.

2 Calculer les sommes et les produits suivants :

a

𝑛
∑
𝑘=0

1√
𝑘 +

√
𝑘 + 1

=
𝑛

∑
𝑘=0

(
√

𝑘 + 1 −
√

𝑘) =
√

𝑛 + 1.

b

𝑛
∏
𝑘=2

(1 − 1
𝑘

) =
𝑛

∏
𝑘=2

(𝑘 − 1
𝑘

) = 1
𝑛

.

3 Soit (𝑎𝑖)𝑚⩽𝑖⩽𝑛 une famille d’éléments de E et soit ℓ ∈ ℤ.

Translation d’indice :
𝑛

∑
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 =
𝑛+ℓ

∑
𝑗=𝑚+ℓ

𝑎𝑗−ℓ.

Inversion de compteur :
𝑛

∏
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 =
𝑛

∏
𝑗=𝑚

𝑎𝑛+𝑚−𝑗.

4 Simplifier :

a

95
∑
𝑘=6

1
6𝑘 = 1

66
1 − (1

6)90

1 − 1
6

= 5
65 (1 − (1

6)90).

b

2𝑛
∑
𝑝=𝑛

𝑝 =
𝑛

∑
𝑝=0

(𝑝 + 𝑛) = 𝑛(𝑛 + 1)
2

+ 𝑛(𝑛 + 1) = 3
2

𝑛(𝑛 + 1).

5 Si (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est une suite arithmétique, alors :

𝑛
∑
𝑘=𝑚

𝑢𝑘 =

Moyenne des
extrêmes

⏞𝑢𝑚 + 𝑢𝑛
2

×

Nombre determes

⏞⏞⏞⏞⏞(𝑛 − 𝑚 + 1).
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6 Si (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est une suite géométrique de raison 𝑞, alors :

𝑛
∑
𝑘=𝑚

𝑢𝑘 =

⎧
{{{{{{
⎨
{{{{{{
⎩

𝑢𝑚⏟
Premierterme

×

Nombre determes

⏞⏞⏞⏞⏞(𝑛 − 𝑚 + 1), si 𝑞 = 1.

𝑢𝑚⏟
Premierterme

×1 − 𝑞

Nombre de
termes

⏞𝑛−𝑚+1

1 − 𝑞
, si 𝑞 ≠ 1.

7 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑎 et 𝑏 deux éléments d’un ensemble E commutatif.

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑛−1−𝑘𝑏𝑘.

8 Factoriser :

a 𝑥5 − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1).

b 𝑥3 + 1 = (𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1).

9 Soient (𝑎𝑖)𝑖∈I une suite de nombres réels strictement positifs et 𝑛 ∈ ℕ.

ln (
𝑛

∏
𝑘=0

𝑎𝑘) =
𝑛

∑
𝑘=0

ln (𝑎𝑘) et exp (
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘) =
𝑛

∏
𝑘=0

e𝑎𝑘 .

10 Soient 𝑛 ∈ ℕ et 𝑘 ∈ ℤ.

On appelle (coefficient binomial) 𝑘 parmi 𝑛, noté (
𝑛
𝑘

), le nombre :

(
𝑛
𝑘

) =
⎧{
⎨{⎩

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

si 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛,

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛.
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11 Soit (𝑘 ; 𝑛) ∈ ℕ2

a Symétrie : (
𝑛
𝑘

) = (
𝑛

𝑛 − 𝑘
).

b Formule du capitaine : Pour 𝑘 ≠ 0 et 𝑛 ⩾ 1, (
𝑛
𝑘

) = 𝑛
𝑘

(𝑛 − 1
𝑘 − 1

).

c Formule de Pascal : (
𝑛
𝑘

) + (
𝑛

𝑘 + 1) = (
𝑛 + 1
𝑘 + 1

).

d Intégralité : (
𝑛
𝑘

) ∈ ℕ.

12 Soient 𝑎 et 𝑏 deux éléments d’un anneau commutatif et 𝑛 un entier naturel.

(𝑎 + 𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

) 𝑎𝑘 𝑏𝑛−𝑘

(𝑎 − 𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

) (−1)𝑛−𝑘𝑎𝑘 𝑏𝑛−𝑘.

13 Développer :

a (𝑥 +
√

2)4 = 𝑥4 + 4𝑥3
√

2 + 12𝑥2 + 8𝑥
√

2 + 4.

b (𝑥 − 1)5 = 𝑥5 − 5𝑥4 + 10𝑥3 − 10𝑥2 + 5𝑥 − 1.

14 Soient 𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞 des entiers et (𝑎𝑖,𝑗)(𝑖;𝑗)∈I×J
une famille d’éléments de E indexée par le

rectangle J𝑚 ; 𝑛K × J𝑝 ; 𝑞K ou par le triangle { (𝑖 ; 𝑗) ∈ I × J / 𝑚 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛}.

∏
𝑚⩽𝑖⩽𝑛
𝑝⩽𝑗⩽𝑞

𝑎𝑖𝑗 =
𝑛

∏
𝑖=𝑚

𝑞

∏
𝑗=𝑝

𝑎𝑖𝑗 =
𝑞

∏
𝑗=𝑝

𝑛
∏
𝑖=𝑚

𝑎𝑖𝑗.

∑
𝑚⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑖=𝑚

𝑛
∑
𝑗=𝑖

𝑎𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑗=𝑚

𝑗

∑
𝑖=𝑚

𝑎𝑖𝑗.

∑
𝑚⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗 =
𝑛−1
∑
𝑖=𝑚

𝑛
∑

𝑗=𝑖+1
𝑎𝑖𝑗 =

𝑛
∑

𝑗=𝑚+1

𝑗−1

∑
𝑖=𝑚

𝑎𝑖𝑗.

15 Soit (𝑎𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 une famille d’éléments de E.

(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖)
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 + 2

𝑛
∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛
𝑎𝑖𝑎𝑗.
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16 Simplifier au maximum :

a
(2𝑛 + 1)!
(2𝑛 − 1)!

= 2𝑛(2𝑛 + 1).

b
(10

3 )
(15

3 )
= 3 × 8

7 × 13
.

c ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑗=2

(
𝑗−1

∑
𝑖=1

𝑖𝑗) =
𝑛

∑
𝑗=2

(𝑗
𝑗−1

∑
𝑖=1

𝑖) =
𝑛

∑
𝑗=2

𝑗 × 𝑗(𝑗 − 1)
2

= 1
2

𝑛
∑
𝑗=2

(𝑗3 − 𝑗2)

= 1
2

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑗3 − 𝑗2) = 1
2

((𝑛(𝑛 + 1)
2

)
2

− 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6

)

= 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)(3𝑛 + 2)
24

.

d ∏
1⩽𝑖, 𝑗⩽𝑛

𝑖𝑗 =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑛
∏
𝑗=1

𝑖𝑗 =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑖
𝑛(𝑛+1)

2

= (
𝑛

∏
𝑖=1

𝑖)

𝑛(𝑛+1)
2

= (𝑛!)
𝑛(𝑛+1)

2 = (
√

𝑛!)
𝑛(𝑛+1)

.

Alliances pour matheux
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