Feuille dexercices n°6 Sommes et: Produits

Sommes et Produits

Exercice | : Etudier la monotonie des suites (u")new* et (U”)new définies pour tout n € N*
pat 2n 2n
u, = - et v, = -.
" k;—l k " k=n k
. S L |
Exercice 2~ : Montrer, par récurrence, que Z — = Z .
k=1 otk

Exercice 3 : Ecrire les nombres suivants en utilisant la factorielle :

1] 5x6Xx7x8x%x9 9 x 10 x 11 x 12 Ix3xH5xT7Tx9x11
l H5X6x%x7 2x4x6x8x10
n(n—1)(n—2) [4] 2x4%6x - x(2n)

Correction :

n—3)! 718! -

11! 11! 11!
8l - -

2x4x6x8x10)2 (28 x 52 210(5!)2

Exercice 4 : Simplifier au maximum :

n! n! (2n +1)! 1 1
] — 2] —, p< 3] — L
EL ey pp Psn 2n—1)!

(n—1! (n+1)!

L=

Exercice S : Montrer, sans récurrence, que pour n € N* :

2=l <l <L,

n
Exercice & : Retrouver la relation Z (Upiq — Up) = Uy 4q — Uy, par un changement d’indices.

k=m
n n n n+1 n
Comrestion : 3" (e —u) = Swa-Sw 2 S w3
k=m d@%ﬁ/‘e‘l’“’t@ k=m k=m J= J=m+1 k=m
homume

n n
= | Up+1 + U - Up + Uy | = Upt1 — Uy
Am+1 m+1

Trouver des réels a, b et ¢ tel que, pour tout k € N*,

Exercice 7 :

1 a b c
_a,_ 9 ) V.1
Kb D)(k+2) k ka1 kt2 o
2 . - 1
En déduire le calcul de K,, = 1}:1 K+ (k1 2)

Correction :
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a b

. 1 c ‘
€mm@ww m=7+—+—%wmbmt%m@%mm.

k kE+1 Ek+2
avmm»&?&wr&@%d&mmmﬂmwk’EN* O/n,o@bwmt

%Wk:oja:;

JULMWWW@@W (V1) pan b+ 1 etm&w@%k—AMWHQ énalluant

|

@Tvk’z—Zombwq/ue:bZ—leLCZ

Dongy ——t L]
MRk D)(k+2) 2% k+1 @ 20k+2)
1

L . 11 1 1/ 1 1
[2) B on et minad, on po o, i =5 (- 1) — 3 (e v

@nm&ﬁoﬁoﬁbww&w

1
1 ( > 1 (1 1 ) 1 (1 p L 1 )
T2 n+1/) 2\2 n+4+2/ 2\2 n+l1 n+2/)°
Exercice & : Calculer (sans calculatrice!)

a)  wQOO e ad

Exercice 9 : Résoudre les équations suivantes (n € N)

" 1 1< /1 1 1
5 e -3 ()35 ()
1k(k+1)(k+2) 24 \k k+1 2; k+1 k+2
1

~—

(5) - o(3) -u(3) () -

() ) -

Exercice IO : Calculer les sommes et les produits suivants :

n n - 1
0| Z (k+1)(k+2). ] J[k+0. Z<2Z+§>.
k=0 i=0
TL
2 2k —1). "1 LN
;< ) @‘ kz:ﬁ ;22z+1
n =0 1=
(p + 1). 2n n )
42 S i (k) S (=24
@ > (- g
7,?10 ‘ Z3n+k_ Z23k+1 1
[5] Z Kk + k=0 k=3
k=1 n n+1 i
(5] ﬁ (1 - 1) Pourp <n, » 3 ) 3221_1
k2 k=p i=1
k:7212 " o
‘ ;k x kL. \ kzolgk 2 673’“, pour n > 4.

n
Z p?*. en fonction de p € R et n € N.
k=0

b
)(k+2) ot (k+1+k+2
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Fewille d exercices n°6 Semmes et Produits

Correction :

[1] B wulfis simplement de dw%metdu%@%mzﬂa@mw

n

Z(k+1)(k+2 Zk +3Zk+221 nnt D@t 1) gnintl) o,

k=1 k=1 6 2
n

[2] Fusicwrs methoders dont Lune est d'éonine 2k +1 = (k+1)2 — kZ.

_ Un peu dhistoire : Cette formule et son in-
n terprétation géométrique étaient déja connue
des grecs antiques comme Euclide.

Figure V.1 - ) (2k—1) =
k=1

‘ (k’Jrl)'—k'*kxk'dJoquxkl (n+1)!—1.
.‘ @frbuo,ma,o«m eLe/nB@u@b @%WWWWWW H2k+1 W@ommm (2n+1)!

k=0
g B (2n +1)! B (2n+1)! ~ (2n+1)!
vn e, k[[()(%Jrl)* 2x4x .. x(2n—2)x(2n)  2"(1x2x..x(n—1)xn)  2'nl
Exercice |l : Calculer :
“~ () . - w(n - 2"

(1 ek n 1 n
Sk ani() a o)
Exercice [Z : Pour p € N*, on pose S, = Z kP.
[1} Calculer S,.
[2] Exprimer A(n) = Z(k +1)3 en fonction de S;,S, et Ss.
k=1

[3] Par changement d’indice dans A(n), exprimer A(n) uniquement en fonction de Sj.
En déduire une formule pour S,.

‘ Calculer S; par une méthode analogue.

Exercice [3 : On considére z, un nombre réel, et n un entier naturel.
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Feuille dexercices n°6 Sommes et: Produits

n
Montrer que Z (Z) xk(l _ x)n—k -1
k=0
- n
Montrer que Z k (k) xk(l _ x)nfk S
k=0

Montrer que Z k(k—1) (Z) 2F(1—2)" % =n(n—1)2%
k=0

Déduire des questions précédentes que

Correction : Jienb 2 € R b n € N.

i (Z) FA—p) = [r 4 (1—2))" =17 =1.

k=0

— kz: (Z : )xk1(1 — z)n=D=(k-1)
—1
n—1 n—1
=nx ( )xz(l x) (-t
=0 ¢
=nzfr+ (1 —x)]" 1
nw

k=2
_ )2 ~(n=2) 4 (n—2)—(k—2)
n(n—1)x kz <k2>x (I—2x)
—2
n—2 n—9
=n(n—1)z? (z: ( ’ )xg(l — )2~
/=0
=n(n—1)2%z + (1 —2)]" 2
=n(n—1)z%
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RN

Zn:’f(k—l)(@ 1_T"k+zk<> (1— )" k]

k=0 k=0

1
T

2 1
x2x1——xxnaﬁ+—2[n(n—1)x2+m€]
n n

1 1
=22 - 222 4 (1—7:102) + —x
n n

fE—ZL’z

Exercice [+ : Montrer que pour tout couple d’entiers (n;p) avec p > N, on a :

() ()

. , . . .
Exercice [S : Soit x un réel tel que  + — soit un entier relatif.
x
1
Montrer que Vn € N*, 2™ + — est aussi un entier relatif.
x

Exercice |6 : Montrer que, pour tous a, b € Riet n € N :

(1+ %)n + (1 + Z)n > ontL,

Quand y a-t-il égalité ?
Exercice [T : Pour n € N*, on pose E={0; 1 2; ...; 2n — 1}.

En écrivant E sous la forme d’une union disjointe de ses éléments pairs et de ses éléments impairs,

calculer :
2n—1 j
Z bJ , ou | x| représente la partie entiére de x.
=0

2n—1

Correction : OnaE={2p+1,pe[0;n—1}U{2p, p€ [0;n—1]} =E,UE, & » VJ => VJ

o3 bl B2 2 1B

i=0 JEB

jeB JEE,UE, JEB,
n—1 n—1 n—1

=Y J+Y =) it) i=2) j=(m—1n
JjeE; jeEp 7=0 3=0 7=0

Exercice & (Transtormation dAeel) :  Soient (a,),cn €t (b,),en deux suite d’éléments
de K.
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[1] Montrer que :

n—1

Vn S N*, Z ((Ik+1 — ak)bk = ( (Iobo Zak+1 bk}+1 b ) (V2)
k=0
Application : Soient x # 1 et n € N*.
nx™ l.n—&-l —
-1 (x—1)2

En calculant (x —1) Z kz*, montrer que Z kak
k=0 k=0

On pose, Vn € N, B, Zbk

n—
Montrer que, Vn € N, Z apb, = a, B, — ZBk(akH —ay).
k=0 k=0

Exercice |9 : Soit n € N*. Montrer que si 2" — 1 est premier, alors n est premier.

La réciproque est-elle vraie ?

Correction : 5%1\1\0@01% que n meslb [uo/@ th/mm
@fn,[\mmmn:pqmm1<p<n.

q—1
2 —1=2P—1=(2P)1—19= (2" —1)) (2°)F
k=0

Done, 20 —1|27 —1
@’u, 1<2p71<2nf1dmp?nflqd/metmdjmnmﬂuel&&w—mém&%m‘%bww.

?MMWM%MQ"—lebtrjmmaﬁonan%tw.
&WW%L@W@O@@M@%& 11%1;@%@2“4:2%89%@'@@.

Remaraue : NI =2"—1 ek Qe, nome mympyw de Jmaefzwn/n,e

Exercice 2.0 (Critére de divisigilité par 3,9 et 11) :  On considére un entier naturel n
dont I’écriture décimale est n = a,, - a a, de sorte que :

P
Montrer que n est multiple de 3 si, et seulement si Z a;, est multiple de 3.

P
Montrer que n est multiple de 9 si, et seulement si Z a;, est multiple de 9.
k=0
P
3| Montrer que n est multiple de 11 si, et seulement si —1)ka, est multiple de 11.
q p k P
k=0

Correction :

‘ g(ym/me 10:9+Ld/‘u1vmae®mfmwdeN;/uMWMk€N:
* (k
k _ k _ k _
10" =9+ 1)" = E (2)9 = 3q;, + 1.

i=0

ZaklOk =3 (Z aqu> + Zak

k=0 k=0
f‘mn%tmmﬁu?@@@3wamﬂgmmzak%tmﬂu@@de&
k=0
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=0

E MWJ&@@MW&W@J\FMWm:n—L

k k—1 [k ) k
107 = (11 -1k => (-1 ( ) 1R =3 (1) <i>11’“ + <k> (—1)F = 11q, + (1)

=0 =0

.femmm%tmw & portin de 108 = (9 + 1) i(f)Qk:qu+1.

Dos,

P

p p
k=0

k=0 k=0

Sﬂ'mnmmm&denbwtmﬁww@wi(—l)kak%mdtﬂ&den.
k=0

Exercice 21 : Calculer :

@ ZZW 2 (i) 2

=0 = 1<i,5<n 1<i<j<n
2} E (i + 7). [4] E ij. [6] E min(z, ).
1<i,5<n (3,5)EN2 /i+j=n 1<i,5<n

Correction :

@nwx#lwm&mmwwﬁéﬁaﬂd(n+l)2.

=0 j=0 =0 7=0 =0 =0
Z (i+j) =n*(n+1).
1<i,j<n

., n*(n+1)(Tn+5)
Y (i+4)= o :

1<i, j<n

HHH

1<z<]<n j=2 \li= j=2 i=1 j=2 Jj=2
IS by L (D)l Di2n )
T2V T 2 6
J=1
nn+1)(n—1)(3n + 2)

o nn+1)(2n+1)
IE @z]:g min(i,j) = 6 .

Exercice 222 : Pour n € N*, calculer :

I = I -

1<, j<n 1<, j<n 1<isien

@ Il w @ I 2

1<, j<n I<isgsn

Correction :
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[ 11 ==

n
1<, j<n =1 ]:1 =1 = =1
n n n n
i n(n+1) n(n+1) i (n+1) (n+1)
=H (') xz— =z )= (= x =x 2z Xux 2
i=1 i=1
2
27 (nt1)
[ -
1<i, j<n
(n+1)
n.on n n 2
 n(n+l) n+l) (n+1)
B I o-HI -1 - (1) —on™ -
1<, j<n i=1j=1 i=1 i=1
. . 1
n J n J J n G+ 1 n i n n j
a i JJr J J+
I 2 =MIT>=1[{1I7) =11 (") =12 =(2)" [T
1<i<j<n =14i=1 g=1 i=1 g=1 J=1 Jj=1
1(n+3)

H i:n(n—l).

1<i<j<n J
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