Foudlle dexercices n°7

?_' E. . z.

Fonctions cireulaires |

Exercice | : Calculer :

sin(87)
[2] cos (7;)

COS (2?jr>

51
5 R
&l cos ()
1217r>

[6] sin (T

. 1
Exercice 2 : Soit a € [7;27] la mesure d’un angle tel que cos(a) = 5 Calculer sin(a).

Exercice 3 : Simplifier les expressions suivantes :

A = sin (37T+3372 E = cos <527T — 3:> I = sin <527T — 3:> + cos(3m — )
B = cos(x—§) F = sin(—z) + sin(7 — ) ] <57T+ >+, ( _77‘(‘)
= cos (z—m) G = cos(—z) + cos(m + z) O\ TE)TEAT T
. 7T . . T
= sin (x—§> H = sin (7 — x) + cos (2 x)

K = 2sin(r —z) +4sin (z —7) — 3sin (7 + )

L = —cos(m —x) + 2sin <a: + g) — Tsin <E — a:) + 2sin(x + 37) + 3sin(—x)

2

Exercice 4 : Résoudre dans [0;27] puis |—m ;7] les équations suivantes :

[1] cos(z) = —% 2cos(2x) =1
sin(z) = % @ cos(z) = cos (

sin(3z) = ——.
oS (g

3 sin(z) = sin (
cos(x) = —sin(x)
=5 [9] sin(z) = cos(

[10] sin(3z) = cos(x)

cos(z) = cos (1‘4—2)
o) m -y

Exercice S : Résoudre dans R les équations suivantes et placer les solutions sur le cercle trigo-

nométrique :

m 1 D)
[1] cos (21' + 6) =5 cos?(x) —sin®(z) = \2[
. o V2 .
‘ sin <3x—§) = cos (:c+§> =—1
m .
Ccos (a: + 372 = sin(x) sin(2x) = cos (z — g)
sin <2$ - Z) = cos(z) cos?(x) — sin(z) = cos (41: - %)
m 1 -
A
(5] sin ( ; 3) 2 sin(x) cos(x) = %
T T —
[6] cos g—i—x) = cos (5—3§c> dcos(z) — 1=
sin?(x) — 5sin(z) +6 =0 .
o . _ /5
cos(x) + sin(x) = 1 1 —sin?(x) + sin(z) = V2
‘ . /5T cos?(z) 4+ 2cos(z) —3 =0
@‘ sin | 2z — 6> = sin (E) /5 /e
2sin(z) — V6 cos(z) = 2
sin(2z) = cos(x) (=) (=)
2 —
[11] sin(3z) = cos(22) cos?(z) + V3 cos(z) —3 =0
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Fewille d exercices n°f Fonctions cireubaires

Exercice b : Résoudre dans R les inéquations suivantes et placer les solutions sur le cercle
trigonométrique :

V2

sin(z) > ——

2
1
[2] cos(z) > 5 2sin?(x) — 5sin(z) —3 > 0
(8] cos(z) <0 cos(x) + V3sin(z) + V3 > 0

4sin?(r) —3 <0

[6] 2cos?(x) —3cos(z) +1>0
2sin?(z) + 5sin(z) +2 < 0

(52 ey B2
‘ cos®(x) — (3 + 2) cos(z) + T <0 16] sin(z) — V3 cos(x) = 2 cos(3z)

sin(2z) > cos(x)

15| sin(2x) + cos(2z) > 0

2]
1+ 2cos(z) < sin(z)

Exercice 7 :

11 T V6+V2

1
En remarquant que E 370 montrer que cos I

7 11
‘ Déterminer les valeurs exactes de cos (1—7;) et sin (1—;)
[3] Résoudre dans R I’équation (V3 +1)cos(z) + (V3 —1)sin(z) + V3 —1=0.

™
puis calculer sin ( )
12

cos (5) + sin (75)

005(12) Sm(12>.

Exercice 9 : Sans se préoccuper des domaines de définition, simplifier les expressions suivantes :

Exercice & : Calculer la valeur exacte de

sin(3z)  cos(3x)
sin(x) cos(z)

[1] cos(2z) cos(z) — sin(2x) sin(z). a

sin(3z) cos(2x) — sin(2x) cos(3z). o
. . 27 . 4

5] co <x_7> 1 cos (x+237r> sin(x) + sin (l’—{—?) + sin (w—i—?)

[4] si in® () + cos®(x) — 2sin*(x) () + cos?(z) — sin®(x)

[5] (cos(x) + sin(x))? [9] sin’(x ( — 2sin®(z))+cos?(z) (3 — 2 cos®(z))

]

&,
';5
H

|
Q
@}
93

2
sin (327r + x) + cos (;W — x) + sin(37 + z) — cos(7m + x)

3
[11] sin®(z) 4 cos®(x) et résoudre sin®(z) + cos®(z) = 3

Exercice [O : Résoudre dans |—7 ; 7] I’équation :

3 1
\2[ cos(2x) + 3 sin(2z) = cos <§> .
Exercice [l : Discuter, suivant les valeurs de m, I'existence de solutions a 1’équation
(2m — 1) cos(z) — (2m + 1) sin(x) = 3m.

Exercice [ : Etudier la parité des fonctions suivantes :
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Fewille d exercices n°f Fonctions cireubaires

Fizios sin(2z) PR xsm((a:;
g:x— sm(x) — cos(x) €08 xl ) 9
h:x+— sin®(x) — sin(27) sin(3z) k:xi— (sin (51‘) —sin (533)) :
PN sin(x) TN cos(2x)
cos(x) cos?(x) +1
Exercice [3 : Vérifier que la fonction f est T-périodique.
sin(x) : . ( 10z — 1 ) 3

= = (z) = T=—
fi(x) con(z) avec T =1 fs(z) = sin 3 avec 3
folx) = cos?z —sin®x avec T =7 fo(z) = 2608(37‘(1’) avee T — 2
fs(x) = sin (107z) avec T = 0, 2. 3

2

falz) = cos (4:3 + g) avec T = g f7(x) = sin (3:1? — %) avec T = g

Exercice [+ : Sans se préoccuper des domaines de définition, proposer un domaine d’étude
minimal pour les fonctions suivantes :

: ; 2
fixi— sin(2z) h:xr— sin(z) Jix— (sin <1x) — sin <1x>> .
cos(x) 3 5
- xsin(x) cos(2z)
g:x+— sin(x) — cos(z) L cos(x) frwi— cos2x + 1

Exercice IS : Sans se préoccuper du domaine de dérivabilité, déterminer la dérivée des fonctions

suivantes :

fi) = cos() sin(z) fola) = 57— fm<x> (52— 3)* cos(x)

folx) = sm(:n2) 26(3(())2((?) fii(z) = (322 —2) s7in2(x)

f3(x) = 22 + cos(x) Ja(w) = x+s1§1(m)2 fi2(z) = sin (333(— 4))

cos(x) + 2 cos(2x

Jalw) = cos*(a) fal=) = m fisl®) = 3 ni—a)
~ cos(x) ) — 2cos(x) +

fol2) = sin(x) f5(@) 2 cos(x) —

Exercice |6 : Pour tout € [0; +00[, montrer successivement que :
() sin(z) <. (©) v — — <sin(z).
72
@1—?<cos(x). @cos(a:)<1—?+ﬂ.

1—cos(z) 1
L i Lo C0sz) 1
En déduire que lim 5

T
Correction : 3%%%@%&%%@@%@@%%@9@%@@
‘ @?mu:zl%u(m)zsin(z)—m.
E@Wﬂ%LMAmE@@WR+d:%O¢:
w' (x) = cos(x) —1 < 0.

Sﬂ@gmnd?wmu%bdmdédlmmmb@mR+mmu(0>:0dmw

Vael0;+oof, u(z) <0 < | sin(z) < .
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Feuille dexercices n°F
fpobonb 9:3:!%9(3:):005(3;)-14_%2.
Ta fondiion 6 est doninallle sun R, e on a -
0’ (x) = —sin(z) + x > 0.

Sﬁ@@oﬁ&m@%bdmwmmmnbemﬂ?+m%9(0)=0dmw

2
Vae0;+o], O(z) 20 = [COS(:E)>1—962.]

3
@g}mwszw(z)zsin(m)—x+E.

&W@MW&E@@MRJr&MQ:
2

¢ (z) =cos(z)— 1+ % > 0.

f@@om&ﬂm@%bdo«wdw&bmml’emﬂ?+a/ueo<p(0)=0dmw

3
Vo €[0;+o00], p(z) >0 <= [sin(x) 23:_566']

1.2 IL'4
1S -

@ Poons, Uz U(z) = cos(x) 5

EE@@OMKDM‘I’%EMMG.@Q@WL[R+&M@:
1‘3

U’ (z) = —sin(z) +z — 5 <0.

&W@mmmm&m@(mzom
Vae[0;+oo], U(r) <0 < cos(x)<1f+i?.]
&W@%w&mmww@mm VzeR :
z? ol—%écos(m)él—%eri—?.

° x—gésin(x)gx.

@no@ﬁm&aﬁoﬁb:
1 22 1—cos(x)
- — L — K

Uon etk angument de- ponité. penmetin allors de passer de b, bimite o droite & bo bimite tout count.
Exercice [1 : Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2sin(3z) — 5 cos(3z).
Etablir une relation entre les fonctions f et f”.

Exercice 8 : Etudier la fonction f, définie sur R par :

flx) = 1(:05(2:1:) — cos(x).

)

(Domaine de définition, périodicité, parité, domaine d’étude, variation,

A

PTSI - Vinci
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Fouille dexercices n’F Fanctisns ciculaines

Exercice [9 : Soit fla fonction définie par :

cos(x)

flw) = 1+ sin(z)’

‘ Déterminer le domaine de définition de f.
‘ Etudier la parité et la périodicité éventuelle de f et en déduire un domaine d’étude.
Déterminer les limites aux bornes du domaine d’étude.
T 37
[4] Calculer f’(x). En déduire le sens de variation de f sur ]—2 D [
sin(x)
sin(x) + cos(z)’
[1] Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est périodique de période .
T 1
‘ Montrer que A (Z ; 5) est un centre de symétrie de €.
En déduire un domaine d’étude minimal de I.
‘ Etudier les variations de f sur L
Donner une équation de la tangente a ¢’ en A.

Exercice 20 : Soit f:x+—

[6] Etudier la fonction f. Préciser les intersections de % avec (Ox).
T 3
Montrer que 5 admet un unique antécédent par f sur ]—4 ; T [
En donner une valeur approchée & 1073 pres.
Exercice 21 : Soit f: R+ R définie par f(x) = sin(z) + .
On note ¢ la courbe de f dans un repére orthonormé.
‘ Montrer que f est impaire.
Montrer que % est invariante par translation de vecteur i (27 ; 27).
Etudier les variations de f sur [0;7].
[4] Déterminer les limites de f en too0.

[5] En se servant des questions précédentes, représenter ¢ sur [~ ; 57].

Exercice 22 : Etudier la parité et la périodicité puis tracer la courbe de la fonction z — arcsin (sin(x)).

Correction :

Exercice 23 :
‘ Résoudre 1'équation : cos(4z) = —sin(z).
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Fouille dexercices n’F Fanctisns ciculaines

1
Soit x, = arcsin (4_4\/5> . Calculer cos (4z).

En déduire x,.
. , . (1 yat
Exercice 24 : Déterminer la valeur exacte de sin (5 arcsin <§> )

Exercice 225 : Vérifier que arcsin (12) + arcsin (g) = arcsin (Zg)

Exercice 2 : Résoudre les équations suivantes :

4 . . m
[1] arcsin(z) = arcsin <g> arcsin(z) + arcsin(zv/3) = =
4 ) . m
[2] arcsin(z) = arcsin (5) + arcsin (1—3) arccos(z) + arcsin(z? —x + 1) = 5
7
arcsin(z) + arccos(z)V/2 = 1 [6] arcsin(2z) — arcsin(z)Vv/3 = arcsin(z).

Exercice 277 : Simplifier :

arccos | sin 2 arccos | cos —2n [6] sin(2arcsin(x))
1 < ( 237r>> arccos (<cos(4<7r)§3 ) ) ‘ cos(2 arccos(z))
[2] arccos <COS (3>> sin(arcsin(z)+arcsin(y)) [8] arcsin (233@)

Exercice 2.8 : Pour n € N, on pose f,,(z) = cos(narccos(x)).
‘ Donner 'expression de f;, f; et f, en fonction de x.
‘ Montrer que, Vn € N, f,, est une fonction polynomiale.

Exercice 229 : Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine de définition, ’ensemble
des points ou elle est dérivable et calculer la dérivée.

fi : x> arcsin(x) + arcsin(:cﬁ)- f5 x> arccos (

1
) @0
z fu x> xarcsin(z) + V1 — 22
«/l—l—a:2)' ferax— arcsin(2:vv1—w2>

o

fo + @ > arcsin (

Correction :

’ o 1 \/Q
fite) = V1— 22 ’ V1—222

2] fw=—s
Bl )=y

Exercice 30 : Etudier les fonctions suivantes :

f1 + & + arcsin(cos(x)) 4 arccos(sin(z)).

2

1 + sin(2
f3ix— arcsin( M)

1
f5 + &+ arccos(cos(x)) + B arccos(cos(2x)).

Exercice 3| :

1 + tan(z)

Slmphﬁer 17eXpreSSi0n m
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Fouille dexercices n’F Fanctisns ciculaines

B

i 1+
Mont t
[2] Montrer que an(12> -

CorrectiOn :

.VQ“ {}d:xGZ)tan,

1+tan(z)  cos(z) +sin(z)  sin(z+ §) ¢ ( n 7T>
— — =tan(z+ — ).
1 —tan(z) cos(x) —sin(z) cos(xz+F) 4

=

7T=4+3.

Exercice 32 : Exprimer cos?(x) — cos(z) sin(z) en fonction de tan(z).
Exercice 33 : Résoudre : tan(x) tan(4z) = —1

Exercice 34 : Etudier les fonctions f : 2 — z — tan(z) et g : & — /tan(2z).
a—b
a+b
Exercice 36 : Montrer que le sinus et le cosinus d’angle a sont des nombres rationnels si, et

Exercice 35 : Sachant que tan(x) = , ou (a,b) € R?, calculer cos(x) et sin(x).

. « fo s . .
seulement si tan (—) n’est pas défini ou est aussi rationnel.

Exercice 37 : Simplifier arctan (tan (T))

Exercice 38 : Montrer que :

ATCCOS <5> — 9 arctan (§> arctan (2\/5) + 2arctan (\/i) =7

13
1
1 1 2013 1
[2] arctan (22) + 2 arctan (2> = g [4] arctan (22013’> +2arctan (ﬁ) = g
[5] arctan( ) arctan ( ) = Z [Hutton, 1776]
1 1
[6] 4arctan <5> — arctan (239> % [Machin 1), 1706]

Correction : Gout e b, gm/muﬁe, daoms ses condilions de UO.QAdArE,, tan(a+b) = ltant(:i?_a)t?;lrﬁ);)~

2
1 B 5
IEI‘ @e méme, tan <2arctan5> = 151 = 15 W
25
5
1 1 6 120
tan (4 arctan 5) = tan (2 X 2arctan 5) = j = 19"
144
120 1
1 119 1
ﬁm%m, tan <4al'ctanf — Z) 19 — .
5 4 120 239
1+ — x1
119

On en deduit que -
1 1 s
4arctan — — arctan — = —.
) 239 4
|1]. La formule de Machin fut découverte en 1706 par John Machin et relie le nombre 7 & la fonction trigonomé-

trique arctangente :

1 1
= 16 arctan — — 4 arctan ——
0 arctan o — 4arctan oo

Cette formule permet de calculer une approximation du nombre 7 grace au développement en série entiere de
la fonction arctangente. John Machin 'utilisa pour obtenir les cent premiéres décimales de .
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Fewille d exercices n°f Fonctions cireubaires

Exercice 39 : Résoudre, sur R, les équations :

arctan(2x) + arctan(3x) = g arctan ﬁ = arcsin(x)

1
arctan(3 — x) + arctan (4 - ;) =—. arctan(z) + arctan(2z) = 77‘:

Correction :
arctan(2z) + arctan(3z) = g < tan (arctan(2x) + arctan(3x)) =1

o arctan(2z) + arctan(3x) € }_g : g [
5
ﬁ =1 o arctan(2z) + arctan(3z) € }_g ; g{

1
= r=—lowar= 6 et arctan(2z) + arctan(3xz) € }fg ; g[

On, —1 me conuient pas con arctan(—1) + arctan(—3) < 0 # %
2 3 T
Moois, 0 =0+ 0 < arctan (6) + arctan (6) < arctan(1) + arctan(1) = >

Voo X 1

Exercice 40O :

Calculer Arctan 2 + arctan b + arctan 8.

5
Résoudre dans R 'équation : arctan x + arctan(z + 3) 4 arctan(z — 3) = Zﬂ

Exercice 4 : Simplifier au maximum les expressions suivantes :

tan(2 arctan x). cos(arcsin(x)
cos(2arccos ). sin(arccos(x)
tan(2 arcsin ). [6] cos(arctan(x)). En déduire sin(arctan(z)).

). En déduire tan(arcsin(z)).

). En déduire tan(arccos(x)).

Exercice 42 : Tracer la courbe de la fonction x +— arctan (tan(x)) sur R.

Correction :
: / :
-5 9 -3 51
2 ) T T D

Exercice 43 :

Exprimer tan(z — y) en fonction de tan(x) et tany.

a—b
En déduire que pour tous réels a > 0 et b > 0, arctan(a) — arctan(b) = arctan ( >

1+ ab
e e 2 (kD)= (k1)
Vérifier I'égalité 2o1r (k—1)(k+1)
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‘ Déduire des résultats précédents la convergence de la suite (un)n> L définie par

" 2
U, = Zarctan (ﬁ) .
k=1

Exercice 44 : Sans s’occuper du domaine de dérivabilité, calculer et simplifier les dérivées des
fonctions suivantes :

f(x) = cos? (; arctan(m))

[2] f(z) = arctan(z — 1) + arctan(z) + arctan(z + 1)

Correction :

PP | x
A 7@ =2 e

Flz) = 8 4+ 622 + 322

a

Exercice +5 : Montrer que Va € R, arctan(a) > T+ a2
a

Exercice 4L : Donner le domaine de définition, I’ensemble des points ol elle est dérivable et
calculer la dérivée de la fonction f définie par :

1—=z .
2arctan {/ —— + arcsin(z).
1+
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