Devoir en temps libre n°4

A. Une fonction auxiliaire.

1.

Par croissances comparées, on a u?Inu —— 0, donc par somme | p(u) —— —1.
u—0* u—0F

Par produit, on a u? Inu ——— 400, donc par somme | p(u) ——— +00.
Uu—+00 Uu—>+00

La fonction v — u? Inu est dérivable sur R% (produit d’un polynéme par la fonction

In), donc par somme avec le polynéme u — u?—1, on en déduit que’ @ est dérivable sur R7.

Sa dérivée est :

VueR,, ¢(u)]|=2uln(u)+u?x1i+2u ’:u(2ln(u)+3).‘

Soit u > 0; le signe de ¢’(u) est celui de 21In(u) + 3. Ainsi,
©'(u) >0 <= 2In(u)+3>0 < u> e %2 etdeméme ¢ (u) <0 < u< e 32,

De plus, ¢’ (u) =0 <= u = e /2. On obtient le tableau suivant :

U 0 e 3/2 ~+00
' (u) - 0 +
-1 +00
4 \ /
p(e™?)
. Comme ¢ est décroissante sur ]0; e 3/ 2] avec lgnap = —1 <0, on en déduit que ¢ < 0

sur ]0; e~3/2].

Ensuite, on vérifie facilement que ¢(1) = 0. Donc, ¢ étant strictement croissante
sur |e=3/2; 1] avec (1) = 0, on en déduit que ¢ < 0 sur Je~3/2; 1[.

Finalement, on obtient | < 0 sur ]0; e3/2] U Je™%/2;1] = ]0;1].

De méme, p est strictement croissante sur |1; +o00[ avec p(1) = 0, donc‘ @ > 0 sur |1; 4o00]. ‘

Commentaires :  Pour le raisonnement sur |0; e 3/2], on n’avait pas besoin d’invoquer la stricte
décroissance, car la limite en 0T était déja < 0. Mais, sur |e3/%;+oo| la stricte monotonie est

cructale car (1) =0 (donc ¢ ne doit s’annuler nulle part atlleurs!).

B. Etude des variations de f.

1.

En réécrivant f sous forme exponentielle, on a f:  — ch ()" (®) = ¢sh(@)In(chz),

Pour tout x € R, ch est a valeurs strictement positives donc | D, = R.

. La fonction ch est dérivable sur R et a valeurs strictement positives, donc par

composition avec la fonction In (qui est dérivable sur R*), on en déduit que la fonction
2+ In(ch ) est dérivable sur R.

Ensuite, par produit avec sh (qui est dérivable sur R), la fonction  — sh (z) In(ch )
est dérivable sur R.
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Finalement, par composition avec exp (qui est dérivable sur R), on a bien‘ f qui est dérivable sur R.

Calculons sa dérivée; on peut remarquer que f = €% avec u: x + sh(z)In(chz).
Commencons par calculer v :

sh (z
ch (z
)

~—

VaxeR, u(r)=ch(x)n(chz)+sh(zx) (dérivée d’un produit et de In(v))

~—

ch ?(z) In(ch h?
_ (z)In(c (m)) +sh(z (mise au méme dénominateur)
T
h2(z) In(ch h2(z)—1
_¢ (z) n(c mz;; ch*(z) (relation fondamentale ch? —sh? = 1)
)
ch(xz) ’

ol ¢ a été définie en partie A. Terminons par f’ :

‘V zeR, f'(z) ‘: u/ () e

_ plch(2)) osh (2) In(cha)
ch (z)
p(ch ()

3. Soit x € R. Comme f(x) # 0 (c’est une exponentielle), on a :

f(@)=0] < ¢(ch(z)) =0 ﬁ4ch(x):1 — x=0.

Soit x € R. Comme f(x) > 0 et ch (z) > 0, alors f’(x) est du signe de ¢(chx) :
f'(x) >0 < ¢(chz) >0

< chx>1 (d’apres la question A4 sur le signe de )
= z+#0 (propriété de la fonction ch).

Ainsi, ‘V zeR, f(z)> O.‘

4. Limite en —oo. Comme ch x ——— 400, alors par composition avec In on a In(ch ) —— +o0.
Tr——00 r——00

Puis, comme shx ——— —o0, alors par produit on a sh (z) In(chz) —— —o0.
Tr——00 Tr——00

Enfin, par composition avec exp, on obtient | f(z) — 0.
T—>—00

Limite en +oo. Comme précédemment, on obtient sh (x)In(chx) P +o00, donc
T—+00

par composition avec exp, | f(z) —— +oo.
T—+00

5. Grace aux questions précédentes, nous avons :

x —00 0 +00
f(x) + 0 +
+00
f I —
0
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C. Ftude des éventuelles branches infinies.

1. Puisque lim f =0, la courbe|¢; admet une asymptote horizontale d’équation y =0
Tr——00

(axe des abscisses).

2. Soit x >0 :

In(chz)|=In <i>

e®(1+ e 2 , ,
=In <(2) (factorisation par le terme prépondérant e®)

1+ e o
=In(e”) +In — (propriété fondamentale de In)

1 1 —2x
=z (1 +—1In (—I_;)) (factorisation par x).

Soit « > 0; grice a ce qui précede, on a :

In(z) B In(z) Inzx 1 1

sh(z)In(ch (z))  sh(z)z (1 +1n (7“";2”)) ~ 7z “sh (x) % 141 (1+§2w) :

Examinons les limites de chacun de ces trois facteurs.

Inz
e Par croissances comparées, on a — —— 0.

r x—too
1
— 0.
sh(z) z—+o0

e Par inverse, on a

1+ e2® 1 " . .
o Comme —, alors par composition avec In puis par produit
2 z—+00 2 )
1 1 1+ e 2%
avec — (qui tend vers 0 en +00), on a — In ( i > 0.
xT X 2 T—+00
N . . 1
D’ou, par somme avec 1 puis par inverse, > 1.

1+ %]n (#) T—+00

In(z)
sh (z)In(ch (z)) a—+oo

Soit > 0; en mettant tout sous forme exponentielle, on a :

0.

Conclusion : par produit de limites finies, on a

f($> esh(z) In(ch x)

T elnz
— esh (z)In(chz)—Inz

Inz

sh (z) In(ch x) (17W

=e ) (factorisation par le terme prépondérant).

D’apres la question précédente, la parenthese ci-dessus tend vers 1 lorsque x — +o0.
Or, on a déja vu que sh (z)In(ch z) = ~+00, donc par produit puis par com-
Tr—r+00

position avec exp, on obtient finalement :

M%—i—oo.

€T T—+00

La courbe | ¢ admet donc une branche parabolique de direction (Oy).
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