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ans les chapitres précédents, nous avons déja (re)défini les fonctions dites de référence ainsi
que 'exponentielle. Si ces fonctions sont importantes, il en manque et c’est le théme de
ce chapitre qui aborde la trigonométrie et les fonctions dite circulaires ainsi que leur
réciproque.

©r

a dérfinition (1), tout en étant correcte, est insuffisante par bien des aspects. Une autre
approche efit été de voir ce chapitre comme un hommage a la fonction exponentielle,
complexe s’entend. Fonction exponentielle dont la définition analytique comme la somme
d’une série entiere normalement convergente nous échappe encore :

+o00 on
VzeC, e = E —.
n!

n=0

Ainsi dotés, nous aurions pu voir :

— La fonction logarithme comme sa bijection réciproque et ..réciproquement. Déja fait !

— Les fonctions hyperboliques comme ses parties paire et impaire. Aussi!

— les fonctions circulaires comme ses parties réelle et imaginaire. Bientot mais pas encore !
Vous serez surpris mais ce qu’il nous fait le plus défaut est une correcte définition de

7. Nous ne 'avons pas, loin s’en faut donc, nous nous appuierons désormais sur vos
connaissances de lycée.
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I. LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

| LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Enroulement de 1’axe réel sur le cercle trigonométrique

\ 2

\
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;f ; f)

\
Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon \
1, orienté dans le sens direct.

En « enroulant » 'axe des réels autour du cercle trigonomé-

trique, on constate qu’a tout réel x est associé un et un seul
)
point M du cercle trigonométrique.

Réciproquement, tout point du cercle trigonométrique est as-

ez 0N . s , s e g . . AY
socié & une infinité de réels. Plus précisément, si le point M du .
cercle trigonométrique est associé a un certain réel z, alors les

1
!
!
!
\\ \
réels associés au point M sont les réels de la forme x; = x,+2k7m \\ i
ou k est un entier relatif. 4

On dit alors que « z et x; sont égaux modulo 2 » et on note :
Ty =, [27].

La relation d’égalité modulo 27 est une relation d’équivalence
sur R.

Si M est un point du cercle trigonométrique, tout réel x associé

a M par ce procédé est, par définition, une mesure en radian de
I’angle orienté (7; OM).

-1 1
il
. Ao [
L’ensemble des mesures en radian de I'angle orienté (7; OM ) est /|
, U
donc I’ensemble des réels de la forme z,+2k7, k € Z, ’ensemble / ,’
2 s \ 14
des réels égaux a x, modulo 2. S
- S
On parlera plutot de classe d’équivalence de (i; OM) dont z, R 'l
; /
est un représentant. Y
e P
Lorsque x, € |—m; 7], on parlera alors de mesure principale de e K "
I’angle. J 1
/ I
’ 1
/ I
’ 1
d [
/, "
1
I
I

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : /////////U (‘/?f/lé/?/)



PTSI VINCI - 2024 I. LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

4 )
Exemples | :

= 1 radian correspond a l’angle donné par le point du cercle formant un arc de longueur 1.

= Par définition, 27 radian correspond donc & ’angle donné par le point du cercle formant un arc de
longueur 27 : le périmetre du cercle!

= La mesure d’un angle orienté en radians est proportionnelle a sa mesure en degrés :

180
degrés | 0 | 30 | 45| 60 | 90 | 180 | = — Xy
™
radians | O % g g g ™ Y= WWO X x
. » lrad ~ 57,3 et 1° ~ 0,0175rad. J
Exercice | : Donner la mesure qui appartient a 'intervalle [0; 27| puis la mesure principale de
I’angle dont une mesure vaut :
97 957 1487

o -5 2 = i (4] 3.15

m
37/
A

1

|

I

1

| Y
Y
/
oy
/ 2 -
) A
PP
4
1
1
1
! (6]
.
b2
2 2

-7-

Figure VII.1 — Angles remarquables.

Autour du cercle trigonométrique

On munit le plan d’un repére orthonormé (O i1 f) et on note & le cercle trigonométrique, c’est
a dire le cercle de centre O et de rayon 1.

( )
Définition | : Pour tout nombre réel z, il existe un unique point M du cercle trigonométrique
tel que I'angle orienté (i; OM) ait pour mesure x radians.

= On appelle cosinus de x, noté cos(x), I'abscisse de M.

= On appelle sinus de x, noté sin(x), 'ordonnée de M.

L’abscisse de M est notée cos(x) et son ordonnée sin(z), on les appelle le cosinus et le sinus
du nombre réel z.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : L/ﬂ/za//hﬂd crrcrelertred ﬂ
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-1

Figure VIIL.2 — Pour tout nombre réel z, il existe un unique point M du cercle trigonométrique tel que

I’angle orienté (Z ; OM) ait pour mesure x radians.

Un peu dhistoire :

— La trigonométrie (I’étude des mesures dans le triangle) existe depuis l'antiquité (Egypte,
Babylone, Gréce), et est développée en rapport avec l'astronomie.

— Le sinus, sous sa forme actuelle, a été introduit par les indiens aux alentours de 500 ap JC,
pour l’étude des angles célestes. La premiere table connue date de 499, et est attribuée au
mathématicien indien Aryabhata. En 628, Brahmagupta construit une approximation de la
fonction sinus par interpolation.

— C(Cles notions nous sont parvenus grace aux travauxr de synthése des mathématiciens arabes
des 9°™¢ et 10°™ siccles (essentiellement basés dans les actuelles Irak, Iran et Khazakstan).

— Auparavant, les grecs utilisaient plutot la mesure de la corde, ce qui est moins commode,
mais assez équivalent.

— Le nom de « sinus » provient d’un mot sanscrit signifiant « arc », apparaissant dans l’ouvrage
de Aryabhata, et transcrit phonétiquement en arabe, puis déformé en un mot proche signifiant
« repli de vétement ». Il a été traduit en latin au 12°™° siécle par le mot « sinus » signifiant
« pli ».

4

Triangle rectangle isoceéle Triangle équilatéral

Figure VIIL.3 — Relations entre angles et longueurs dans des triangles particuliers.

Exercice 2 : Calculer :
cos(3m) sin (_371') [3] cos <(M7T>
2

De la définition découle immédiatement quelques propriétés simples a démontrer mais impor-
tantes :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : /////////U (/?f/{é/?/) 4_]
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I. LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

. T T T T
Radian | O 5 1 3 5 T
cos 1 @ @ } 0| —1
2 2 2
1 | V2| V3
i — — |1 0
sin 0 5 5 5
VO V1 V2 V3 V4

Remaraue : La ligne des sinus s’écrit —, —, —, —, —.

Figure VII.4 — Cosinus et sinus d’angles remarquables.

p
Théoreme | : Soit z un réel.

. cos?(z) + sin?(z) = 1
. —1<cos(z) <1 <<= |cos(x)| <1
—1<sin(z) <1 <« Jsin(z)| < 1.

e Pour tout z € [0;27],

. cos(z + 2m) = cos(x) et sin(z + 2m) = sin(x).

.

-cos(w)}O@—géxgg. msin(z) >0 < 0<z<

Exercice 3 : A quelle condition peut-on écrire sin(z) = V1 — cos2 z ?

o ,
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : L/ﬂ/w//lvzd crrcrelertred
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/Proposi'tior\ 2 (Triconométrie et Transformations du plan) : Soit = € R. \
cos (g + x) = —sin(z) cos (g — x) = sin(x)
sin (g + x) = cos(x) sin (g — :c) = cos(x)

cos(m — ) = — cos(x)

sin(m — z) = sin(x)

cos(m + ) = — cos(x) cos(—x) = cos(x)

sin(m + ) = —sin(z) sin(—z) = —sin(x)

Corollaire 2.1 : Pourtousx € Ret ke Z :

cos(x + k) = (—1)* cos(z) et sin(x + km) = (—1)¥sin(z).

En particulier, Vk € Z, cos(kr) = (—1)¥ et sin(kr) = 0.

Exercice 4 : Simplifier — cos(m —z)+2sin (x + g) — 7sin (g — :c) +2sin(x +37) + 3sin(—z).

Equations trigonométriques

4 N\
Théoréme 3 (Résolution d’éauations triconométriques élémentasires) :  Soient a et b
deux réels.

cos(a) = cos(b) < a=0b [27] ou = —b [27]
sin(a) = sin(b) <= a="b [27] ou a=7—0b [27]

(cos(a) = cos(b) et sin(a) =sin(b)) < a=0b [27].

Exercice S : Sur un cercle trigonométrique, représenter les ensembles suivants :

[GPA
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : L/()”}Z%{k/77d (/‘//Zf/(%//@/d ﬂ
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M M/ M

M’

Figure VIIL.5 — Equations trigonométriques.

cos(x) sur [%, 2;]

Exercice b : Résoudre dans R les inéquations suivantes et placer les solutions sur le cercle
trigonométrique :

. 2r  Uw
sin(z) sur [3, 3}

T 3 sin(3x) = cos(2x . V3
cos (%) = \g 2] sin(3z) = cos(22) 8] sine) < 2

} TRIGONOMETRIE

Littéralement, « trigonométrie » signifie « mesure des trois angles », donc se rapporte aux pro-
Y )

priétés des angles d’un triangle. On fait donc ainsi référence aux interprétations géométriques

usuelles des fonctions trigonométriques.

. Opposé HM M
sin(z) = Hypoténuse oM’ o
o )
_ Adjacent  OH «&QO %
cos(x) = Hypotémmse ~ OM' g g
tan(x) = sin(x) _ Oppos¢ _ HM 0 Adjacent H

cos(z)  Adjacent OH’

Figure VII.6 — Trigonométrie dans un triangle.

¢ =a® +b%> — 2abcos C.
b2 = a? + % — 2ac cos B.

a® = b% 4 ¢2 — 2bccos A.

sing _ sin B _ siné\_ 1

a b c 2R abe

1
Avec p = S(a+b+c), ona Aype = Vp(p—a)(p—b)(p—c).

Figure VII.7 — Théoreme d’Al-Kashi, relation des sinus et formule de Héron d’Alexandrie.

=
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Formules de duplication

( )

Proposition 4 (Formule d'addition) : Pour tous réels a et b, on a :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).

prauve:wtad:bd%mmée&,ﬂua&ynﬂum.
on comsidéne deuco W A (cos(a) ;sin(a))

B (cos(b) ; sin(b)) du cendle brigonoménique. il /

%%@xa%&w%mmﬁ&ﬁéd@mmm:

e e ., cos(a) cos(b)
OA.OB = HOAH X HOBH X COS (OA;OB) = (Sm(a)> . (m(b))

cos(b — a) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
¥o proposition (2) ru@vmet décnine :
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
Feon anbros. nelations s'on, décuisent e bransposant b pan —b wis @+ b pan (5 —a) £
Remaraue @%mmmdmwnmuwrhmﬂmcp\aw _I

En prenant a = b dans les expressions de la proposition (1), on obtient aussi :

( )

Proposition S (Formule de duplication) : Pour tout réel a, on a :

» sin(2a) = 2sin(a) cos(a). = cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
=2cos?(a) — 1

=1—2sin*(a).

Exercice T : Montrer que Vn € N, Vz € R, [sin(nz)| < n|sin(z)|.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : L/ﬂ/za//hﬂd crreitlerrred ﬂ
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Formules de linéarisation

La deuxiéme assertions de la proposition (5) permet d’obtenir une premiere linéarisation pour
les expressions de degré 2 :

Proposition b (Formule de linéarisation dite de Carnot) @ Soit a € R :

1 2
w cos?(a) = —|—c+(a) = sin’(a) =

1 — cos(2a)
5 :

En retournant les formules de la proposition (4) | on obtient des formules de développement
de produit du premier ordre :

( )

Proposition T :  Solent a et b deux réels :
1
= cos(a) cos(b) = §[cos(a —b) + cos(a +b)].

= sin(a)sin(b) = %[cos(a —b) — cos(a +b)].

= sin(a) cos(b) = %[Sin(a +b) + sin(a — b)].

D’une maniére générale, pour linéariser une expression trigonométrique cos”(z)sin!(z) ot k et
sont supérieurs a 2, on utilise plutot les écritures complexes, formules de Moivre et d’Euler qui
seront vues au chapitre suivant. Patience!

Exercice 8 :
Calculer cos (g) et sin (g)
3
En déduire la valeur exacte de cos (g)

Montrer que \/3 —2v2 = v2 — 1.

@ FONCTIONS CIRCULAIRES

Pour chaque réel x, on peut calculer les réels cos(x) et sin(z). On définit ainsi sur R deux nouvelles
fonctions.

( )
Déctinition 22 © La fonction cosinus (resp. sinus) est la fonction qui a tout réel associe son
cosinus (resp. son sinus).

cos : x > cos(x) sin : x > sin(x).

R.emarque : Les fonctions cos et sin portent le nom de « circulaires » car on peut paramétrer
le cercle unité d’équation 22 + 32 = 1 par :

x = cos(t)
R

“f
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : L/ﬂ%f//{kfwd crrcrelertred ﬂ
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Domaine de définition, parité et périodicité

On résume ici les propriétés découvertes au paragraphes précédents.

Proposition 8 (Cosinus et Sinus) :

» Les fonctions cos et sin sont définies sur R & valeurs dans [—1;1].
= La fonction cos est paire. La fonction sin est impaire.

Définition 3 (Fonction périodiaue) :  On dit d’une fonction f : R —> R qu’elle est pério-
dique de période T ou T-périodique s’il existe un réel T > 0 tel que :

Ve €Dy z+T€PD;, et fla+T)=f(2) (VIL.1)

Corollaire 8! : Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2.

Remaraue : Un éléve attentif aura remarqué que l'on a simplement montré que les fonctions
circulaires admettaient 2 comme période et non que celle-ci était la plus petite des périodes.

C’est le cas mais la démonstration de cette propriétés nous échappe encore et nécessite une
définition plus rigoureuse du nombre 7 lui-méme.

Figure VIL.8 — x +— cos(xz) et > sin(z) sont 27-périodiques.

. T
Exercice 9 : Vérifier que la fonction f : x > sin (6x — 3) est g-périodique.

Compléments sur les fonctions périodiques :

— Une fonction T-périodique est aussi kT-périodique pour k € Z.

On appelle période de f, le plus petit réels strictement positif T vérifiant (VII.1) :
T=inf{tc R, /Yo € Py, x+tc Py et flx+t)=f(zx)}

Il existe des fonctions périodiques n’admettant pas de période minimale, par
exemple 1.

ATTENTION

— Alors qu’une fonction peut étre paire ou impaire sur un intervalle borné a condition qu’il
soit symétrique par rapport a O, I'invariance par translation du domaine de définition d’une
fonction périodique lui impose d’étre nécessairement infini.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : :,/ﬁ/zm/{byw crreitlerrred 10 |



PTSI VINCI - 2024 ITII. FONCTIONS CIRCULAIRES

Exercice O : Soit f € F (R;R) vérifiant Vo € R, f(z) #3 et f(x +1) = %

Montrer que f est périodique de période 4.

Proposition 9 (Interprétation araphiaue) :  Une fonction f est T-périodique si, et seule-
ment si sa courbe représentative ¢ est invariante par translation de vecteur T7.

Méthode | (Restriction du domasine d'étude) :

%uW@T-WWMWMaWW@WT@W
m&mmmwm@mm

. 1 1 2
Exercice | : Proposer un domaine d’étude minimal pour f : z — (sin (gx) —sin (5”@)) .

r

Proposition IO (Opérations sur les fonctions périodiques) :  Soient TERY, f:IT+— R
et g : I — R deux fonctions T-périodiques.

m Les fonctions f + g, f x g sont aussi T-périodiques, ainsi que = si g ne s’annule pas.
g

T
= Pour tout a > 0, Vb € R, la fonction z + f(ax + b) est —-périodique.
a

2m T
Exemple 2= : La fonction = — cos(5x) est ?—périodique et un domaine d’étude sera [O; g] par périodi-
cité et parité.

Figure VIL.9 — = — cos(5z) et « — sin (£).

En physique, on parle de dilatation temporelle.

(&) ,
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : « Svsortteres (/‘//Zf/ﬂ%//z/d 11 |
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I11.2} Continuité, dérivabilité

Théoréme ll (Continuité) : Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R.

|— Preuve Sooab a€R ﬂue&mque
M

onfrons que COS b sin sonb conbimuen en a ie. lim cos(z) = cos(a) b lim sin(x) = sin(a).

r—a r—a
&annbheﬂ%{ﬂ%téﬂumﬂwutdemmo[m:
lim cos(a + h) = cos(a) ot lim sin(a + h) = sin(a).
h—0 h—0

O, cos(a + h) = cos(a) cosh —sin(a)sinh & sin(a + h) = sin(a) cos h + sin h cos(a).
T est done nécessaine de connaitre touk d'allord, liII(l) sin(h) & lin%) cos(h).

Miewcs, WW&W %%&%gésm d:ggérg)cos()

T
.SDC\«L:EE[RJr ﬁoambmcawmﬁemm?@demm&hobmomwmxe 0,2

Wm&wam&Wf —

W@%MW 1;0M) =z [27] & H b
ormﬁo%wmﬁdeMmed%aﬁwmw

Te triangle nectangle OHM eol alons inscnit L

dmb@mwdeWOIMdamﬂfemmx

\

COS 1‘

En tovme d'aines, on oitient :
0 g 'Q{OHM g ‘512{011\/[
0 < cos@sin(@) 57
0 < sm%(ac)) < %x (SDW 0o proposition (5))
Sin(uw
< =2 <3 -
0 ! 1 En W u
< sin(u) < .

@W%Mmd,mdwmmb on ollbient, lim sin( ):OMWW

rz—0*t

lim sin(z) = 0. I
z—0

%Uﬂmmafmw@afmmammmdu théoreme (1), cos(x) = +1/1 —sin?(z) con = € ] ; g[

@m@mdédu}i}améjmmb:

lim cos(x) = 1. I

z—0
lim cos(z) = lim cos(a + h) ¢ limsin(z) = limsin(a+ h)
T—a h—0 T—a h—0

}Lii% cos(a) cos(h) — sin(a) sin(h) }Lii% sin(a) cos(h) + sin(h) cos(a)

= cos(a) = sin(a).
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f%@m@umacos&sinmmwnﬂmu%madommRMmhem _I

Théoréme 12 (Nomrres dérivés en O) :

i —1
i 2 @
x—0 T x—0 X
sin(x)

=1 sous la forme :

Les physiciens ont I'habitude d’utiliser le résultat hII(lJ
T— X

« pour les petites valeurs de z, sin(z) >~ x ».

C’est en particulier ce qu’ils font quand ils analysent le mouvement du pendule simple.
Le théoréme (12) permet surtout d’affirmer que les fonctions sin et cos sont dérivables en 0.

En effet, les taux d’accroissement en 0 de ces fonctions s’écrivent :

sin(0 + z) — sin(0) _ sin(x) ot cos(0 + z) — cos(0) _ cos(x) — 1.

Do, | (sin(z)) (0) = 1 I et (cos(x)) (0) = 0. I

R.emarque :Les courbes représentatives des fonctions cos et sin admettent ainsi, respectivement,
comme tangente & l’origine les droites d’équation :

(Tcos> Y= 1 et (Tsin> Y=

Prewve : Jb prioni, nous avonss une foume inddioumine de o forme. « o 5. Nous ffons laven,
r@mmmwwmwmwmetwwdewdew.
‘Cmmot'oﬁmW‘&@‘%d'mm&uﬁdgwmomwmm@'@@@m
deo,%@w}—g;g[.?mwwwmwmmntm@ma,@wwm%]o;g{.
On, W@m@%m@wm%wkmmmm

@ebmz’mde[u&w w{%o'wm&mm%t%e%@ Wﬁtoxd«m»ww.

'rmwbzwde%m»]\m 1;0M) =2 [27] Hle
W@Mm@mdmm

d:TQermﬂlJ:dg[OM)oL'aﬁoam 1.

&W&mx>0.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : /////////U (‘/?f/lé/?/] 13 |
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@'W%%@m@%m&mnﬂfeom

% = % < cos(x) = Si?é@ IT = :;r;((?) ( = tan(w))
De P&b on considérant les aines, on o :
JZ{OHM < JZ{OIM < "(Z{OIT' T
ol oy evh encore Laine de Lanc de di T
dangle au contre 2, . UL CO R \\\\%
%IT:m,meM;mw \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
H

w%&m OHM ot OIT.

. cos(x) sin(x) 1 sin(z)
Dos 2 S 27 S 2 cos(x)
T 1 . T
0 < cos(z) < @) S cos(@) ,anec sin(x) > 0 sun ]0; 5{
1 sin(z) _ L D . o
cos(z) < . < cos(x) , en inwernant Dot vngcjo@,tm (strictement ?wwww')
Done, v € }O;g{’ cosl(:v) S Sm:rx) < cos(x).

sin(z)

Comme lim cos(z) = cos(0) = 1, oL'aTwéu le theorome d'encadnement, on obbient lirg =1,
r—0"

r—0

i o panis

T

sin(z)

lim =1.
x—0 xT
?m%mew&go@mmwgommwdewm:
Vxe}—g;g{, COS(Z)_l __2sin;(‘;) :—sin<£> Xsing(‘;)'

.z (X
Or, lim sin (3) = lim sin (X) =1 et lim —sin <£> = —sin(0) = 0.
Xx—0 X 0 2

lim S =1
x—0 X
Exercice 2 :
1 —cos(x 1 /sinZ)\?
‘ Montrer que $2():2< §2> .
1— 1—
‘ En déduire lim C(;S(JJ) puis lim Cosﬁ.
z—0 xT z—0 X
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On va faire mieux que le théoréme (12) :

Théoréme 3 (Dérivarilité) : Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R et pour tout
réel z,
cos’(z) = —sin(x) et sin’(x) = cos(z).

|— P('eu\/eZYMxER&h#O.O%@omm%WdIWWWdQQaKLVWW:

cos(x + h) —cos(x)  cos(x)cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(z)

h h
_ cos(z)(cos(h) — 1) —sin(x) sin(h)
N h
= cos(x) X cos(f;)—l — sin(z) x sm}Eh)'
sin h cosh—1
O, dapes le théoréme (12), lim == =1 e lim ———— =0.

@mdo@%@%tﬂwmm@%&mmdewetdgmmmz

cos(x + h) —cos(z) |
lim W = —sin(x).

WM@@WW@&W%MxGR&(cos(x)),:—sin(x).
Tm%Wme%mmm&aﬁW@mWwV$€R
sin(z) = cos (g—x>

To fonction, simun st done, ele: ausni, déninalle o, pown tout nsel o,

s ™

(sin) (x) = (—=1) x (cos)’ (5 —a:) = sin (5 —x) = cos(z).

Corollaire 3] (Fonctions composées) :  Soit u une fonction dérivable sur R.

Alors, les fonctions cosu et sinu sont dérivables sur R et, Vo € R, on a :

(cos (u(:c)))/ = —u/(z) x sin (u(x)) et (sin (u(:c)))/ =u/(x) x cos (u(z)).

Exercice [3 : Déterminer le domaine de dérivabilité .@f et calculer la fonction dérivée de
cos(x 2

f I e #

sin®(x) + 2

/j 2 7
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g

III.3| Variations et représentation graphique

Les fonctions cosinus et sinus sont 2m-périodiques donc il suffit de les étudier sur un intervalle de
longueur 27 et de compléter la courbe par translation de vecteur 277.

On consideére alors 'intervalle | — 7; 7.

De plus, ces mémes fonctions sont, respectivement, paire et impaire. L’étude sur la moitié de
I'intervalle précédent suffit donc a connaitre la courbe que 'on completera alors par symétrie
axiale ou centrale, respectivement.

On va donc étudier donc les fonctions cosinus et sinus sur l'intervalle [0;7].

Théoréeme 4+ :
m La fonction cosinus est décroissante sur [0 ;7).

: : . ™ . 2 . ™
m La fonction sinus est croissante sur [0; 5] puis décroissante sur [5 ;71'].

|— Preuve :@'W le théoréeme (13), i w%x détudien le signe de lown déninse

- Cos’(x):—sin(x)<0wuh,[O;W]dm@@%o«wmmym%ttd,%tdémmmm

— sin’(z) = cos(z), Pmm%bwu [O;g] Mme%ab%m [g;w] &,nyn@b‘mbunmxd,%td/om

conts i, i
—

On en déduit les tableaux de variations puis les courbes représentatives en (VII.10).

s T 7T ™ 37
X —T -3 0 b s x —5 0 5 s ?
— sin(x) + 0 - cos(x) + 0 B
1
cos (;/ \(3 sin 6/ \(')
- ~ - ~_
1 1 1 -1

Figure VII.10 — Tableaux de variation et courbes représentatives des fonctions = +— cos(x) et = - sin(x)
sur R

s
En remarquant que sin(x) = cos (:1: — 5), la courbe de sin est obtenue a partir de celle de cos

. T,
par une translation de vecteur 51.

0
En physique, on dira que sin est déphasée de 5 par rapport a cos.

G 3 .
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Définition 4 : Les représentations graphiques des fonctions sinus et cosinus sont appelées

stnusoides.

Exercice 4+ : Etudier la fonction f : 2 — sin®(x) + cos(z) et préciser les intersections de sa
courbe représentatif avec I’axe des abscisses.

@ FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

IV.1” Arccosinus et Arcsinus

Cosinus : La fonction cos : R — R n’est pas bijective.

7T

R Elle n’admet donc pas de

RS

2
Par exemple, - admet une infinité d’antécédents
réciproque (sur R).
Par contre, la restriction de la fonction cos a [0; 7] corestreinte & [—1;1] est continue et

strictement croissante donc bijective.

On la note COSH(;;;]” :

=11,

COS| (g, [0;7] /——— [—1;1]

x cos(z)

I
lard 08 ()

Figure VII.11 — La fonction cos est continue strictement décroissante de [0; 7] sur [—1;1]. Elle y réalise

donc une bijection.

Sinus : La fonction sin : R — R n’est pas non plus bijective.

2 T 3T
Par exemple, - admet une infinité d’antécédents i Elle n’admet donc pas de
réciproque.
T
Par contre, la restriction de la fonction sin a [—5 ; 5] corestreinte a [—1 ;1] est continue et

strictement croissante donc bijective.

On la note sin”fl,j_l],r :
‘[_575]

1;1

53]

|
3
3

=
siny

x sin(x)

Yl ,
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arcsin(z)

—
arcsin(xT

2

Figure VII.12 — La fonction sin est continue strictement croissante de [—g ; g] sur [—1;1]. Elle y réalise

donc une bijection.

Définition S (Arccosinus et Arcesinus) :  On appelle :
m fonction arccosinus, notée arccos, la bijection réciproque de la fonction COS)|[g; 7] COTES-
treinte & [—1;1].
m fonction arcsinus, notée arcsin, la bijection réciproque de la fonction sinH_%;%] cores-
treinte a [—1;1].

\,

Pour z dans [—1;1], arccos(x) est I'angle de [0;7] dont le cosinus vaut x. Méme chose pour

arcsin(z) avec le sinus dans |——;

2721
Corollaire 4| (Formule de réciprocité) : Les fonctions arccos et arcsin sont définies sur
[-1;1] et ona:
m Vze[-1;1], cos (arccos(z)) = . m Vzel[-1;1], sin(arcsin(z))=z.
T .
m Vzel0;n], arccos (cos(z)) = . m Ve [—5 ; 5], arcsin (sin(z)) = x.
s A
Exemples 3 (Arccosinus) :
= arccos(0) = g
recos [ V2] ) = V2
m COS | arccos 2 = 2 0
arccos (COS (27T)> arccos ( 1) 2m
I — | | =ar —= || = ==
- 3 2) " 3
. T\ V3 _ 7w, =«
Mais avcoos (o0s () ) = arccos (2) _TaT
\ 4
( )
Exemples 4 (Arcesinus) :
(V2 7r . 7
= arcsin (2 =12 et arcsin (—1) = 3
in | arcsin @ = é
m S arcs 2 = 2 o
. (TN (1w
m arcsin (Sln (g)) = arcsin (5) = 6 o
Mais arcsin (sin <3£>> = arcsin @ =z #* 31
4 2 4 4
g vy

y
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VII : %72%/5724 (/‘//Zf/ﬂ%/@/d
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Exercice IS : Etudier la parité et la périodicité puis tracer la courbe de la fonction 2 — arccos (cos(z))
sur R.

Correction :

Dérivabilité

e N
Proposition IS :

= Les fonctions arccos et arcsin sont continues sur [—1;1] et dérivables sur |—1;1] et

on a : ,
Vre]-1;1[, arcsin’(z) = ——— = —arccos’(z).
11l @)= = @

En particulier,

e la fonction arccos est strictement décroissante sur [—1;1].

e la fonction arcsin est strictement croissante sur [—1;1].

= La fonction arcsin est impaire.

Preuve :
|_ - &Mwwwwm%wamms&arcsmmm
m@edn@nwm,@[)edede%nm»em [—1;1].

- ?m@eumé/nmmmm arccos&arcsinwwé%awwu@mmmo@mwmw@
shuidtement décroinsanbe eb croivsante sun [—1;1].

— Run tout 2 €]0; 7], cos’(z) = —sin(z) < 0 b ne sonmde pas.
?m@aﬂwmwdemaﬂ«&@wugom&mw arccos est dénmalle sun | —1;1[
F/oufuboube]—l;lLomq,:

1

arccos’ () = ——————.
(@) sin (arccos(x))

D aubre parl o tout z €] — 1;1] cos? (arccos(x)) + sin® (arccos(z)) = 1, donc
sin? (arccos(x)) = 1 — 2% ie. sin (arccos(z)) = +V1 — 22
On, arccos(z) € [0;7] e sin esh 'mw{% swn ceb inbervsallle.
1
V1—a2
I ; g[, sin’ () = cos(z) > 0 & ne s'annule s

Done sin ((arccos(z)) = V1 — 22 ie. arccos’ (z) = —
@9 meme, ruou)b bouk x € ]

S al
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ﬂ)wv@elﬂmded@um%béd@&mgommw arcsin esb dénivallle sun | — 11 eb
Poufuboube]—l;lLO/mcu:

1

.
arcsin’(z) = —————.
(@) cos (arcsin(x))

D autre M o boub 2 €] — 1;1] on olbient aussi cos? (arcsin(z)) = 1 — 22 ie.
cos (arcsin(x)) = +V1 — 22

Ok, arccos(z) 6}—%;%[& cos mwn%m@ma%

1
Done cos (arcsin(z)) = V1 — 22 ie. arcsin’(z) =

V1—22
Run montrer @W de arcsin, i} zw%ut d'utilinen, Q/vrn,]'nﬂmbe de sin.

Va € [—1;1], sin (arcsin(—z)) = —x = —sin (arcsin(z)) = sin ( — arcsin(x)).
%m%ﬁofm@demm@%dmmmmnﬁnmmmdemwbmwarcsmw
onbe/n,{h/ :

arcsin(—z) = —arcsin(x).
1
Remarques :

Exercice |6 : Montrer que, Vz € [—1;1], arcsin(z) + arccos(z) = 5

La courbe de arcsin est donc symétrique par rapport a l'origine et on pourrait montrer,
si ¢’était au programme, que la courbe de arccos admet le point (O ; g) comme centre de
symétrie.

En particulier, les courbes représentatives des fonctions arccos et arcsin admettent, respec-
tivement, comme tangentes a l'origine les droites d’équation :

T
(Tarccos) Y= 5 -z et (Tarcsin> Y=

Les fonctions arccos et arcsin ne sont pas donc pas dérivables en 1 et —1 mais leur courbe
représentative y admet deux demi-tangentes verticales.

Dans la pratique, on préfére arcsin qui est impaire, nulle en 0, ... & arccos.

V1— 22

Par exemple, on dira souvent qu’une primitive de z est © — —arcsin(z) + K
ou K € R au lieu de = + arccos(z) + K.

™

7

Corollaire ISI : Pour toute fonction u dérivable sur un intervalle I & valeurs dans |—1; 1],
arccos(u) et arcsin(u) sont dérivables sur I et on a :

Vo el <arcsin(u)>/(x) = 1{(2(3:) = —(arccos(u))l(:v).
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IV.3” Courbes représentatives

On en déduit le tableau de variation et la courbe représentative des fonctions arccos et arcsin en

(VIL13).
T -1 0 1 T —1 0 1
arccos 3 arcsin 0 /
2

Y
v l
™ 1T /‘S) s 1
Z 5 1 l

[
(SIE]
N S
. —
SV I

X
->
1 P | 2T
N |
|
Figure VII.13 — Tableaux de variation et courbes représentatives de x — arccos(x) et sur
[—1;1].
En dash, les courbes de cos et sin.
Remarque : Les courbes de sin et arcsin sont également tangentes & 'origine.
Q FONCTIONS TANGENTE ET RECIPROQUE
lV.lI Fonction tangente
T
Pour tout z réel, cos(z) #0 <= = # 3 +km, ke Z.
Définition & (Tanaente) : On appelle fonction tangente, notée tan, la fonction définie
par :
m us sin(z
VacEU]—f+k7r;—+k7r,tan(x): <)
= 2 cos(x)

Yl ,
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tan(z) gu——-—----- T Lorsque z % g [7], on note T l'intersection de

(OM) avec la tangente au cercle en I(1,0).

L’ordonnée de T est appelée tangente de =,
notée tan(x).

En considérant des longueurs algébriques,
d’apres le théoreme de Thales appliqué au tri-
angle OIT, on a :

tan(x) =

Figure VII.14 — tan(x) pour = # g [7].

1] La fonction tan est impaire.
2| La fonction tan est m-périodique.

J La fonction tan est continue et dérivable sur tout intervalle de la forme

}_g_FkTr;g—kkm[oﬁkEZetona:
1

Ve U}_§+Im + kr|, tan’(x)zl“an%x):m’

kez

En particulier la fonction tan est strictement croissante sur tout intervalle de la forme

—5—1-/677, —l—k‘W[ kelZ.

&
T
On étudiera donc la fonction tan sur 'intervalle {0 - [ et on complétera la courbe représentative

par symétrie centrale puis translations de vecteur 7.

|— Preuve :
sin(zx +7)  —sin(z)
.‘ Va € Dy, tan(z +m) = st ) —cos(@) tan(x).

De F,Quo, Vo€ D,y tan(—z) = sm(( 2) = _ —sin(@) = —tan(x).

cos(—x) cos(z)

&Wtan%tdwmvw.
‘ Fn [O;g[,@%gomdumsin&cosmmm&COSne&ommﬂePum

WW@Wm@d@mﬂmmw&%Wmnmm
wmh/nuem[07g[
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Radian | 0

1

Wl

o

tan 0

“[% o

—V3

\

Figure VII.15 — Tangente d’angles remarquables.

?m&mmmmmw@wmd@moﬁ@%@d@wmmm&
le fonction. tan ent done déniwallle sun [O;g[of/om,cu:

R ,, o sin®(z) +cos?(z) 1
v e [0’ 5[’ (tan)"(z) = cos?(x) ~ cos?(x)

> 0.

—

Comme tan’(0) = 0, la courbe représentative de tan admet comme tangente a ’origine la droite

d’équation :

Remaraue : Posons ¢ définie sur [0;

‘(Ttan): y:l“

™

5 { par p(x) = tan(z) — x.

T
Comme somme de fonctions dérivables, ¢ est dérivable sur [0 i3 [ et on a :

¢ (x) = tan?(x) > 0.

Lycée Jules Garnier
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T
La fonction ¢ est donc strictement croissante sur [O '3 [ Comme ¢(0) = 0, elle y est donc positive.

On en déduit que la courbe représentative de tan est au-dessus de sa tangente sur l'intervalle

o]

Par symétrie de centre O, on en déduit aussi que la courbe traverse sa tangente en 0 i.e. la courbe
admet un point d’inflexion en 0.

fProPosi'tior\ [T (Triconomé-trie et Transformations du plan) :  Soit z € D

tan:*
Suivant les conditions d’existence, on a :
T T 1
vee] T2 b o1t senie)
27217 cos?(x) (z)
i
T 1 1
tan (5 + x) - ~ tan(z) - tan(z)
‘ tan(m — z) = — tan(z) ‘
T—
& 0
2m
I
1
T+ Sz
tan(m + z) = tan(z) tan(—z) = — tan(z)

N\ J

. N —1
Exercice 1 : A quelle condition peut-on écrire cos(x) =
1 + tan?(x)
Proposition I8 (Limite et croissance comparée) :
lim tan(z) = +oo. 1irr;r+tan(x) = —00. lim tan(z) -1

Preuve :
|_ Rur touk = de {0; g{, cos(x) >0 done lim cos(z) = 07

z—=5

1
On o dlorns : lim_ tan(z) = lim = +o0.

=5 =5 COS(.’L’)

ﬂ’mmdmmmmﬂedemo,

oy
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%W@ammmwm%owmwwz

lim tan(x) ~ lim tan(x) — tan(0)
z—0 T x—0 €T

— (tan)’(0) = 1.

—

T
La courbe représentative admet donc une asymptote d’équation x = 5 puis, par symétrie et
T
translation, des asymptotes d’équation z = 3 +km, ke ”Z.

De méme que précédemment, la proposition (18) . signifie, que dans un voisinage de O :

tan(x) T

Résultat qui justifie 'approximation des physiciens pour de petits angles tan(x) =~ x.

On obtient donc son tableau de variation et sa courbe représentative (VIL17).

|

u 0
1: — —
5

tan’(x) + 1 +

tan /

—00

Figure VII.16 — Tableau de variation « +— tan(z) sur ]—g ;= [

Figure VII.17 — Courbe représentative de = +— tan(z) sur U ]—g + k7 g + km [
kez

Proposition [9 (E quations triconométriaues) :

tan(z) = tan(y) < z =y [n].
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Preuve:&gmmtanmwmetmmmm@mwma%d@@@gmm
|_]72T+k:7r;72r+k7r[dmﬂwhbdwm R,dw&wmmmmGWm
gmumwmmmmwmn@@k@'wtan(x):z@ k € R, admet une unique

bo&wymd,oﬂw@&acrwmw@wa%}—gnLkw;ngkw[.
Ror, tramallation de secteur 73, on oltient donc le nénulliat. —

Enfin quelques formules utiles :

Pour tout (a;b) € R? tel que tan(a), tan(b), tan(a+b) ou tan(a—b)
soient définis.
tan(a) + tan(b)

- _ tan(a) — tan(b)
tan(a + b) = 1— tan(a) tan(b)’ tan(a —b) = 1 + tan(a) tan(b)

Pour tout (a;€)R tel que tan(a), tan(2a) soient définis.

2tan(a)

tan(2a) = T tan’(a)’

(VIL2)

Soient p et g deux réels tels que tan(p) et tan(q) soient définis :

sin(p — q)
cos(p) cos(q)

sin(p + q)

tan(p) + tan(q) = cos(p) cos(q)”

tan(p) — tan(q) =

Pour tout z réel tel que ¢ = tan (%) soit défini.

2t 1—¢#2 2t

1—|—t2 CQs({[;): 1_|_t2 tan(x): 1—t2

sin(z) =

Preuve :

~ Rt (aibia+b) € (Dyan)”- (Y W&% cos(a) cos(b) # 0.

a _ sin(a + b) _ sin(a) cos(b) + sin(b) cos(
tan(a +b) cos(a+b)  cos(a)cos(b) — sin(a) sin(

~ 5 (sin(a)M . Msin(b))
COS(@M Mcos(b)

= ) (1 ~ cos(a) cos(b)
_ tan(a) + tan(b)
1 —tan(a)tan(b)’

&WWMWWtan(a—b)wmmTﬂq@mbbw—b.
- %w&xbd'aﬁwuwwwa:begmn.

— Joit (p34) € (Pyan)”. Tn particullien, cos(p) cos(q) # 0.

sin(p) | sin(g) _ sin(p) cos(g) + sin(g) cos(p)
cos(p) ~ cos(q) cos(p) cos(q)

sin(p + ¢)
cos(p) cos(q)

tan(p) + tan(q) =
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On oltient lo. gorumufe de tan(p) — tan(q) en WQQ@CWL q por —q of on uhilivant Q«/m,r,o)ube

de tan.

- Soabxe@muﬁwge@m.&wmco&(g);Ao.
&Wkl‘:QadQ/nb(VH.Q),omadéﬂ'd:

2t
t = .
an(x) T
in, Dot de icalki lo cos b lo sin »'écnivent :
powr
T 2
cos(a) = 2e08? (3 ) 1 = s — 1
12
TR
sin(z) = 2sin (g) coS (g) = 2tan (;) cos? (g)
2tan (§) ot

1+ tan? (%) T 1+
Remarque @m@umWWm&m%ﬂm 1+ tan?(x) = cos;(a:)'

—

en fonction de

os(x)

Exercice |8 : Sans s’occuper du domaine de définition, exprimer ——————
1+ sin(x)

x
u = tan <—)
2

Fonction arctangente

La fonction tan : 2D
s’entend).

tan — R n’est pas bijective. Elle n’admet donc pas de réciproque (sur R

La restriction de la fonction tan a ]—g ; g [ est bijective. On la note tan) .-

M550 ]—5 ’ 5{
x tan(x)
Détinition T (Arctancente) - On appelle fonction arctangente, notée arctan, la bijection

réciproque de la fonction tan_x. x| a valeurs dans R.

On en déduit immédiatement,

Corollaire 20) (Formule de réciprocité) : La fonction arctan est définie sur R et on a :

m Vz € R, tan (arctan(z)) = . mVz€E ]—g . g [, arctan (tan(z)) = z.

Yl
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1=
=
—

/%l(.ta] : .
@)

— T >
arctan(z%F
2

Figure VII.18 — La fonction tan est continue et strictement monotone de ]—g ; g[ sur R. Elle y réalise

donc une bijection.

s ~
Exemples S

m arctan (\/g) = g
= tan (arctan (\/§)> = \/§
= arctan <tan <£>) = arctan (1) = g

Mais PANMNEINMNIOINE arctan (tan (%)) = arctan <—\{f) = —g #* 5%

\,

Exercice |9 : Montrer que :

1 1
arctan (5) + arctan <§> = % (Hutton, 1776)

T~

. 1 1 ™
Figure VII.19 — arctan <§> + arctan (;) =7

Correction : Toub nepose sun b formule, dans ses conditions de wallidite, tan(a-+b) = 1tint(;131;:1)tj;1(?2)'

1+1 5

1 INY_. 23 6 _

tan (arctan <§> + arctan (§)> =1 135 ~< 1.
1—=-x-— -
2 3 6
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PTSI VINCI - 2024 V. FONCTIONS TANGENTE ET RECIPROQUE

@ arctan (1) + arctan (1) _T [ﬂ
one, d d 2 a 3 = 4

@m 0 < arctan (1) < T et 0 < arctan <1> < T
’ “\2 2 ) 3 2

1 1
@om,o arctan <§> + arctan (§> —

1 1
enbratnent 0 < arctan <§> + arctan (§> < T

™
1

La fonction arctan est continue sur R et on a :

lim arctan(z) = T et lim arctan(z) = ——.
T—400 2 T——00 2

La fonction arctan est dérivable sur R et on a :

- 1
1422

Vz € R, arctan’(x)

En particulier, arctan est strictement croissante sur R.

La fonction arctan est impaire. )

En particulier, la courbe représentative de tan admet deux asymptotes en l'infini d’équation

Y= i§ et la premiere bissectrice comme tangente a 1’origine.

Preuve :

: . A T
—%@om@marctan%tﬁagwwhmwd,mgm&mm@mde] 2,2[541/1,
]—w;+de'me4ﬂmuAbémRetm&mMM@wmdmdo¢mdeW.

- ﬂ)m@%n@nmwm arctan%bé%afmnwmnmbmm&emR
T
- &E&n&mtan@%w&d@u@@em}—g,g{d@nbﬁetm@:

Vme]—g;g[, tan’(z) = 1+ tan?(z) > 1 > 0.

@IW&Mﬁmhuwwarctanﬁw&ma:

1 1
1+ tan? (arctan(z)) 1422

— Rurn monbner Bm‘n,r,o/ube de arctan, i) zw%,b d'uilliser, @vm,r,o)ub@ de tan.

Rur tout 7 de R on o

vV € R, arctan’(z)

tan (arctan(—z)) = —z = —tan (arctan(z)) = tan ( — arctan(z)).
%%M@W%mmemwwamanw
OQ}UQ/FWL :
arctan(—z) = —arctan(z).

—

On en déduit le tableau de variation et la courbe représentative de la fonction arctan en (VIL.20).

Remaraue : Les courbes de tan et arctan sont tangentes a 'origine.
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Y I
|
I
l
1
1
!
z —00 0 +00 I/
L L e
s 2 /
arctan /0 //
_m 1 /
2 T | ’/
4 /
/
4
‘ 1
uy s X
2 1 2
7
4
/
/
/
/
1
1
_____________________ Lo T |
: ! 2
!
!
!
- l
$ 1
Y I
) I
. I
I

Figure VII.20 — Tableau de variation et courbe représentative de = - arctan(x) sur R. En dash, la courbe

de tan.
Exercice 20 : Etudier les asymptotes de la fonction f de R vers R définie par :

f(x) = (x + 1) arctan .

Corollaire 21l : Pour toute fonction u dérivable sur un intervalle I, arctan(u) est dérivable
sur I et on a : ,
Vel (arctan(u)) () = %

1— cos(:c))
1+ cos(z) |

Exercice 21 : Etude et représentation graphique de f : x — arctan (

Proposition 22. © Pour tout z € R*, on a :

1 .
arctan(z) + arctan (—) = signe(x) X
x

ro]

PFCUVC:@%MM@@WWW@@@Md‘Wyzxz

1

| T T
v ] ;_|:’ <__ ) - '
u € |0 2 tan 2 U P—
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PTSI VINCI - 2024 VI. TABLEAU RECAPITULATIF

1
?abxéﬂ?i.k&naarctan(—) G}O;g[d’/oﬁu@:

tan (g — arctan <i>) = . (arc;n <1>> = z = tan (arctan(x)) .
Done g — arctan (i) = arctan(x) [m].

1 1
On, arctan(x) E}O;g[e@barctan (—) E]O;g[aybx>0 & — >0
T T

Donc g—arctan (;) E}O;g[eb@'é%o&bé.
% 2 € R, o apylinus Digobis dtenss 5~ >0 —

@ TABLEAU RECAPITULATIF

Domaine de | Domaine de ,
fx) e o f'(z)
définition dérivabilité
cos(x) —sin(z)
R
sin(x) cos(z)
T T 1
t }—f kr:=+k 1+ tan?(z) =
an(x) kLgJZ 5 + km 5 + km + tan®(x) o2 ()
arccos(x) o
V1_ 22
—1:1] ] - 131 —
arcsin(z
(z) —
1
arctan(z) R 522
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Arc Mesure
-cosinus, 18 principale d’un angle, 2
courbe représentative, 21 Méthode
-sinus Détermination du domaine d’étude, 11
courbe représentative, 21 Moivre, 9
-tangente
courbe représentative, 29 Opération
Asymptote, 25, 29 sur les fonctions périodiques, 11
Centre m, 10
de symétrie, 20 Point
Classe d’inflexion, 24
d’équivalence, 2 Période
Représentant d’une, 2 d’une fonction, 10
Continuité définition, 10

des fonctions circulaires, 12

Cosinus, 3 Relation
courbe représentative, 16 d’équivalence, 2
Courbe représentative Class,e, 2
de arccosinus, 21 / Représentant, 2
de arcsinus, 21 Représentant

de arctan, 29 d’une classe, 2

de cosinus, 16

de sinus, 16

de tangente, 25
Croissance

comparée, 24

Sinus, 3
courbe représentative, 16

Tangente, 21
a un cercle, 22
courbe représentative, 25

Dérivabilité
. . . en 0, 29
des fonctions circulaires, 15 .
verticale, 20

Equation Theor:eme

trigonométrique, 6, 25 d’encadrement, 12
Euler, 9
Fonction

arccosinus, 18
arctangente, 21, 27
circulaire, 1
réciproque, 17
cosinus, 1, 9, 15
hyperbolique, 1
logarithme népérien, 1
périodique, 10, 11
sinus, 1, 9, 15
tangente, 21
trigonométrique, 10
Formule
d’addition, 8, 26
de duplication, 8, 26
de factorisation par I’angle moitié, 26
de l'angle moitié, 26
de linéarisation, 9
de réciprocité, 18, 27

Limite
de arctan, 29
de tan, 24
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