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( Les Nombres Complexes 1

@@g es nombres complexes ont été introduits par Cardan et Bombelli au 16°™¢ siécle, comme

moyen d’exprimer certaines racines de polynoémes de degrés 3 ou 4.

A cette époque, lintroduction des nombres imaginaires (via des racines de réels négatifs) est un
pur artifice. La notation i sera introduite par Euler [!) en 1777 pour remplacer la notation v'—1
qui n’avait pas de sens.

insi, des leur origine, les nombres complexes sont introduits pour pallier 'absence de racines
(réelles) de certains polyndémes comme, par exemple, X2 + 1.
On démontrera plus tard que ceci implique que tout polyndme a coefficients complexes se factorise

en polynémes de degré 1. C’est, en substance, le théoreme de D’Alembert-Gauss qui se réexprime
ainsi :

Tout polyndome non constant, a coefficients complexes, admet au moins une racine.

e théoreme est d’une importance capitale, puisqu’il motive la construction de C. Il est
s> conjecturé depuis longtemps déja lorsque d’Alembert en propose une preuve en 1743.
Cette preuve n’est pas satisfaisante, Gauss 2/ va jusqu’a la qualifier de petitio principii,
puisqu’elle part de I’hypothese de I'existence de racines « fictives ».
9éme

La premiere preuve complete et rigoureuse revient a Gauss, au 1 siecle d’oti le nom qu’a laissé

la postérité a ce théoreme.

|1]. Leonhard Euler (15 avril 1707 - 18 septembre 1783) nait & Bale. Il étudia les mathématiques sur les conseils
de Johann Bernoulli, qui était ami avec son pere. Il s’installa a Saint-Petersbourg, aupres de Pierre le Grand, puis
a Berlin sous le régne de Frédéric II, ou a chaque fois il rencontra un environnement scientifique exceptionnel. Son
ceuvre est considérable.

Euler intervint dans les trois domaines fondamentaux de la science de son époque : Iastronomie (orbites pla-
nétaires, trajectoires des cometes), les sciences physiques (champs magnétiques, hydrodynamique, optique, nature
ondulatoire de la lumiére, ...), les mathématiques, ol il met au premier plan le concept de fonction. On lui doit
aussi la trés jolie relation entre les nombres de sommets, d’arétes et de faces d’un polyedre convexe (ex : le cube,
le tétraedre, ...).

La santé d’Euler était assez fragile. Il perdit son ceil droit en 1735, puis son ceil gauche en 1771 en raison d’une
cataracte. Il fut donc pendant 12 ans totalement aveugle. Cela obligeait ce mathématicien tres prolixe, qui publia
886 ouvrages, le tout en 80 volumes, a faire appel a des personnes de son entourage a qui il dictait ses mémoires.
Il décede le 18 septembre 1783 & Saint-Petersbourg d’une hémorragie cérébrale.

Une déclaration attribuée & Pierre-Simon de Laplace exprime 'influence d’Euler sur les mathématiques : « Lisez
Euler, lisez Euler, c’est notre maitre a tous. »

|2]. Carl Friedrich Gauss (30 avril 1777 [Brunswick] - 23 février 1855 [Gittingen]) est considéré par ses pairs
comme le prince des mathématiciens. Il est & la fois le dernier des classiques, et le premier des modernes, c’est-a-
dire qu’il a résolu les problémes les plus classiques avec les méthodes les plus modernes. Par exemple, il démontra
comment partager une tarte en 17 parts égales a I'aide des seuls régle et compas, ce qui était un probleme ouvert
depuis les grecs. Mieux, il démontra pour quels nombres ce partage en parts égales est possible.
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Mathématicien et physicien, Carl Friedrich Gauss est une figure incontournable du XIX eme siecle, non seule-
ment pour la quantité monumentale de ses découvertes et la profondeur de ses idées, mais aussi pour sa rigueur a
laquelle il attachait la plus haute importance. Sa devise, Pauca sed matura (peu mais mir), illustre la précaution
que prenait Gauss a ne publier que des textes soigneusement affinés : une de ces phrase célébres est que « lorsqu’un
bel édifice est achevé, on ne doit pas y lire ce qui fut ’échafaudage ». On peut ainsi concevoir qu’il n’ait pas souhaité
la publication de certains de ses travaux.

Gauss influencera considérablement la vie mathématique de son époque et de fait annonce la révolution canto-
rienne.

Gauss est né dans une famille modeste : sa meére était femme de chambre, son pére exercait toute sorte de
métiers, du jardinage a la trésorerie d’une société d’assurances. Il est un éléve particulierement précoce. Un épisode
célebre (peut-étre romancé!) de son enfance rapporte qu’alors qu’il était agé de 9 ans, son maitre demanda de
calculer 14-2+...4+100. Gauss inscrivit presque immédiatement le résultat sur son ardoise, ayant trouvé une méthode
extrémement efficace pour calculer de telles sommes.

A 11 ans, Gauss entre au lycée, ou il étudie latin, grec, mathématiques, etc...I1 est un éleve tellement brillant que
le duc de Briinswick souhaite le rencontrer. Visiblement séduit par cet entretien, le duc le prend sous sa protection
et lui accorde une bourse : c’est ainsi que Gauss, quoiqu’issu d’une famille modeste, pourra poursuivre ses études.

Il entre a I'université de Gottingen a I’automne 1795. Un an plus tard, apres avoir découvert comment construire
a la regle et au compas le polygone régulier a 17 cotés, il décide de se consacrer aux mathématiques. Sa these,
soutenue en 1799, contient la premiere démonstration du théoreme fondamental de ’algebre. Deux ans plus tard,
il publie Disquisitiones Arithmaticae, un ouvrage consacré a la théorie des nombres, ou il explore des méthodes
complétement nouvelles. Cette méme année, en 1801, il détermine 1'orbite de Céres, une planéte naine du systéme
solaire, apparue furtivement sur les écrans des télescopes au début de 1801, et disparue ensuite. A cette occasion,
Gauss introduit un outil fondamental, la méthode des moindres carrés.

En 1831 arrive a Gottingen Wilhelm Weber avec qui Gauss s’entend a merveille. Pendant six ans, jusqu'a ce
que Weber soit chassé de I’Université pour avoir protesté contre le régime, les deux savant meénent des recherches
sur I’électro-magnétisme. Ainsi, le « gauss » est devenu 'unité d’induction magnétique.
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Q L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

On suppose ’ensemble R des réels muni de ces deux opérations +y et X connu et on construit
un nouvel ensemble que ’on munit également de ses propres lois :

g/ A o (7 / f
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Construction de C

e 2
Détinition | (L'ensemele des nomeres complexes) : On appelle ensemble des nombre com-
plexes, noté C, 'ensemble R? muni des opérations +¢ et x définies par :

m (a;b)+¢(a;0)=(a+ga ;b+R 1),
m (a;b) xg (a'5b)=(axga —gbxgb ;axgb +ra” xXgb).

On note :
1c = (1;0) et i=(0;1).

L’application ig : R ——> R2 est une injection qui permet alors de considérer que R C C
a (a;0)
et d’identifier tout réel = au complexe (z;0).

Muni de cette identification, on a immédiatement quelques propriétés :

6roposi'tior\ | (ldentification des Iois de R et de C) : \

Soient z = (a;b) et 2’ = (a’;b") deux nombres complexes.

a =g d
z=¢c 2 <= R
C b =R b/
Les lois +¢ et X prolongent celles de R :
Les lois +¢ et X sont associatives et commutatives.

X ¢ est distributive sur +¢.

=] 2 ] ]

La loi + possede un élément neutre Oc = (0;0) que I'on notera encore 0.

Tout nombre complexe z = (a;b) possede un symétrique pour +. appelé opposé de z
et noté —z et tel que :
—z=(—a;-b).

La loi x possede un élément neutre 1o = (1;0) que I'on notera encore 1.

Tout nombre complexe z = (a;b) non nul possede symétrique pour X appelé inverse

de z et noté — et tel que :
z

B el
2 \a24+b27 a2+b2)°

Enfin, le nombre (0;1) est tel que (0;1)% = (—1;0). On le notera i.

En particulier, on a :

k i2=—1. J

L’assertion permet de noter, par abus de langage, les lois + et X plus simplement par +
et X.

Preuve :
|_ @'W@o,dé{%&mnmde R2 (a;b) = (a';b') < a=a & b=V

Ve 0

C i / - / /o /—~
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[2] Va,a’ €R (a;0)+¢ (a';0) = (a+ga’;0) =a+ga'.
%w@:dem&u&mxmw (a;b) x¢ (a/:b') & (a' ;b)) x¢ (asb).
Nosme Rose avec (a;b) x¢ ((a/50') x¢ (a”3b")) e (a;b) x¢ (a56) x¢ (a”;0").
&Mwwm%méﬁaﬂ&m((a;b) e (a3 b)) xe(a” 3 b").
%m@%mwd@@@m@qmwuwm amw&%
de_@mmumw@%wmmmm & Xp.
Jom, awec (a;b) xc ((a5b) +¢ (a”;b") e (a3b) xe (a’3b') +¢ (a;b) x¢ (a”;b")
[B] Vz=(as) €€ (a:b) +¢ (050) = (050) +¢ (a3b) = (a3b).
Donc 0c = (0;0) %LWWW +e.
De s 2+ (—a;—b) = (a +5 (~a) ;b +g () = (050).
P commutatinite de +c, omcvécaaﬂwmwmt (—a;—b) 4+¢ z = (0;0).
@mMMWZWWWW+@WW®Z&W—Z.
[6] ¥2=(a;b) €C (a;b) x¢ (150) = (1;0) x¢ (a;b) = (a;b).
Done 1c = (1:0) %LMWW X

@er@q@, Vz=1(a;b)# (0;0), a2 +b2#0 ek on o :

a . b a b ‘ b a b
ZXe (a2+b2’_a2+b2> - (aX[R a? + b2 +R O Xg 6L2-|-b2’_a><[R a? + b2 T a? + b2 R >

a’+b> —ab+ab
= ; = (1;0).
<a2+b2’ a2+b2> (1;0)

b
Rn commubabinite de Xam@écjafe/m&%ﬁ (azj—b2;_a2—|—b2> xc z=(1;0).
CMNMM{MZWMWM%WWW X@%Teféi/rwmbedeng
nots .
z
7] D suffs de calluden

(0;1)2:(O;l)x@(O;l):(OxRO—Rl><[R1;O><[R1+R0><[R1):(—1;0):—(1;0):—1.

Si cela était au programme, la pourrait simplement se résumer en disant que

(C, =+, ><> est un corps commutatif.

En particulier, on retrouve grace a |6 que :

Vz2,22€C, 2272=0<«< 2=0 ou 2z =0.

1 1
Preuve:%zz/:Oetz#Oonb;e/xxbbed;ormo,;xzz/:0 = z/:O.fE@néw[\W
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( )
Détinition/Théoréme 2 (Forme alaéeriaue) :  Tout nombre complexe z = (a;b) peut
s’écrire de maniere unique la forme :

z=a+ ib, avec (a;b) € R?et i? = —1.

s Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée Re (2).

Si Re (z) =0, on dit que z est un imaginaire pur et on note iR leur ensemble.
s Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z notée Im (z).

Si Im (2) = 0, le nombre complexe z est réel dont ’ensemble est noté R

L m L’écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique de z.

Globalement, comprenez que C contient R, que les opérations possedent les mémes propriétés que
celles de R & la différence prés que I’on remplacera i2 par —1 et que I’on regroupera les réels et
les réels facteurs de i pour obtenir la forme algébrique d’un nombre complexe.

Preuve :
|_Existence s Soib 2 = (a;b) un nombre Wﬂeme On o -

z=(a;b) < (a;0)+(0;b) <= z=1(a;0)+bx(0;1)
< z=1(a;0)+ (b;0) x i
= z=ua+ ib.
Unicité:?MWW@@%(a;b)et(a/;b')bgfbwz:aﬂb:aurib&

Onadows a—a’ =@ —b)i < (a—a’;0)=(0;0 —b) <> a=da & b=1.

—

Exemples | :
Wz, =4+7i—(24+4i)=4+7i —2—4i =2+ 3i.
2, =(2+i)(3-2i)=6—-4i+31i —2i’=6—i+2=8—i.
B oz;=(4—-31)2=16—24i + (31)2 =7 — 24i.

Exemples 2 :

. Re(\f )— 3etIm(
m Re(4i)=0et Im(4i)=4.

Remarques :Im(z) =0 <= z € R. En particulier, R C C.

s A

Mé-thode | (Montrer auun nomire complexe est réel ou imaainaire) :

@nmb@'wmm.

s 4 ) /
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Exercice | : Soit la fonction f de C dans C définie par :
1) = 22,
Donner la forme algébrique de f(z).

Dans chacun des cas suivants, représenter ’ensemble des points M du plan dont I'affixe
remplie la condition demandée

@ f(z) R (© Im (f(2)) =
() f(z) imaginaire pur (@ Re(f(z)) =Im(2)
Correction :
g)ounz:x—l—iy, f(z) =22 —y* +2ixy.
() f(2) ER <= In(f(2)) =0 <> ay=0 <> 2=0o0uy=0 <> zERou z€ iR
f(z)e iR < Re(f(2)=0 <= 22=y? &= y=zouy=—2
<:>1\/[ WD&WJZ Q@Wm&/mw
@Im —2<:)xy—1<:)x#0d:y—é
2) W@'WMQ d/'éﬂmab}muy:%.
@Re(f(z)):hn(z) = 22—y =21y = (z—y)?—-242=0
= (x—(1+\/§)y) (:v—(l—ﬁ)y>:0
= yz(\@—l)mwy:(\@+l>x

Avec la forme algébrique, la proposition (1) peut se réécrire :

e A
Corollaire |l :

m Deux nombres complexes z et 2z’ sont égaux si, et seulement si leur partie imaginaire
et réelle sont égales.

o [Re() = Re(®)
FTE {Im(z) = Im(2)

m Soient z =a+ ibet 2/ =a’ + ib’ deux nombres complexes.

e z+z2 =(a+a’)+i(b+0). e 22/ =(aa’ —bb")+ i(a’b+ad’).
. 1 a—1ib
o —z=—qa—ib. ‘Slz#07;:m

Une égalité entre deux nombres complexes pourra toujours se traduire, si nécessaire, par deux
équations entre réels.

Désormais, nous abandonnons la notation d’un complexe sous forme d’un couple, et nous repré-
senterons un nombre complexe sous la forme a + ib.

Il n’existe pas de relation d’ordre sur C compatible avec ses opérations.

En effet, si ¢’était le cas et si <« était une telle relation d’ordre et si on pouvait trouver
deux complexes z et 2’ tels que : z < 2’ alors on aurait

ATTENTION — s0it iz K 17 &= -2« —2 <<= 2 <z = z =27 par anti-symétrie.
— s0it 172/ K iz &= —2 <K —7 < 2 <z = z =2 par anti-symétrie.

Conclusion, tous les nombres complexes comparables seraient égaux ce qui n’est pas
possible.

s 4 ) /
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Proposition 2 (ldentités remarauaeles dans C) : Soient a et b deux nombres complexes.

= (a+b)%? =a? + 2ab + b2 » (a+ib)? = a? +2abi — b2.
= (a—b)? = a? — 2ab + b2 = (a—ib)? = a® — 2abi — b2,
= (a—b)(a+b) =a%—b% # (a—ib)(a+ ib) = a? + b2

|— Preuve:?a&%&udm%ﬁbéambwwﬂw:
(a+ ib)? = a? + 2abi + (ib)? = a? + 2abi — b2,

et
(a—ib)(a+ ib) = a® — (ib)? = a® + b2

@ Conjugué d’un nombre complexe

( )
2—1i

34+2i°

L’idée est de faire disparaitre les nombres imaginaires du dénominateur. On utilise la méme idée qu’avec les

« vV » sachant que i? = —1.

Exenple 3 : Trouver la forme algébrique du nombre complexe z =

D’apres la proposition (2), (a+ ib)(a— ib) = a? +b%. On va donc multiplier numérateur et dénominateur
par 3 — 2% :

L (2—1)(3—21) :4—71 :i_il.

(3+2i)(3—21) 13 13 13

Définition 3 (Conjuaué dun complexe) :  Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle conjugué de z, noté z, le nombre Z = a — ib.

Exemples 4+ :

m 3 —2i est le conjugué de 3 + 2i.
m 7 = 7. Le conjugué d’un réel est lui-méme.

» 3i = —31i. Le conjugué d'un imaginaire pur est son opposé.

Exercice 2 : Calculer les conjugués des nombres complexes suivants

leg_iﬁ 22:\/5_3 23:\/74_177'

Proposition 3 :
VzeC, zzeR,.

/7 ~ (O j .
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|— Preuve_:ﬁooibz:a—i—ibe@%m%;td'm:

ZZ=(a+ ib)(a—ib) = a®> +b* € R,.

Petite propriété simplette qui aura de grandes conséquences dont la premiere :

%wvme%&w@mwa%Jw%ﬁdwmwmmmi&m%& wﬂwmmmwmmmwba¢%mm

Méthode 2 (Forme alaérrique d'un Quotient) :

Exercice 3 : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1 1+ 7
Zo = = —
2T 1y SR

Proposition 4 (Propriétés du conjucué) :  Soit z et 2z’ deux nombres complexes, alors :

z+z/:E+? ‘ézz .‘ V20, (1) i

z Z
‘zxz’:E X 2/ \ vz 7&07(;):2,
En particulier, Vn € Z,

\, Vv

Une fois n’est pas coutume, remarquez que 'opération « passer au conjugué » est compatible avec
I’addition et la multiplication. Fait exceptionnel!

|— Preuve :Hit 2 =a -+ ib ek 2/ = a +1b/dmmmﬁmwxﬁmoeumbom@eumw

‘ %&W:

zx 2 =(a—ib)(a’ —ib') =aa’ —bb’ — i(ab’ + a’b)

z2x 2z =(a+1ib)(a’ + ib') =aa’ —bb' + i(ab’ + a’b) = aa’ —bb" — i(ab’ + a’'b).

@WZXZ’ZE X?&mMMWMﬂENMWWW@O
n 1

3] Bony
&) oec = # 0 inwonible, modifons tout dabord, Laceprassion. de. -~

1 a—1ib _a—ib 1 « (a—ib)
z a+ib (a+ib)(a—ib) a2+b2 a2+ b2 )

@ )7
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : JJ o .. 2220009 )mzy /J{ . ﬂ



PTSI VINCI - 2024 I. ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

1 1 .
%me(aﬁ—lb).

1
go'mmemeﬂ%&ebbaﬂonbo@am?w

@egam&mqnmw

(1) = g x 0= i) = e < 01D

2 a? + b2 a? + b2
1 .
S g latib =2
1 1 1 z
‘JO(?'U@OZ/#OJ <£/>:ZX—/:EX<*/>:EX::§
z z 4 2 2’

—

Exercice 4 : Soit z € C un nombre complexe, déterminer les conjugués des nombres complexes

suivants :
2= 2+5—1 2y = 1242 z3:z+1, Zy = 2+ 1z
z
( )
Théoréme S (Fondamental : Vz € C,
z+z z2—Z

= Re(z2) > m Im (2) >

m2ER <= 2z2=2 m2z€IR < 2=—-2.
\

R.emarque : On retiendra qu'un nombre complexe est réel si, et seulement si il est égal a son
conjugué ou encore si, et seulement si le point d’affixe M(z) appartient a ’axe des abscisses.

Preuve :On o
|_z+z:a+>(+a>(:2a=2Re(z) o z—z=D +ib— I +ib=2ib=2ilm(z).

EE@&M%JLWWPMMTE@ z:Z<:>Re(z):§<:>z€|R. _I
Exercice S : Soit z=a+ ib € C tel que a® + b = 1.

Montrer que si z # 1, alors est un imaginaire pur.

4 N\
Méthode 3 (Nomrres réels et imaainaires purs) :

TmmnMwmmﬁheZe&he&&@o@et&m%ﬁdemmﬂueEZZw
m(z)zO.@«»Wrmwfe,w&usz—Z
EZ—ZMRG(Z):O.GWWPMWHTB%O@QKMPQLZ+E.

@ /
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|I.3| Equations dans C (prélude)
4

~N
Théoréme b (E quation du second dearé 3 coefficients réels) :  Soient a,b,c € R,
a #+ 0.
On considere I'équation :
az? +bz+c=0 (Trg)

L’équation (Trg) admet toujours des solutions dans C.

On appelle discriminant de I'équation (Trg), noté A, le nombre réel défini par A = b? — 4ac.

b
e Si A =0, (Trg) posséde une unique solution : 2z = o
a
—-b+ VA
e Si A >0, (Trg) posséde deux solutions réelles : z = :2l:—
a

—b+iv—A

e Si A <0, (Trg) possede deux solutions complexes conjuguées : 5
a

R

y

Pour l'instant, faites bien attention que ce théoreme ne s’applique qu’a des équations
a coefficients réels. Seules les solutions sont complexes.

I e

ATTENTION

reuve-&d@mmmm%twgmﬂw\ ceﬂederhmnmwoe%'%bﬂue@m%'ebtrﬂw

g@gx)mm@wwuo[uabm

a2 +bz+c=a <z+£>2 A
- 2a 4a?

— TMQ%WWWMAIO&A>OWW&QMWWW.

_ MA<0,%Q,—A>0dxlofbA=(i\/z>2.

%Wwd@'mmmm\mﬂd@%;
<Z+%>2_%:(2+%>2—(14;_A)2
- (++ 0 (),

QWmW&umw&nmde@'wmm@%az2+bz+c:omwm.
1

Exenple S : Soit léquation 22 —2+1=0.Ona A=-3 = (1,\/5)2

Les solutions sont donc z; =

2

1—iv3
et

1+iv3

Z9 = 2
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PTSI VINCI - 2024 II. NOMBRES ET PLAN COMPLEXES

Et, on, la forme factorisée :

1—i 1+i
VzeC, z2—z+1:<z— 21\/§) (z— +21\/§)

Exercice b (A savoir faire arsolument D @ Résoudre dans C, les équations suivantes :

‘ 22 —T72=0. z2—4z+5=0. —8:3z2.

Théoréme 1 : Soit P(X) = a, X" +a, ;X" 1 + ...+ a;X + ay un polyndome a coefficients
réels.

a € C est une racine de P si, et seulement si @ est une racine de P.

|— Preuve:?mwon&%mwm@%%deﬂ%ma:

P(X)=a, X"+ a, X" 1+ .. +a; X+ a,
=a,X"+a, X" '+ .. +a;X+7q

= anX" + an_IX”‘l + ...+ alx + ag.

a et racime de P <= P(a) =0 <= P(a) =0 < P(a) =0 < @ et racine de P.

Exercice T : Résoudre dans C, I'équation z* + 422 — 21 = 0.

Q NOMBRES ET PLAN COMPLEXES

Théoréme & : L’application ¢ : RZ —> C réalise une bijection de R?
(a;b) z=a+1ib
dans C.

|— Preuve @011)1% lo théoréme (5), touk nombre ccwn,rfe/m z Po’mede wn umm:}ue anbtécédent

2+z z—% 9 ) . I
5 93 )domb,[R WWW%EMMWMC%WM&%

Remaraue : Bun Qvnaﬂcff./wbe o'%twﬂe/mnrwnebwdwowm corollaire (1.1) .

Cette bijection permet d’identifier I’ensemble des nombres complexes au plan usuel muni d’un
repere orthonormé direct (O ;% ;0) appelé plan compleze.

v (o /
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Représentation des nombres complexes

Le théoréme (8) permet donc d’associer & z = a + ib € C un unique point M du plan de
coordonnées (a;b), et un unique vecteur (M) tel que (M) = a7 + bJ.

Plus précisément,

Proposition 9

N iR

m A tout nombre z = a + ib on peut
faire correspondre, de maniére unique, b
un point M de coordonnées (a ;b) d'un
plan orthonormal (O ;4 ;). P

M(z=a+ ib)

= Réciproquement, tout point M (a;b)
d’un plan orthonormal (O ;1 ;%) peut i A
étre associé, de maniére unique, a un
nombre complexe z = a + ib.

S

o
N
. A
IS
=

Le plan (O ;4 ;7) est appelé plan complexe.

Le nombre complexe z est appelé I'affize du point M ou du vecteur OM et on écrit
M(z) ou OM(z).

. .

Remarques : L’axe des abscisses est alors naturellement appelé 'axe des réels et I'axe des
ordonnées celui des imaginaire purs.

4 )
[1] = =2+3i 1 M,
2y =3+i
[B) z=-1+2i Qs 1
af z,=2—-1i

Exemple & : L i Ms Mo
g = 1
%o = 2 —
Zp =—2 1
[8] zs=—1-3 M 1+ M
9M6
. .

Exercice & : Dans chacun des cas suivants, déterminer et représenter I’ensemble des points M
dont D'affixe z vérifie I’égalité proposée :

[1] Re(z) = -2 [4] Im (2%)
[2] Tm(2) =1 Im (2%) =
[8] Re(2) >1etIm(z2)>1 [6] Re ((2—1)?)=0

/ /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : JJ b/ 2220009 )ﬂwy /J‘/(de 13 |



PTSI VINCI - 2024 II. NOMBRES ET PLAN COMPLEXES

Proposition |O (Point d'affixe conjucuée) :  Soit z = a+ ib un nombre complexe et M(z)
un point du plan complexe (O ;4 ;) d’affixe z.

b M(z=a+ ib)

ST

Le point M” d’affixe Z = a — ib est le symé-
trique de M par rapport a I’axe des abscisses.

o

"(Z=a—1ib)

_ J

. 2 2
Exercice 9 : On pose j = cos (%) + isin (?ﬂ)

Dans le plan complexe, placer les points d’affixe respective 1, 1, i, i, j et j.

Module d’un nombre complexe

4 )
Définition + : Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe
(O;4 ;) daffixe z.

iR
On appelle module de z, noté |z|, la distance .l M(z = a+ ib)
OM i.e. le réel positif tel que :
v O
21 = [[oM] )
— 2 2 i X
=va®+ b2 ﬁ)\
ol a4 e R
. V.
Exercice IO : Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :
2y = 3+4i Zg = 1—1 Zz3 = —d—2i Zy = —9 25 = 9t
e N
Proposition || - Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes.

m 2z = |2|2 =a? + b2

1 _
En particulier, si z # 0 alors — = o
z |2f?
mzl=0p < 2z=0g
m|—z| = |2 et |Z| = |7|. m |z x 2| =z x ||

(i? (/ ) 7 //ﬁ
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : (,\44 L/’4ﬁ7}2/ 77 /(W/%/d'{/d . 14 |
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En particulier, Vn € N, |2"] = |2|".
1 z_ 14 :
z:m, avec z # 0. ?_]z/\’avecz +0
En particulier, Vn € Z, |2"| = |2|".
[Re (2)] < |zl [Im (2)] < 2]
W

Remarque :Sia est un réel, |a| = Va @ =+/aa = Va? car @ = a. La notion de module dans C
généralise donc celle de valeur absolue dans R.

Preuve :
|_ - %w&&dempalﬂ%: 2Z=(a+ ib)(a— ib) = a® 4+ b% = |2|2.

1z
&W@EZW%LM@WWWW%@?@

—2l=0 &= 4+ =0 <= a=b=0 < 2=0.

MWWQIW@WWMWWW(ZZOC)&WW@
(|Z‘:0[R)l
Urme autre manisne et d'sonine -

|2]=0 <= 22=0 < 2=00uz=0 < z=0.

— a2+ b =|—z =z = |7 wmw&mﬁd?adé%m&b;m:
|2 = \/(=2)(=2) = V(=2) (-2) = Vzz = |].
Fl=VE=viz=Va=|.

- \zxz’|:\/(zz/)><(zz’):\/zxz/EX?:\/zExz/?:\/zéx\/z/?:|z|><|z’|.
- emnmz#OQQxyw‘z‘#OetE#()etma:

1 1X<1>_ 1><1— r 1 1
2l \ 2 z) Nz z Vz Vaz |2
1 1 .
Mmeoubiewwtﬁodeebtdemmbw)v z><722’><721:1b.e,.7%bgim/ue)mde
z z z
1
|z| woit —-.
||
z Xl‘ 12| x 1 2] 1 |2
— — | = |Z — | = |Z — | = (Z = .
z z 4 Iz |Z]

- @oitfmmymmwm?uea2<a2+52ou/b2<a2—|—b2?

—

Exercice | : Dans chacun des cas suivants, déterminer le module du nombre complexe proposé :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : g Jozrntiees € >///%/JU . 15



PTSI VINCI - 2024 II. NOMBRES ET PLAN COMPLEXES

1+iv3
B ,<1+i> o V3 —2
2= \15 Vet ive

o= (V3—i)(-1-1i) 23=< _3i )2

‘ Inégalité triangulaire

( )

Proposition [2 (Inéaalité trianaulaire) : Pour tout 2;, 2, de C on a :

2] = lzal| < l21 £ 25] < 2] + |25

En particulier, |z, + 25| = |2] + |23] <= 2z, =0o0u Ja € R, tel que z; = az, i.e. les points
d’affixe z; et z, sont alignés avec 'origine sur une méme demi-droite.

\,

|— Preuve :Tm@mﬂa&xédem on o :

2 + 2| = (21 + 2) (2 + ) = (21 + 22)(Z1 + Z3)

= [21* + [22|* + 2Re (21 73) (VIIL1)
< J21)? + |22 + 2|Re (2173 | (VIIL2)
< |"<71|2 + ’272|2 + 2|Z1Ziz| = |Z1|2 + |"<72|2 + 2|2y || 25] (VIIL.3)
= (|l + 1)

?ﬂeﬂa&b@@nﬁedmh@oﬂbwhgudmo |2 +22’ < |Zl‘+’22|.
Joun Limegalite de qandhe, il sl d'scnine que 21| = |21+20—20| < 1 +2| s | e 21| —[20] < |21 25

ﬂ’mwm z1 b Zy, on @ aussi |z — |21] < |21 + 25
En condusion, ||21] — 2| < |21 + 25

SDW aoin Qecd,of»t@ |2y + 25| = | 21| + | 25| oo len m%alw;% (VIIL.2) e (VIIL3) doisent éne
don saalhiin

Lve.

2Re (217;) = 2|Re (2,%3)| = 2|le‘~
Finsi Re (2,75) € R, it
— _ _ 12

<> Re(z%)° =Re(5%)° +Im(2,5)°

= Im(z,7)° =0
&dm@m&m&ezlge&d@mmm@@ﬂ[\mm%)\
501,2’220, ‘Zlfg‘zlfﬁ&mmmeﬂam

) . - _ Z9%y _ 217y _ _ .o
Sovwrgo%gumte/mechwmd; zy =21 X |22|2 = |z2|2 Xzz—WXZQ—OzZ2mOé—WE[R+.
szlza22maeR+,ma@oM:
21 + 25 = [ (@ + 1) 25| = (@ + 1)|2za] = @ 25| + 22| = [azy] + [23] = |21] + |25 ].
T >0

’g) // K 0 (7 ” / f
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : _Soi . Jorratives r;/z/ lvaed e 16 |
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Remarque &L’IM‘ITLQOW Zq ‘[\/CV‘L/ —Z9, OM Q. aubbL :

Hzl| - |32H < |z — 2] <z + 2]

—

Quoi qu’il en soit, on a coutume de dire qu’on majore les valeurs absolues de réels et les modules
de complexes.

L’inégalité triangulaire peut s’interpréter géométriquement de la maniére suivante : si z et 2’
représentent les affixes de deux vecteurs U et V alors :

[0+ 9] < o] +[[v]}

Le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire correspond donc au cas ou les vecteurs U et V sont
colinéaires de méme sens.

75

+z)

el

Figure VIII.1 — Inégalité triangulaire pour les normes de vecteurs.

@ L’EXPONENTIELLE SUR 7R

I11.1} Fonctions vectorielles
4

Définition S : Soient I un intervalle de R et f: I — C une fonction de la variable réelle
a valeurs complexes.

On définit les fonctions :

m partie réelle de f: Re(f): IT——>R
x Re (f) (z) = Re (f(x)).
m et partie imaginaire de f : Im(f): I———>R
x Im (f) (z) = Im (f(z)) .
On a alors :

x f(a) =Re(f) (z) + 1 Im (f) (2).
. 4

En identifiant C au plan complexe R?, la fonction f est un exemple de fonctions, dites vectorielles.

En particulier, on peut également définir les fonctions f et |f| par leurs valeurs sur I :

C /7 /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : JJ o . 22000000 r;/y /J{ . 17 |
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Vz el o flz)= f(x). o [fl(z) = /()]
On retrouve alors les formules, dites d’Euler :

e ke =77 em(n=_

Il

Exercice 2 : Soit f:z+— sinz + i(z? —1).
Définir les fonctions Re (f),Im (f), f et |f|.

Théoréme 3 (Continuité) :  Soient I un intervalle de R et f: I — C une fonction de la
variable réelle a valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.

|— Preuve : Gout ’ve]'uo@e, Uk Qune%oﬂbe blwm&au@a,\he de lo proposition (12) . it @ un doment
de L

Sou/[\?mw Re (f) et Im (f) conbimues en a. Jons
|f(z) = fa)| < [Re (f) () = Re (f) (a)] + [Im (f) (z) — Im () (a)].

quided%mécaoz;t%de@a proposition (11) :

[Re (f) () —Re (/) (a)] = [Re (f(z) — f(a)) | < [f(2) — f(a)]

|tm (f) () — Im (f) (a)| = [Im (f(2) — f(a) [ < [f(2) = f(a)].

—

( )
Théoréme 4 (Dérivarilité) :  Soient I un intervalle de R et f: I +—— C une fonction de la
variable réelle a valeurs complexes.

f est dérivable sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont et on a :

Vvzel, f'(z) =Re(f) (2) +iIm(f) (2).

i—~denboun suisant les besoins

|— Preuve:?mael.&wwm%de@mme&aW

f(z) = f(a) Re (f) () = Re(f) (a)

S~ (Re(N) () + i Im(f) (a)) = — —Re (/) (a)
L (Im DE I @ _y, (a>) |
P Do lim Re (f) (wi_aRe (Nla) _ p. (@) & lim Im (f) (x;_im (Nla) _ Y (a)
eccinbant, on oltient alors

f'(a) =Re(f) (a) + i Im () (a).

g/ A o (7 / f
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%WWW*EW%‘M&MW%W

Re() (@) =Re(N(@ _ g (' (a) = Re (

Tr—a

IO=D ).

wwﬁhmw IRe (u)] < |ul. —

Si f est une fonction a valeurs complexes, ce n’est pas encore a proprement parler, une
fonction complexe car elle n’est pas encore « de la variable complexe » mais plutot un
cas particulier de fonctions vectorielles.

Augmenter le but, ne pose pas vraiment de problémes et I’on pourrait tout aussi bien
considérer une fonction a valeurs dans R™, pour n € N*.

ook - |
€T <f1<$)7 f2<l‘),..., fn<SL‘>>

Augmenter la source, demandera de redéfinir totalement les notions de continuité et
de dérivabilité notamment a partir d’une topologie de C a définir aussi.

On parlera alors de fonctions holomorphes qui ont de tres puissantes propriétés no-
tamment leur analyticité. To be continued...

Exemple T : La fonction f: R ——> C est dérivable sur R et on a :

x sin(x) + i e*.

f/(z) = cos(zx) + ie®.

Exercice I3 : Montrer que la fonction f : & — sinz+1i (z2—1) est dérivable sur R, et calculer f.

Un grand nombre de résultats concernant la dérivabilité des fonctions a valeurs réelles sont encore
valables pour les fonctions & valeurs complexes.

Citons par exemple :

e 2
Proposition IS : Soient f et g deux fonctions & valeurs complexes définies sur un intervalle
ICR.

Alors, pour A € R, les fonctions Af + ug, fg et I , si g ne s’annule pas sur I sont dérivables
g
sur [ et on a:

‘_l'a-19

Of+o) =Af +ds (o) =farid et (1) -

g

Preuve %M@wm&mwametwmn%m .M»mlﬁombra}u@wm%ﬂue f9) = f'g+fg
|_%mtmtf1,f2,gletg2@%gmma @m?mmdefetgm?mm

fg="(fi91 — f292) + 1(f192 + fo91)-

&d@lwgmtet%idmﬂ%am@om%d'umera&:

(fg) = (fig1 + f191 — f592 — fa95) + i (f1g92 + f19§ + fo91 + fa91)-

v (o /
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@'owbvepo)ﬂ; e@/n,de/w@,@oﬁm/nb g+ fq -
flag+fg =(fi+1if5)(g+1ge)+(fi+1fa)gr+1g5)
= (fig1 + f191 — f392 — f295) + i (f192 + f195 + f591 + f291)-

Don Qe%ofuae —

I11.2} Notation d’Euler

Soit f la fonction définie de R dans C par :

f: R ——> C

0 f(0) = cos(#) + i sin(h).
‘ Comme somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est aussi dérivable sur R et on a :
VO eR, f/(0) =—sin(0) + icos(f) = if(0).

[2] fvérifie f(0) = 1.
‘ La fonction f est donc solution de probleme de Cauchy :

y =iy
(&) {y(O) =1.

‘ Par analogie avec les systémes d’équations différentielles linéaires du premier ordre de la

y(0) =1

comme définition : V0 € R, f(0) = e'?.

[
forme {y -y dont les solutions sont les fonctions de la forme x +—— €%, on pose

Condusion : |VaeR, ¢ = cos(6) + 1 sin(6). I

Cette notation est due a Euler a qui on doit la magnifique relation du méme nom pour 6 = ,
e!™ = cos(m) + i sin(m) = —1.

Autrement écrit :

( )

Théoréeme |6 (Relation dEuler) :  Pour tout nombre réel 0, on a :

(VIIL4)

Cette relation relie d’'une maniére quasi-miraculeuse, les 5 constantes universelles des mathéma-
tiques 0, 1, 7, i et e et avec elles, relie, dans l'ordre, 'arithmétique, la géométrie, I'algebre et
I’analyse.

’g) // K 0 (7 ” / f
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s

\‘
Proposition 1 : Soient 6, 8’ € R.
Alors :
el =1. VneN, (el?)" = eni?.
|etf| = 1. eld = =10,
ei0+0) — 10 x @it el = el? —= =0 [2q].
\

On récupere ainsi toutes les propriétés de ’exponentielle réelle.

Pre_uve
|_. = cos(0) + isin(0) = 1.
. |et?] = \/cos2 6) +sin*(9) = 1.

el0+0) — cos(6 +0') + i sin(f + 6) :
= cos(f) cos(8’) — sin(#) sin(6’) + 1 (sin(f) cos(#") + cos(f) sin(0"))
= (cos(f) + isin(f)) x (cos(0") + i sin(6"))
16‘ 19

. ﬂ)mmuvmmn@ramdego,n&ohmrmecedmbe
. %w@bdm&duﬂ.&m@awmwcm&sm:

€10 = cos(f) + i sin(0) = cos(#) — i sin(f) = cos(—0) + i sin(—0) = e 1.

w0 e cos(f) = cos(0)’ — 0 9
IEI eif — oif <:>{sin(9):sin(0)/ <= 0=¢6¢ [2n].

I11.3}] Nombres complexes de module 1

En remarquant que |e'?| =1 i.e. le point d’affixe e'? se trouve sur le cercle de centre O et de
rayon 1, on est encouragé a s’intéresser a ce dernier :

-

Définition & (Cercle triconométriaue) :  On appelle cercle trigonométrique et on note
U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :

U={zeC/|z|=1}.

Conséquence immédiate, V6 € R, e? € U.

Proposition 18 : Soient z et 2’ deux éléments de U.
Stabilité par la multiplication : zz’ € U.

1
Stabilité par 1’inverse : — =%z € U.
z

Preuve
|_ Joient z 2 € U. |22 | = |2zl x [/ =1x1=1 = 22’ € U

g7 any Y= . ]/”
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[2] S 2z €. ﬁMz#OQt‘ ‘_7:7_1 @ome[U

1
%le = orxz=1 &= - =
z

wl

—

Remaraue : Tout élément de U admet donc un symétrique (inverse) pour la multiplication. Le
produit de deux éléments de U est encore un élément de U et 1 € U. Ces trois propriétés font dire
de U qu’il est un groupe multiplicatif a 'instar de R*.

Exercice [+ : Démontrer que, Vz € C\ {1}, i €iR < zel.

Théoréme 19

[U:{eie, GE[R}.

Preuve Iecvm/me, ‘6i9|= \/COS20—|—Sin29=1, O’WOJKOO,QE’AW@WC {eie,QE[R} c L.
QWWWMWCOS&SiDMWM dmoe*wﬂebu%ommnw

coondonnées (cos(f) ;sin(6 I\DU)I/LM\/O@)LJJC\MI/ 0€R ie Iwu/ua%vxe 2z =cos(f)+i sin(f) = e!
ﬁ'mcofrmfwbwm [U:{eie,HER}. _I

Plus particulierement, tout nombre complexe de module 1 peut s’écrire € ou 6 € R.

Le réel 0 est, de plus, unique si on impose 6 € |—m; 7.

7

Corollaire 9] :
1] La fonction 6 — e'? est surjective de R dans U.
]

Plus précisément, c’est une bijection de tout intervalle [a; o + 27| sur U.
La fonction (r;6) — rel? est une bijection de R x |—m; 7] sur C*.

Preuve :
|_. Somfhﬁebmtmw théoréme (19).
l 5%&26@* eoxnvmez#OoQorwr:M#Oetom,Wémm@’—;EU

%Wo&n@mwee]_ﬁ;ﬂ]b&wg:ewwm% . ““'T‘Q@
(T;H)E[ij]—n;w]uiw:

z=|z] elf =relif,

iwﬁwmw (r;0) — ret? %L&mvum@«aecbofmde R% X |—m; 7] sun C*.
—

g/ Vi Ry / /
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Q FORME POLAIRE

Forme trigonométrique et exponentielle

De maniére pratique, le corollaire (19.1) se traduit par le résultat suivant :

(Dé-cir\i'tior\/‘l'kéoréme T e \
‘ Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique réel strictement positif r et
un unique # € R modulo 27 tel que :
z=re" avec r = |z| (forme exponentielle)

= 7“( cos(0) + i Sin(@)). (forme trigonométrique)

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique/exponentielle/polaire de z.

\ Tout réel 0 de ce type s’appelle un arqgu- 5
ment de z et est défini modulo 27 par les !
relations : Im (2) = 2] Sin(8) oo M(z)
N
R I
cos(6) e (z) et sin(6) m (2) il ;
|| Ed 17)\ argz = 6 [27]
Ol @1 Re (2) = |2| cos(8) R
On note alors arg (z) = 0 [27].

[3] Dans un repére orthonormé (O;;%), arg(z) est une mesure en radians de I'angle
(ﬁ ; OM) ou M est le point du plan d’affixe z.

‘ L’unique mesure de cet angle dans |— ; 7] définit ’argument principal de z, noté arg (z).

Le réel r correspond au module, on fera donc toujours bien attention a ce qu’il soit un

ATTENTION nombre réel positif.

Par exemple, —1 n’est pas le module de —e'™ = 1.

Remaraues :

On ne peut pas définir d’argument pour 0, mais son module suffit a le caractériser.

On a vu que si 6, est un argument de z, l’ensemble de ses arguments est de la forme
{90 + 2%, ke z}.

Le réel 0 est unique si on impose 0 € [0;27] ou 6 € |—m; 7.

Connaissant la forme algébrique d’un nombre complexe, on peut donc obtenir son module

et son argument a partir de ses parties réelles et imaginaires.

On obtiendra alors une mesure exacte de 6 si cos() et sin(6) sont des valeurs connues comme
1 V2 V3 .
e

3 5 g .. Sinon, on obtiendra une valeur approchée a 'aide de la calculatrice.

, o /
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plexe non nul.

Théoréme 2.0 (Caractérisation d'un réel, dun imaainaire pur) :

Soit z un nombre com-

m2eR << argz=0oun 21 < argz=0 [n]
. T i
mzeiR <= argzz:};§ 2n] < argz= 5 [].
IR

%V

Figure VIIIL.2 — Réels et imaginaires purs caractérisés par leur argument.

Un nombre complexe peut donc s’écrire sous trois formes bien distinctes

: algébrique, trigono-

métrique et exponentielle. Chacune d’elles sera a préférer aux autres suivant le type de calculs a

effectuer. Pensez-y !

s

Exemple & : Différentes écritures du nombre complexe 1 + V3

Forme exponentielle | Forme trigonométrique

Forme algébrique

™
3

2 el

2[oos (5) + 1in (5)]

1+ivV3

Exercice IS : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

=5 () v i)

zy = cos(m) + i sin(m)

( )
Exemples 9 @ Quelques exemples classiques & retenir ou & savoir retrouver :
™
i0 __ i27'r:1. =
" e_,, © s V2e 4 =\/§(:osz—|—i\/§sinI
me'z =1i. 3 4
= eiw:efiw__l. =1—|—1
™ K
= 2¢ 3 :2cos§+1231n— um 2¢ 6 =2cos%+ i2sing
=1+1iV3. =v3+i.
\,

vz -
CHAPITRE VIII : 644 L/4é772/

Lycée Jules Garnier

V=

200 ?Q(W?%/dzd e,j



PTSI VINCI - 2024 IV. FORME POLAIRE

_iZ .
e 2 =-—1

Figure VIII.3 — Formes exponentielles remarquables

( N\
Exemple IO (Forme exponentielle, triconométrique et alaérrique) :
z=4el T (Forme exponentielle)
3 3
=4 |:COS (ZW) + isin (Iﬂ)} (Forme trigonométrique)
2 2
=4 _£ + i£
2 2
=—2v2+2iV2. (Forme algébrique)
\,
Exercice |6 :

Déterminer la forme exponentielle de 'affixe
de chacun des points A, B, C, D, E et F placés
dans le repére donné ci-contre :

>

[T I

s 4 yany , /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : 544 o« Jez720005 Wy /ﬂ’de
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s N
Exemple | © Quelle est la forme algébrique de z = 1 cos <5—7T> + i sin (5—7T> ?
V3 6 6

11 suffit de calculer et développer :

N
Il
Sl -
|
oS
_|_
N =
i/
Il
-
+
I

~

Méthode 4 (Mettre sous forme triconométrique un Nomere complexe) :
?o&z=a+ibummom99wm,rfememmgohmap%éﬂhw.
@/moaﬁou,&z |Z| =+va? + b2

. a . b
On CRQUCR&QM\%?& 0 tel) que cos(f) = — b sin(f) = P

2]

arctan ( [27 sia >0

) l2l
Jﬂbwmbj,a#o,ﬁz arctan >+7r[27r] sia<0eb b>0

VS
Q| o | o

arctan(a)—w 27] s a<0e b<O
MWW%%W&W@WW@QA@@@L@WMW
cos(6) ef sin(f) dams Q%O[\hebtwcvrv
a )
z = |z (m+1m)

s a
Exemples 12 :
2
arg (3 + 21i) = arctan (§> [27].
. 37
arg (—1 + i) = arctan(—1) + 7 = e [27].
arg (—3 — 1\/§) = arctan @ —7 = om [27].
3 6
\,
( )
Exemples |3 : Déterminer la forme trigonométrique des nombres suivants :
1—i] =v2
1
Q=i —gsd &) -2
(o) =--
sin =——
V2
Do o _ 7 i o L
Dot r =2, 0= I 27] et 2y =1—14 \/§[cos( 4)—|—zsm( 4)]
= \/ﬁefi%,
|-v3+i| =2
3
oz, =—V3+i: cos 0 :—g
1
(g - &
sin(0) 5
. v

Do ot Do |
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Dour=2,0= —% et 2, = —V3+i=2 [cos (—%) +4sin (—%)]

SIE]

=2¢ !

Exercice 1 : Trouver un argument des nombres complexes suivants :

@) 2z =-2+2i. 2] z,=1-1iV3.
Correction :
L X
Sm(a):\2+2i\zx¢§:7
Done arg(72+2i):%r.
1 1
cos(f) = ———= = =
1—1iv3 2
zy=1—1iV3 : ’ | i/\gf| V3 = 95—% [27).
Sln(e):—m:—7

Done arg (1 —iV3) = —g

-

Tout d’abord, on calcule |z| = |1 + 1\/§| =+/1+3=2.

Puis, on factorise l’expression de z par |z| :

1. .V3
z—2<2+12>.

T

3 [27].

Do, z—2<cos73r+ ising> =2e'3.
N

Exemples 4 (Factorisation directe) ©  Quelle est la forme trigonométrique de z = 1+ iv/37?

On cherche, sur le cercle trigonométrique quel est ’angle qui a pour cosinus 3 et pour sinus Ek Cest

Remarque : Dans certains cas, il est inutile de faire tous les calculs : la forme trigonométrique

se « voit » :
— 1=cos0+isin0 donc |1| =1 et arg(l) =0
; (”)Jr' ' (”)d li| =1 et arg (i) = ~
— i=-cos (= isin (=) donc |i| =1¢e = —
! 2 2 & 2

— — / =
CHAPITRE VIII : @% u4f//¢72/ v gﬂi/%/d‘/& {f
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‘ Reégles de calcul en notation exponentielle

Théoréme 21 :
|2 = |2'|

Vz,2/ €eC* z=2 &
arg (z) = arg (2') [27]

Autrement dit, deux nombres complexes sous forme exponentielle sont égaux si, et seulement si

ils ont méme module et méme argument modulo 27.

|— Pr‘euve Sommlbdm'nmnﬂ)mm,]ymzzz‘ leetz—|2/‘€19fnmmufb,m@@un

12l

z=2 = |z el =|]|e? = = 00 ¢ R*.
Ed

Oh, €00 ¢ RY < 0—0"=0 21 < arg(z) =arg(z’) [27].

. 2 _ o i o s , —

Mocies alons o= '=1 < |z| = || eto%b@emfbo,tw\b&

( N\
Proposition 22+ Soient z = re'? et 2/ = r’ ¢'? deux nombres complexes sous leur forme
exponentielle avec 7, 7" # 0 et n un nombre entier :

Yo i0 a6 i(6+0) i0 r ’
= Produit : re ><.7"ne r?“ e . = Quotient : = _/61(9_9)
» Puissance : (re'?)” = r"einf. re ) r
s Conjugué : rei =re1?, m Inverse : il ;e_ie.
k,
Moralité :

— Les formes trigonométriques et exponentielles sont adaptées aux produits de complexes

— Les formes algébriques sont adaptées aux sommes de complexes.

|— Preuve:%m@@qum@m'%meJm@mede?a@mmmwe@&
—

-
Exemple IS (Forme exponentielle et caleuls de produits et Quotients)

PR BY s
On considére les nombres complexes z; = 2 el 5 et z, = 2V3 e
1 2

4 _ (2\/§eig)4 Z2 _ 2\/3‘6;%
) . 4 . Z 2e's
2125 =2x2V3 x e'F x &' ¥ :(Q\f) eld% 2\f .
=43¢ (51%) = 144", 2 S
=v3e 15,

=436 7,

\,

Exercice 8 : Etablir 'égalité suivante :

(o 5) = 1 (5)) (57 00 = 3 oo () 1 ()

Z ) 7 2 2
CHAPITRE VIII : 5%4 L/'J/K{?}?/ red O/M/%érm e,,f
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IV.3” Argument d’un nombre complexe

L’analogie avec la fonction exponentielle et I'idée géniale de remarquer qu'un nombre complexe
puisse se mettre sous une forme exponentielle permet d’obtenir rapidement et simplement grace
ala proposition (22) des propriétés sur les modules et les arguments. Concentrons-nous donc
sur ces derniers.

s 2
Proposition 2.3 (Propriétés alaérriaues) :  Soient z et 2’ deux nombres complexes non
nuls.

m arg(zz') = argz + argz’ [27]
= arg <i) = arg (z) = —arg(z) [27]

m arg (3,) =argz —arg 2 [27]
z

En particulier, Vn € Z, |arg (z”) = narg z.
\ Y

PNRONERIONE | are(—2) = 7+ arg 2 [27).

Bien sfir, tout le monde aura remarqué que la fonction arg se comporte comme la fonction In
avec les produits.

Preuve : $o proposition (23) nest crwu/ru cab Pamﬁm de o proposition (22) en
@%MWWWMWZ:TGiQ&Z/:T/GiOI mmmgmm
’r_ ig i / £1(6+6)

- zz'=re'? xr'e” =rr'e - Donc arg (z2) = argz + arg 2’ [2x]. 13!

1 1 .
197 —if _ — a—if
re re- &MZ#O@T#O 119 Te abmhe%andnﬂ\bﬂw@@bomau/mm@
on olitient arg (z) = —argz [2] & arg (;) = —argz [27]. 14

arg <§) = arg (z X zl/> = argz + arg (;)

=argz —argz [27]
mmgmmm@ewm Phodu&etmuﬂ&m@e@%ommuﬁebrﬁmdm mmrm{%m
Q@@WWW,JZQ@

— == L ei0-0) — arg (é) =argz —argz [27]. "
z

’

z T
— Yo dernisne assertion est une c,cvnbeﬂ uence de (Tew)n = pneind (6]
[3]. Sur les modules, on obtiendrait |z2’| = |z| x |2’].
|4]. Sur les modules, on obtiendrait |z| = |z| et |f‘ = =k
z z

L
[5]. T

ED
|6]. Sur les modules, on obtiendrait \z”\ =|2|".

e ([ /
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M(zz")

|227]
M(z")

M(z)

0, + 0,

)

0,

Figure VIII.4 — Dans la multiplication de deux nombres complexes, les modules se multiplient et les argu-
ments s’ ajoutent.

( )
Exemple |5 En reprenant les notations de I exenple (15) , on obtient, sans calculs :
m arg(z,2,) = arg(z,) +arg(z,) = g + % = g [27]
1
m arg (Z) = —argz; = —g [27]
m arg (i—j) =argz, —argz; = g — g = —% [27]
.
Exponentielle complexe
Définition & © Pour tout nombre complexe z, on appelle exponentielle de z, noté exp(z)
ou €%, le nombre défini par :
exp(z) — eRe(z) % elIm(z)
\
im im 1 i e ie?
Exemple [T : €272 = e2e2 = &2 (——l——) =—4+ —
2 V2 V2 2

Si z est réel ou imaginaire pur, on retrouve respectivement I’exponentielle réelle et ’exponentielle
définie sur les imaginaires purs au paraaraphe (III) . Cette définition prolonge donc ces deux
définitions.

En particulier, si z € iR alors e* € U.

Ici aussi, ce n’est pas encore la fonction exponentielle complexe qui existe et qui est
définie par
e: C—>C (VIIL5)

ATTENTION o n
< e = Z o

n=0

mais seulement la définition algébriqgue du nombre complexe e”.

Do s Tt |
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De fagon immédiate, on a les résultats suivants :

Théoréme 24 (Morphisme) @ Soit (2;2) € C2.

e% X ez/ — eerz’

Encore une fois, la relation précédente n’est facile que par la définition algébrique que I'on a donné
du nombre e*.

Montrer cette méme formule dans le cadre de la fonction z +— e* définie en (VIIL.5) demande
un peu plus de bagages mathématiques. Le théoréme (24) est d’ailleurs une propriété carac-
téristique de cette fonction.

- )
Proposition 25 (Forme alaéerique et polsire) @ Soit z € C.
= Re(e?) = ef°*) cos (Im (z) ). = Im (e?) = eR°(® sin (Im () ).
| e?| = eRe®, m arg e = Im (2) [27].
Z _ o Z 1 _
e =en nVzel, e##0et —=¢e"
eZ

\,

|— Preuve : B suflit decnine e didentifien & pantin de -
e = ef® (cos (Im (2) ) + i sin (Im(2) )).
P s ) ' N 4 N )
Bur lo, dernisne assention, powy toub z € C, d,o,Tuw:, le théoréme (24) .
e x e”=¢el=1.

On on déduit dewco Roses :

fo,lmmmm esz%mMP&mw e~
%o neconde ez@atmmbxﬂﬁewboubzeﬂjd:mtmwme& e .

Théoréme 26 (Noyau de l'exponentielle) : Soit (z;2') € C2.

. o { Re(z) = Re(?)
) = Im(2) [27]
2

s 4/ Sy Y= . ]/”
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|— Preuve @%@ @a»t maintet gom it (2;2') € C2

I
|
)
|
|
%
|
|
>|<z+2i7r
|
|
%
|
|

Imz 4 A

z—4im

|
X
I
I
f

Figure VIII.5 — Nombres complexes ayant la méme exponentielle.

Théoréeme 21 (Imaae réciproque) : Soit w € C un nombre complexe.

m Si w =0, I’équation e* = w n’a pas de solution.

m Siw # 0, 'équation e€* = w a une infinité de solutions définies par :

Re(z) = In|w| et Im (2) = arg (w) [27].

|— Preuve:%%bd’m(m)&uéﬁc&téamm&ebwg&

Exercice |9 : Résoudre dans C, I’équation e* =2+ 1i.
. 1 . 1 .
Correction : z=_1In(5) + i arctan (§> [2i7].
9

Moralité : Le théoréme (24) et le théoréme (26) montrent que 'application exponentielle
est un morphisme continue surjectif de (C, 4+) dans (C*, x) de noyau 2i7Z.

2
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Théoreme 2.8 (Dérivée de composées) :  Soient I un intervalle de R et ¢ : I+ C une
fonction dérivable sur I.

Alors la fonction f = expoy = e¥ est dérivable sur I et on a :

Viel f/(t) =/ (t) x e?®.

|— Preuve :Ofn, a w/PAdmnmL :

fi=Re(e?) = ef@cos(Im(p)) e f, =Im(e?)= R sin(Im(p)).

?mwwdmde@ommmamo%wnlj exp(@)%tdéhymﬂ)eml
d,'a,]m@h,ge théoréme (14)@%W%W®d@wm%wﬂ%wo@w:

(e“”)/ = f1efi(cosfy+ 1 sinfy) + ef1( — fosin fy + i f5cos f,)
=(f1+1fo)elr(cos fy+ i sinfy)
= ¢’ e”.

Exenple & @ PouracCet f:at— e Vo R, fM(z)=a™ e*® =a™ f(x).

Exercice 20 : Dériver les fonctions complexes ¢ s e© et ¢ — garecos(t)+iarcsin(t)

Q APPLICATIONS A LA TRIGONOMETRIE

Les théorémes et propriétés qui suivent illustrent bien le potentiel de la forme exponentielle
en simplifiant un certain nombre de calculs liés a la trigonométrie. Nous présentons ci-dessous
quelques méthodes & connaitre.

( )

Exemple 19 (Expression de cos {5) : 1l suffit de remarquer que 1—7; = g — g

D’ou :

(1 BY (2 VB _VEAVE | VB
S\ 2 2 2 2 /] 4 4
Par identification des parties réelles et imaginaires, on trouve :

m V6+ V2 e
cos (—) = # et sin (E) = 1

S owstins Conpan )
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Formule d’Euler et de Moivre

Commencons par réécrire une des assertions du théoréme (5) :

VzeC, Re(z)zz+z et Im(z)zz_,z
2 21
Proposition 29 (Formule dEuler)
10 | o—i6 6 _ 6
VOeR, cos(d)= % et sin(f) = %
i

En particulier, les fonctions sin et cos sont respectivement les parties réelles et imaginaires de la
fonction 6 — e'?.

Preuve :@fn, a
|_ e'? = cos(f) + i sin(9),

e = cos(f) — i sin(h).

Exercice 2| : Développer A = (e'? — 1)3 et B=(1+ 619)4.

Remarque : VzeR, ch(iz)=cos(x) sh(iz)= isin(x)
cos(iz) =ch(x) sin(iz)= ish(x).

Il est alors aisé de retrouver les formules trigonométriques hyperboliques & partir de leurs homo-
logues circulaires.

Par exemples :
Vx €R, cos?(iz) +sin?(iz) =1 <= ch(x)? —sh?(x) = 1.

Va,beR,cos(i(a+b))=cos(ia)cos(ib)—sin(ia)sin(ib)
< ch(a+b) =ch(a)ch(b)+ sh(a)sh (b).

Théoréme 30 (Formules de Moivre) : Soient € un nombre réel et n un entier.

(cos(@) +1i sin(ﬂ))n = cosnf + i sinnd.

Preuve : Mawdem%aﬁawa&mmw%o%bwmm

ngscnitune de la proposition (17)

()" = e <= (cos(0) + isin(6)) " = cosn+ i sinnd.

/ /
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Un peu dhistoire :

— Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-Frangois - 1667, Londres) était un mathématicien amsi
des physiciens et astronomes Newton et Halley qu’il rencontra lors de son exil forcé en
Angleterre a la suite de la révocation de U’édit de Nantes en 1685 et la recrudescence des
persécutions contre les huguenots ®. Il faudrait théoriquement dire « formule de De Moivre »,
(selon la régle de conservation de la particule onomastique pour les noms d’une syllabe,
comme de Gaulle), mais on dit plus souvent « formule de Moivre ».

— La version démontrée par Moivre est la version donnée avec les fonctions sin et cos, le lien
avec les propriétés de Uexponentielle n’ayant été découvertes que plus tard par Euler (19°™¢
siecle), qui est a l'origine de la notation exponentielle el?.

a. protestants (ndp.)

s ~
Exemple 2.0 (Duplication des anales) : A laide des formules de Moivre, on peut retrouver les for-
mules de duplication de cos 26 et sin 20 :

D’une part, (cos(9) + i sin(@))2 = cos(26) + i sin(26).
D’autre part, en développant, (cos(6) + i sin(9))2 = (cos?(0) —sin?(0)) + 21 cos(0) sin(6).
En identifiant, parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos(26) = cos?(6) — sin®(6) et sin(20) = 2sin(@) cos(0)

A Taide de la forme exponentielle, on peut trés facilement retenir et redémontrer les formules
d’addition des sinus et cosinus.

Ve

Proposition 3l (Formule d'addition) : Pour tous réels a et b, on a :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).

b

|— Preuve:Tmma&bhéJ@ma:

e'* =cosa+ isina et e’ =cosb+ isinb.

On, €' x eib = e1(@) — cos(a +b) + i sin(a + b) mais aussi :

ele x eib = (coscH— i sina)(cosb—i— isinb)

=cosacosb—sinasinb + i(sinacosb+cosasinb).

&Wwwﬂ%@wmo@u@@@%mw@wmﬁ%%w@@m&w
deWmTfm»enbron—betd,u,ujz,&wb@@rom’bédeCOS&@W@Slnwm@@dgjw'_lgme,

g/ A o (7 / f
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Linéarisation des puissances de cosinus et sinus

Les formules d’Euler permettent, comme on 1’a déja vu, de linéariser les expressions en cos? et
.2
sin”.

k

D’une maniére générale, pour linéariser une expression trigonométrique cos® z sin’ z (en combi-

naison linéaire de termes en cos(ax) ou sin(fz), on procéde comme suit :

( )

Méthode S (Lindarisation de cos® zsin’ 2) :

‘ On ubilise fes @omrwﬂeu dClen de lo, proposition (29) o cRamam cosx ef sinx

en vomume de lervmed avec €'® of e,

@nd@ue@o?,?@m?ﬂéfymm@weo@e@m&medej\rmtﬂ.

‘ On, he%)wu,]ve Ve s dloves & dzwss co'nau;aam ]‘UOU)‘L/ neconnaibne des cos(ax) ow sin(fzx).

Exercice 22- : Linéariser cos®(z) et cos?(z)sin®(z).

Factorisation par ’angle de ’arc moitié

e N

Mé-thode L (Factorisation par 'anale de I'are moitié) :

?WL@OWUMWC{ALW eiO+eiO’

010
.‘ O%@OWPMQM\%@@W oebbo,dmelw)u el 2.
1 @w Wilico onouils 5 @ohﬂwpeu S elon e o proposition (29)

Exercice 2.3 : Factoriser les expressions suivantes :

VteER, 14 eitet1— el
JF

p—q
5
() En déduire des formules plus aisées pour cos(p) 4 cos(q), cos(p) —cos(q), sin(p) +sin(q)
et sin(p) — sin(q) avec (p;q) € R2.

) . P
‘ @ Soient p et g des réels. Montrer que e'? + e'? = 2¢' cos

Cette méthode, appelée aussi principe de symétrisation des arguments, permet d’exprimer une
somme ou une différence de deux exponentielles a 'aide des fonctions trigonométriques. C’est
notamment intéressant pour obtenir la partie réelle et la partie imaginaire sous forme factorisée.

Soient a et b deux réels. Alors :
elt 4 elb = oi%” (ei%b + e_i%b) = 2cos <a;b> el 3",

i i i atb jab _jazb .o a—>b { atb
ta _ glb — oi% (e‘2 — e ! ):21s1n< 5 >e12.

N

Remarquez que c’est une fagon commode de retenir ou retrouver les formules de factorisation des
fonctions trigonométriques (transformation d’une somme en produit).

Conséquence de 1’ exercice (23) , une nouvelle série de formules trigonométriques :

7). (b =3 (:) akbnk,

k=0

@ /
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- \
Proposition 32 (Formule de factorisation par anale moitié) :  Soient p et ¢ deux réels :
= cos(p) + cos(q) = 2 cos (%) cos (]%)
m cos(p) — cos(q) = —2sin (p ; q) sin <p g q)‘
= sin(p) + sin(qg) = 2sin (1%) cos (1%)
= sin(p) —sin(g) = 2sin (I%) cos (%)
\, y

Preuve_-ﬁ;@m mw@b@mmﬁ%&m@m@whwwpe%aw%%w
|_€/x/[mebbAm1/de cos(p) + cos(q), que

—cosq=cos(q+m) &  +sin(p) = cos (p + g) .

—

s

. .
Exercice 24 : Mettre e'6 + e'3 sous forme exponentielle.

Calculs de sommes de cosinus et sinus

Les nombres complexes a travers la forme exponentielle sont aussi utiles pour le calcul de sommes
de cosinus ou sinus

On écrira alors que cos(f) = Re (e'?), sin(f) = Im (e!?) et on utilisera la linéarité des opérateurs
Re et Im avant de remarquer, souvent, un binéme de Newton ou une série géométrique.

Exercice 25 : Soient n € N et t € R\ 27Z. On pose :

A, (t) = Z e'® le noyau de Dirichlet, et B, (t) = ZAk(t).
k=—n k=0

sin = t sin &

. (2n+1) . (nt1)t 2
sin sin 2
Montrer que A, (t) = ———=— et B,,(t) = <2> .
2 2

, o /
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Correction : RBun t eR\27Z eit £ 1 b on o :

n n n
A () = Z eikt:1+z<eikt+ e—ikt>:1+2(eikt+ e—ikt)
k=—n k=1 k=1
= 1+22Re(eikt) =1+ 2Re (Z eik't> = 2Re (Z(eit)k> —1
k=1 k=1 k=0
n+1 n+1
1— eilntlt . nt efi%—ei%
:2Re(.>—1:2Re e'2 —1
1— eit _id it
e 2 —e 2
) . ((n+1)t>
. n+1)t sin | ———
nt Sin | 5+ t 2
= 2Re 612(7f) —1=2COS<£>—IL—1
sin (3) 2 sin(i)
2
. (nt  (n+1)t . (nt  (n+1)t
sin| —+-——" ] —sin| — — ———
B 2 2 2 2 1
= ' (t) _
sin | =
2
n((rrg))-sn(z) _((nrg))
in — —sin | = in —
_s n 3 S 3 _1_S n 7
_ n(3) ()
sin | — sin | —
2 2
7Sin(2n;1>t
B sin%
&,
n " gin (2k+1)t 1 n C(2kt1)t 1 Tt
B,(t)=)Y A, (t)= 2 _ = I T ) = I i3
n(> kZ:;) k<) kz::o sin% sin;kz_;m<e > sin% mye

1—elt

1 ; (e sin (L) sin (1t ®

= — 7 Im e 2 — — —2 )
sin 5 sin (§> sin £

IV.5| « Délinéarisation » ou Polynémes de Tchebychev

Il s’agit du cheminement inverse, consistant & écrire cos(nzx) ou sin(nx) en fonction des puissances

de cos(z) et/ou sin(zx).

La méthode repose sur les formules de Moivre de la proposition (30) .

Pour transformer cos(nz) ou sin(nz) en un polynéme en cos ou en sin, on procéde comme a

I’ exemiple (20) i.e.

k
(n+1)t (n+1)t
1 it 1_ei(n+1)t 1 i(n—}—l)t e_‘(n_;> —e! Lg)
= Im (e 2 = Im| e 2 .

Vs

Méthode 1 (Délinéarisation de cosnz et sinnx) :

On éonit cos(nz) = Re ((e'®)") =Re((cosz + isinz)™).

Exercice 26 : Exprimer cos(6x) en fonction de cos(x).

Do ot ot 7
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|V.6| Factorisation de sommes de cosinus et de sinus

s N

Proposition 33 (Transformation de FresneD : Si (a;b) € R2\ {(0;0)} et w un réel, il
existe (A ;@) € R% x R tel que pour tout ¢ € R,

acoswt + bsinwt = A cos (wt + ).

Preuve I@frb UJ:AQMJ% comume F)wcedu-rww»t, er Ko'vww@e@ de Q@ proposition (29) .
Run ER on a :

eiwt e—iwt eiwt _ e—iwt a—ib . a ib
acoswt+bsinwt:a+_ib 5 =— iwt ‘;

b .
.J\robwnb,zza—;l %Oebre_lwmgon/ma[\oﬁqm;ew.

Dot acoswt + bsinwt = zel¥t + ze iwt 4 Feiwt = 2Re (ze'“!)

=7ze
= 2Re (rel@9)) = 2rcos (wt + ¢)
A

e—lwt.

—iwt

= Acos (wt + ).

En particulier, | A = 2r = v/a? + b? Iet ¢ = —arg(a+ ib). I

Remaraue : Une telle fonction ¢ — a coswt + bsinwt est appelée signal sinusoidal.

Physiquement, le réel A représente son amplitude, et ¢ son déphasage. Comme vu dans la preuve,
I’amplitude est alors le module de a + ib et la phase son argument.

Exercice 277 : Pour tout 0 € R,
Simplifier I'expression V2 cos(8) + v/6sin(6).
‘ Donner une interprétation physique de ce résultat.

[8] Méme question avec V3 cos(6) —sin(f).

Correction :

[ V2eos( )+\/€sin<0)=2\/§sin<0+%).

!&WMWHH\/5008(9)et@l—)\/ésill(e)%t@mmmwwnumwﬂﬂdemwueﬂ?e
WQ@@W@—%

[3] V3cos(s —sin(@):2cos<9—|—%).

|8]. r € R, et ¢ € R. On prend un argument en notation négative simplement pour des facilités d’écriture.

@ /
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