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Q L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

Construction de C

e )
Détinition | (L'ensemele des nomeres complexes) : On appelle ensemble des nombre com-
plezes, noté C, 'ensemble R? muni des opérations +¢ et x définies par :

m(a;b)+¢(a50)=(a+ga ;b+R 1),
m (a;b) xg (a'5b)=(axga —gbxgb ;axgb +ga’ xXgbh).

On note :
1c =(1;0) et i=(0;1).

L’application ig : R ———> R2 est une injection qui permet alors de considérer que R C C
a (a;0)
et d’identifier tout réel = au complexe (x;0).

6roposi—tior\ | (Identification des Iois de R et de C) : \
Soient z = (a;b) et 2’ = (a’;b") deux nombres complexes.

- a =g a
Z=¢c % <~ { b =5 b
Les lois +¢ et x prolongent celles de R :

Les lois +¢ et x¢ sont associatives et commutatives.

X ¢ est distributive sur +¢.

=] 2] ] ]

La loi + possede un élément neutre Oc = (0;0) que I'on notera encore 0.

Tout nombre complexe z = (a;b) possede un symétrique pour +. appelé opposé de z
et noté —z et tel que :
—z=(—a;-b).

6| La loi x¢ possede un élément neutre 1o = (1;0) que 'on notera encore 1.

Tout nombre complexe z = (a;b) non nul possede symétrique pour X appelé inverse

de z et noté — et tel que :
z

.~ (@i arw)
2 \a24+b27 a2+b2)°

Enfin, le nombre (0;1) est tel que (0;1)% = (—1;0). On le notera i.

En particulier, on a :

k i2=—1. J

Si cela était au programme, la proposition (1) pourrait simplement se résumer en disant que

(C, =+, ><> est un corps commutatif.

Ve 0

s 4/ o 9 y /f
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En particulier, on retrouve grace a que :

Vz,22€C, 2272=0<«< 2=0 ou 2z =0.

( )
Détinition/Théoréme 2 (Forme alaérrique) :  Tout nombre complexe z = (a;b) peut
s’écrire de maniere unique la forme :

z=a+ ib, avec (a;b) € RZ et i%2 = —1.

s Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée Re (2).

Si Re(z) =0, on dit que z est un imaginaire pur et on note iR leur ensemble.

s Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z notée Im (z).

Si Im (z) = 0, le nombre complexe z est réel dont ’ensemble est noté R

L m L’écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique de z. )

Exemples | :
Wz =44+7i—(24+4i)=44+7i —2—4i =2+ 3i.
B2, =(24+i)(3-2i)=6-4i+3i —2i’=6—1+2=8—1i.
oz =(4—31)2=16—241i + (3i)? =7 — 24i.

Exemples 2 :

= Re(V3—1i)=v3etIm(vV3—i)=-1.
m Re(4i)=0et Im(4i) = 4.

Remarques :Im(z) =0 <= z € R. En particulier, R C C.

Vs

Mé-thode | (Montrer auun Nnomere complexe est réel ou imaainaire) :
On B sous, 50 forme: algdbuiqu.
@nmwmrwmwmmwnéﬂee&mﬂl@mnb@%m.

On, nsout Q'écTAmbm ainsi, scnie.

Exercice | : Soit la fonction f de C dans C définie par :

f(z) =22
Donner la forme algébrique de f(z).

Dans chacun des cas suivants, représenter ’ensemble des points M du plan dont I'affixe
remplie la condition demandée

@ f(2) €R © Im(f(z)) =2
@ f(2) imaginaire pur @ Re (f(z)) = Im (2)

Lo Nemties Complbans S
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e A
Corollsire |l :

m Deux nombres complexes z et z’ sont égaux si, et seulement si leur partie imaginaire

et réelle sont égales.
f e Re(z) = Re(?)
N Im(z) = Im(2)

m Soient z =a+ ibet 2/ =a’ + ib’ deux nombres complexes.

e z+z2 =(a+a)+i(b+0). e zz/ = (aa’ —bb")+ i(a’b+ab).
. a—1ib
e —z=—a—1ib. 081z7£0,—:m

Il n’existe pas de relation d’ordre sur C compatible avec ses opérations.

En effet, si c’était le cas et si <« était une telle relation d’ordre et si on pouvait trouver
deux complexes z et 2" tels que : z < 2’ alors on aurait

ATTENTION — s0it iz K 12 &= -2« —2 <= 2 Kz = z =2 par anti-symétrie.
— s0it 12 K iz &= —2<«K —7 & 2 K2z = 2z =2 par anti-symétrie.

Conclusion, tous les nombres complexes comparables seraient égaux ce qui n’est pas
possible.

Proposition 2 (ldentités remarauaeles dans ) :  Soient a et b deux nombres complexes.

w (a+0b)?=a?+2ab+ b2 = (a+ ib)? = a® + 2abi — b2.
» (a—b)? =a® —2ab+ b2 » (a—ib)? = a? —2abi — b2.
m (a—b)(a+b) =a%—0% w (a—ib)(a+ ib) = a? + b2

@ Conjugué d’un nombre complexe

( )
2—1i
342i°

L’idée est de faire disparaitre les nombres imaginaires du dénominateur. On utilise la méme idée qu’avec les
«v  » sachant que i%2 =—1.

Exemple 3 : Trouver la forme algébrique du nombre complexe z =

D’aprés la proposition (2), (a+ ib)(a— ib) = a? +b%. On va donc multiplier numérateur et dénominateur
par 3 — 2% :

Lo (@-)E-2i) 4-7i 4 .7

(3+21)(3—2i) 13 13 '13°

Définition 3 (Conjuaué dun complexe) :  Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle conjugué de z, noté z, le nombre z=a — ib.

Exemples 4+ :

s o % /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : géd L/Jfﬁz/ 4 //M’/ CAXCT . ﬂ
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3 —2i est le conjugué de 3 + 2i.
7 = 7. Le conjugué d’un réel est lui-méme.

31 = —3i. Le conjugué d’un imaginaire pur est son opposé.
)

Exercice 2 : Calculer les conjugués des nombres complexes suivants

leg—iﬁ 22:\/5_3 Z3:ﬁ+lﬂ-

Proposition 3 :
VzeC, 2zzeR,.

Méthode 2 (Forme alaérrique d'un Quotient)

?m&om%@a@mma&aéﬁwd'mwiﬁw%mdem&w&mm&M—

WW&WWMMW.

Exercice 3 : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1 L L+ 7
2T 1 BT

Proposition 4 (Propriétés du conjuaué) :  Soit z et 2’ deux nombres complexes, alors :

z—i—z’:Z’-i-? 8] z== (1)21

[4] Yz #0, z =
zxz’=3 X 2/ VZ/?QO,<§>=
En particulier, Vn € Z,

\\

Exercice 4 : Soit z € C un nombre complexe, déterminer les conjugués des nombres complexes

suivants :
z2p=2+0—1 Zyg = iz+2 z3=z+1_ Zy=z+ 1%
z
Théoréme S (Fondamental) : Vz € C,
-Re(z)zzgz. -Im(z):Z;iz
mz€ER <= 2=72 m2€iR &< z2=—2

Remarque : On retiendra qu'un nombre complexe est réel si, et seulement si il est égal & son
conjugué ou encore si, et seulement si le point d’affixe M(z) appartient & ’axe des abscisses.

O A j
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : Qéd 9/4&772/ ) 5?/%%)6&{ ﬂ



PTSI VINCI - 2024 I. I’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

Exercice S : Soit z=a+ ib € C tel que a® + b = 1.

est un imaginaire pur.

142
Montrer que si z # 1, alors 1 +

4 N\
Mé-thode 3 (Nompres réels et imaainaires purs) :

Tmm%mw&ezwwtﬂgo@et&bu%ﬁdemnMﬁwZ:Zw
Im(Z)ZO.GWWTMMT&wP[MB@LZ—E.
5=—ZwRe<Z)=O.©%WWmTP&COQKMQQLZ+Z

Equations dans C (prélude)

. )
Théoréme b (E quation du second dearé 3 coebficients réels) :  Soient a,b,c € R,

a # 0.

On considere I’équation :

az? +bz+c=0 (Trg)

L’équation (Trg) admet toujours des solutions dans C.

On appelle discriminant de I'équation (Trg), noté A, le nombre réel défini par A = b? — 4ac.

b
e Si A =0, (Trg) possede une unique solution : 2z = ~5g"
a
. N . 7 —b+ VA
e Si A >0, (Trg) posseéde deux solutions réelles : 2z = 2—\/—
a
—b+iv—-A
e Si A <0, (Trg) possede deux solutions complexes conjuguées : z = :l:2—
a
. .
s 2
Exenple S : Soit léquation 22 —2+1=0.Ona A=-3 = (7,\/5)2
Les solutions sont donc z; = ! _21\/5 et z, = ! +21\/§

Et, on, la forme factorisée :

VzeC, 22—-z+1= (z— 1_21\/§) (z— 1+21\/§>.

Exercice b (A savoir faire arsolument N :  Résoudre dans C, les équations suivantes :

22—7z=0. z2—4z+5=0. —8=3z2.

Théoreme 1 : Soit P(X) = a,X" +a,, ;X" ! + ... + a; X + a, un polynome a coefficients
réels.

a € C est une racine de P si, et seulement si @ est une racine de P.

’\CZ) 4/ . % CV /) . ]/7‘
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : _ o« Nezr2tt00 /(W/% n ﬂ
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Exercice T : Résoudre dans C, I'équation z* + 422 — 21 = 0.

Q NOMBRES ET PLAN COMPLEXES

Théoréme 8 : L’application ¢ : R2 ———> C réalise une bijection de R?
(a;b) z=a+ib
dans C.

Cette bijection permet d’identifier I’ensemble des nombres complexes au plan usuel muni d’un
repere orthonormé direct (O ;% ;0) appelé plan compleze.

Représentation des nombres complexes

Le théoréme (8) permet donc d’associer & z = a + ib € C un unique point M du plan de

—_—

coordonnées (a;b), et un unique vecteur (M) tel que p(M) = a7 + bj.

Plus précisément,

Proposition 9 :

N iR

= A tout nombre z = a + ib on peut
faire correspondre, de maniére unique, b M(z =a+ ib)
un point M de coordonnées (a;b) d'un
plan orthonormal (O ;4 ;). A

= Réciproquement, tout point M (a;b)
d’un plan orthonormal (O ; ;) peut X
étre associé, de maniére unique, a un
nombre complexe z = a + ib.

S}

o
=0
T A
IS
=

Le plan (O ;4 ;9) est appelé plan complexe.
Le nombre complexe z est appelé 'affixe du point M ou du vecteur OM et on écrit
M(z) ou OM(z).
. V.

Remarques : L’axe des abscisses est alors naturellement appelé 'axe des réels et I'axe des
ordonnées celui des imaginaire purs.

4 N\

z; =2+3i
Zyg =341
zg = —1+2i PR el

LG & EEEE

I\

N

Il

N

|

—

=
@
)

Exemple L i
zg =1
Zs = —21
6 SR LB ]
27 =—2 O 1
g J
| 8 "] o H 3 VIR PALY Y
- z g4 g 1] 7
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Exercice & : Dans chacun des cas suivants, déterminer et représenter I’ensemble des points M
dont D'affixe z vérifie I’égalité proposée :

Re (z) = —2 [4] Im (2*) =0
[2] Tm(2) =1 Im (2%) =2
Re(z) >1letIm(z) > 1 [6] Re ((z—1)*)=0

Proposition IO (Point d’affixe conjuauée) :

Soit z = a+ ib un nombre complexe et M(z)
un point du plan complexe (O ;4 ;) d’affixe z.

M(z=a+ ib)

Le point M” d’affixe Z = a — ib est le symé-

trique de M par rapport a I’axe des abscisses. R
"(Z=a—1ib)
_ J
. 2 2
Exercice 9 : On pose j = cos (%) + isin (%)
Dans le plan complexe, placer les points d’affixe respective 1, 1, i, i, j et j.
Module d’un nombre complexe
4 o )
Définition + : Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe
(O;u;v) d’affixe z.
iR
On appelle module de z, noté |z|, la distance .l M(z = a + ib)
OM i.e. le réel positif tel que :
BT O
= o] \
— 2 2 i X
=va®+ b2 ﬁ)\
o @4 e R
L V.

Exercice IO : Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :

vz - Iz /‘
"/ (/ Pz Y Z
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : 544 o« Vezretrred /ﬂw% N ﬂ
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Proposition | : Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes.
m 2z = |22 =a® + b2
Z

1
En particulier, si z # 0 alors — = —.
z |z

|2l =0 <= 2=0¢

o =] = |2] et [2] = 1. o 2% ] =2l x |2
En particulier, Vn € N, |2"] = |2|".

n 1:—, avec z # 0. " LAk avec 2/ # 0
z || 2 |2’|’
En particulier, Vn € Z, [2"| = |2|".

= |[Re(2)] < |z|. s |Im (2)] < |2]-

. .

Remarque :Sia est un réel, |a| = vVa @ =+/aa = Va? car @ = a. La notion de module dans C
généralise donc celle de valeur absolue dans R.

Exercice | : Dans chacun des cas suivants, déterminer le module du nombre complexe proposé :

21:(\/5—1)( 1—1) 23:< —3.i\/_>2
(14 _ b%r—l;)
ZQ:I(l—i) T ot ive

Inégalité triangulaire

's a

Proposition 12 (Inéaalité trianaulsire) : Pour tout z;, 2 de Con a :
21| = l22l] <121 £ 2] < |21 | + |2

En particulier, |z; + 25| = |21]| + |25] <= 2, =0ouJa € R, tel que z; = az, i.e. les points
d’affixe z; et z, sont alignés avec l'origine sur une méme demi-droite.

\,

L’inégalité triangulaire peut s’interpréter géométriquement de la maniére suivante : si z et 2’
représentent les affixes de deux vecteurs U et V alors :

[0+ V< 10+ [

Le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire correspond donc au cas ou les vecteurs U et V sont
colinéaires de méme sens.

s 4 yany /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : 544 « Noristives /Wy bl 9]
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M”(z+ 2)

Figure VIII.1 - Inégalité triangulaire pour les normes de vecteurs.

@ L’EXPONENTIELLE SUR 7R

I11.1 |} Fonctions vectorielles

e

Définition S @ Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la variable réelle
a valeurs complexes.

On définit les fonctions :

m partie réelle de f : Re(f): IT—>R
x Re (f) (z) = Re (f(x)).
m et partie imaginaire de f : Im(f): I———>R
x Im (f) (z) = Im (f(z)) .
On a alors :
f: I——>~C
x f(z) =Re(f) (z) + 1 Im (f) (z).
. V.

En particulier, on peut également définir les fonctions f et | f| par leurs valeurs sur I :

Va€l, o f(z) = f(). o [fl(x) = /()]
On retrouve alors les formules, dites d’Euler :

_ ST f-F
=121 .

e Re(f)

Exercice 2 : Soit f:z+— sinz + i(2? —1).
Définir les fonctions Re (f),Im (f), f et | f].

Théoreme I3 (Continuité) :  Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la
variable réelle a valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.

C~

s any g /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : 544 o /aﬁz%fd //W/%/J‘/& . 10 |
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Théoréme 4 (Dérivarilité) :  Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la
variable réelle a valeurs complexes.

f est dérivable sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont et on a :

vael, f/(z) =Re(f) (2)+ i m(f) (a).

Exemple T : La fonction f: R ——> C est dérivable sur R et on a :

x sin(z) + 1 e”.

f/(z) = cos(z) + ie*.

Exercice I3 : Montrer que la fonction f : # — sinz+i (2z2—1) est dérivable sur R, et calculer f.

e N
Proposition IS © Soient f et g deux fonctions a valeurs complexes définies sur un intervalle
ICR.

Alors, pour X\ € R, les fonctions Af + ug, fg et f , si g ne s’annule pas sur I sont dérivables
g

sur [ et on a :

(f+o) <A+t = ro+ iy e (D) LI
-
Notation d’Euler
Soit f la fonction définie de R dans C par :
f: R—>C
0 f(0) = cos(0) + i sin(h).

Comme somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est aussi dérivable sur R et on a :
VO eR, f/(6) =—sin(d) + icos(f) = if(0).

[2] fvérifie f(0) = 1.
E La fonction f est donc solution de probleme de Cauchy :

y =iy
(&) {y(O) =1.

Par analogie avec les systemes d’équations différentielles linéaires du premier ordre de la

y(0) = 1.
comme définition : V0 € R, f(0) = e'?.

[
forme {y -y dont les solutions sont les fonctions de la forme z +—— e%*) on pose

Condusion : [V0eR, e =cos(d) + isin(f). I

g) (- -~ 7 / //,,
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : 0. Jozretiors /(W/% (CACT e 11 |
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Cette notation est due a Euler a qui on doit la magnifique relation du méme nom pour 6 = T,

el™ = cos(m) + i sin(m) = —1.

Autrement écrit :

Théoréme b (Relation dEuler) :  Pour tout nombre réel 6, on a :
(VIIL.1)
e )
Proposition [T : Soient 0, 6’ € R.
Alors :
eiozl. [4] VneN, ( elf)" = i,
|e1?] = 1. 5] o= e .
el0+0) — 10 x @if" [6] e = el — 9=0 |27
\
On récupere ainsi toutes les propriétés de ’exponentielle réelle.
|III.3' Nombres complexes de module 1
( )
Définition & (Cercle triconométriaue) :  On appelle cercle trigonométrique et on note

U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :

U={zeC/|z|=1}.

Conséquence immédiate, V0 € R, e? € U.

Proposition |& : Soient z et 2’ deux éléments de U.
Stabilité par la multiplication : zz’ € U.

1
Stabilité par 1’inverse : — =%z € U.
z

. 1
Exercice [+ : Démontrer que, Vz € C\ {1}, # € iR < zeU.
—z

Théoréme 19

[Uz{eie, GG[R}.

Plus particulierement, tout nombre complexe de module 1 peut s’écrire € ou 6 € R.

Le réel 0 est, de plus, unique si on impose 6 € |—m ;7.

s o C, /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : géd L/Jfﬁz/ 4 bﬂgw//wa



PTSI VINCI - 2024 IV. FORME POLAIRE

Corollaire 9] :
La fonction 8 — e'? est surjective de R dans U.

Plus précisément, c’est une bijection de tout intervalle [ ; v + 27] sur U.
[2] La fonction (r;6) — re'? est une bijection de R} x |]—m ;7] sur C*.

@ FORME POLAIRE

‘ Forme trigonométrique et exponentielle

(Dé-cir\i'tior\/‘l'kéoréme T \
‘ Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique réel strictement positif r et
un unique # € R modulo 27 tel que :
z=re¥ avec r = |z| (forme exponentielle)

= T( cos(0) + i Sin(@)). (forme trigonométrique)

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique/exponentielle/polaire de z.

Tout réel 6 de ce type s’appelle un argu- 5
ment de z et est défini modulo 27 par les !
relations : Im (2) = 2] SIn(8) oo M(z)
N
R I
cos(6) e (z) et sin(6) m (2) il ;
|| E ﬁA argz = 6 [27]
Ol @ 1 Re (z) = |2| cos() .
On note alors arg (z) = 0 [27].

Dans un repere orthonormé (O ;% ;v), arg(z) est une mesure en radians de ’angle
(ﬁ ; OM) ou M est le point du plan d’affixe z.

‘ L’unique mesure de cet angle dans |— ; 7] définit ’argument principal de z, noté arg (z).

Le réel r correspond au module, on fera donc toujours bien attention a ce qu’il soit un

ATTENTION nombre réel positif.

Par exemple, —1 n’est pas le module de —e'™ = 1.

Remaraues :
— On ne peut pas définir d’argument pour 0, mais son module suffit a le caractériser.
— On a vu que si §, est un argument de z, I'ensemble de ses arguments est de la forme
{00 t 2%k, ke z}.
— Le réel 6 est unique si on impose 6 € [0; 27 ou 6 € |—7; 7).
— Connaissant la forme algébrique d’'un nombre complexe, on peut donc obtenir son module
et son argument a partir de ses parties réelles et imaginaires.

/ /
Lycée Jules Garnier CHAPITRE VIII : JJ o .. 22200009 )ﬂwy /J‘{de 13 |
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On obtiendra alors une mesure exacte de 6 si cos() et sin(6) sont des valeurs connues comme
1 v2 V3

) , 1, ... Sinon, on obtiendra une valeur approchée a ’aide de la calculatrice.
)
2727 2

Théoréme 2.0 (Caractérisation d'un réel, dun imaainaire pur) : Soit 2 un nombre com-
plexe non nul.
mz2eER < argz=0oun 21 < argz=0 [7]

mz2€iR <= argzzig 27] <= argzzg [7].

%V

/”
N

Figure VIIIL.2 — Réels et imaginaires purs caractérisés par leur argument.

Exemple & : Différentes écritures du nombre complexe 1 + V3

Forme exponentielle | Forme trigonométrique | Forme algébrique

2el5 2[cos(g)+isin(g)] 1+iv3

Exercice IS : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

™ . . (T .o
z; =25 (cos (—) + isin (—)) zy = cos(m) + 1 sin(m)
3 3
( 2
Exemples 9 @ Quelques exemples classiques & retenir ou & savoir retrouver :
™
i0 _ qi27 1. q
- e.,, ¢ s V2e 4 =v2cos © + iv/2sin =
me'2=i. 3 4
- eiw:efiw:_l. =1—|—1
- T
[ ] 2613 :2COS§+iQSng m 2e 6:2cosg+j2sing
=1+iv3. =v3+i.
\,

O A j
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_iZ .
e 2 =-—1

Figure VIII.3 — Formes exponentielles remarquables

( N\
Exemple IO (Forme exponentielle, triconométrique et alaérrique) :
z=4el T (Forme exponentielle)
3 3
=4 |:COS (ZW) + isin (Iﬂ)} (Forme trigonométrique)
2 2
=4 _£ + i£
2 2
=—2v2+2iV2. (Forme algébrique)
\,
Exercice |6 :

Déterminer la forme exponentielle de 'affixe
de chacun des points A, B, C, D, E et F placés
dans le repére donné ci-contre :

>

[T I

s 4 yany , /
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PTSI VINCI - 2024 IV. FORME POLAIRE

s N
Exemple | © Quelle est la forme algébrique de z = 1 cos <5—7T> + i sin (5—7T> ?
V3 6 6

11 suffit de calculer et développer :

N
Il
Sl -
|
oS
_|_
N =
i/
Il
-
+
I

~

Méthode 4 (Mettre sous forme triconométrique un Nomere complexe) :
?o&z=a+ibummom99wm,rfememmgohmap%éﬂhw.
@/moaﬁou,&z |Z| =+va? + b2

. a . b
On CRQUCR&QM\%?& 0 tel) que cos(f) = — b sin(f) = P

2]

arctan ( [27 sia >0

) l2l
Jﬂbwmbj,a#o,ﬁz arctan >+7r[27r] sia<0eb b>0

VS
Q| o | o

arctan(a)—w 27] s a<0e b<O
MWW%%W&W@WW@QA@@@L@WMW
cos(6) ef sin(f) dams Q%O[\hebtwcvrv
a )
z = |z (m+1m)

s a
Exemples 12 :
2
arg (3 + 21i) = arctan (§> [27].
. 37
arg (—1 + i) = arctan(—1) + 7 = e [27].
arg (—3 — 1\/§) = arctan @ —7 = om [27].
3 6
\,
( )
Exemples |3 : Déterminer la forme trigonométrique des nombres suivants :
1—i] =v2
1
Q=i —gsd &) -2
(o) =--
sin =——
V2
Do o _ 7 i o L
Dot r =2, 0= I 27] et 2y =1—14 \/§[cos( 4)—|—zsm( 4)]
= \/ﬁefi%,
|-v3+i| =2
3
oz, =—V3+i: cos 0 :—g
1
(g - &
sin(0) 5
. v

Do ot Do |
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Dour=2,0= —% et 2, = —V3+i=2 [cos (—%) +4sin (—%)]

oy

=2¢ !

Exercice 1 : Trouver un argument des nombres complexes suivants :

@] 2 =—2+2i. [2] 2z, =1—1V3.

4 )
Exemples 4 (Factorisation directe) @ Quelle est la forme trigonométrique de z = 1+ iv/37?

Tout d’abord, on calcule |z| = |1 + 1\/§| =v1i+3=2

Puis, on factorise l’expression de z par |z| :
1 V3
=2 =4+i—|.

1 3
On cherche, sur le cercle trigonométrique quel est I’angle qui a pour cosinus 3 et pour sinus g Cest
iy

3

[27].

D’ou, z—2<cos73r+ isin;-) =2e'3.
N V.

Remarque : Dans certains cas, il est inutile de faire tous les calculs : la forme trigonométrique
se « voit » :

— 1=rcos0+isin0 donc [1| =1 et arg (1)
T

0
— 1 = cos <§) 4 ¢sin (g) donc |i| =1 et arg (i) = g

IV.2| Regles de calcul en notation exponentielle

Théoréme 21 :
|2 = |2'|

arg (z) = arg (2') [27]

Autrement dit, deux nombres complexes sous forme exponentielle sont égaux si, et seulement si
ils ont méme module et méme argument modulo 27.

( )
o . . ail

Proposition 22« Soient z = rel? et 2/ =1’ e¢!? deux nombres complexes sous leur forme

exponentielle avec r, 7" # 0 et n un nombre entier :

. ; Y . ’ i
w Produit : rei? x v/ el = pp/ e1(0+0) . re' T Li(6-6)
cg\n . = Quotient : ——— = — e )
» Puissance : (re'?)” = rmein?, 7i e . r
™ C’onjugué cprelf = re*ie‘ m Inverse : = —e’ie.
rel r
\
Moralité :

g7 (7 Y= //”
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— Les formes trigonométriques et exponentielles sont adaptées aux produits de complexes.
— Les formes algébriques sont adaptées aux sommes de complexes.

s N
Exemple IS (Forme exponentielle et caleuls de produits et Quotients)

PEREY s s
On considére les nombres complexes z; =2 e'3 et z, = 2V3el'® :

Z24:(2\/§ei%)4 @:@
o - AR Z1 2ei3
z1z2:2><2\/§>< e'3s xe'® :<2\/§) el4¥ 23 i(z-x
=43ei(3+%) = 144e*5". T2 O
=43ei%. S O

\,

Exercice 8 : Etablir ’égalité suivante :

(cos (g) +isin (7—;)) (#) 1+i)=V2 (cos (Z—D +isin (Z—D) .

Argument d’un nombre complexe

( A
Proposition 2.3 (Propriétés aleérriaues) :  Soient z et 2/ deux nombres complexes non
nuls.

m arg(zz') = argz + argz’ [27]

m arg (%) = arg (z) = —arg (z) [27]

m arg (é) =argz —argz [27]
z

En particulier, Vn € Z, | arg (z”) = narg z.

\

ATTENTION I arg (—z) =7+ argz [27].

Exemple |5 : En reprenant les notations de I’ exenple (15) , on obtient, sans calculs :

m arg(z;2,) = arg(z;) +arg(z,) = g + g =5 [27]
1 ™
— | =— =—— (2
= arg (z1> arg z; 3 [27]
m arg (j—j) =argz, —argz, = g — g = —% [27]
|—3]. Sur les modules, on obtiendrait |zz’| = |z| x |2/|.
1
|—2]. Sur les modules, on obtiendrait |z| = |z| et ‘f = El
z z
|—1]. Sur les modules, on obtiendrait ; = %
|0]. Sur les modules, on obtiendrait [z"| = |z|".

g7 (7 Y= //'*
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ATTENTION

M(zz")

|227]
M(z")

M(z)

0, + 0,

)

0,

Figure VIII.4 — Dans la multiplication de deux nombres complexes, les modules se multiplient et les argu-
ments s’ ajoutent.

Exponentielle complexe

( )
Détinition & : Pour tout nombre complexe z, on appelle ezponentielle de z, noté exp(z)
ou €%, le nombre défini par :

A g 1 . 2 s 2
EXCMP'C [7 : 62+ l4 = e2e14 = 2 <7 + L) — i + i
V2

Si z est réel ou imaginaire pur, on retrouve respectivement I’exponentielle réelle et I’exponentielle
définie sur les imaginaires purs au paraaraphe (III) . Cette définition prolonge donc ces deux
définitions.

En particulier, si z € iR alors e* € U.

définition algébrique du nombre complexe €.

Théoréme 24 (Morphisme) @ Soit (z;2) € C2.

/ /
e* x eF = 7%,

Proposition 25 (Forme slaérrique et polsire) :

Soit z € C.

= Re(e®) = ef*®) cos (Im (2) ).

» Im(e?) = e sin (Im (z) ).

n |ez|:e

OB s arg e® =Im(2) [27].

Ici aussi, ce n’est pas encore la fonction exponentielle complexe mais seulement la

Lycée Jules Garnier
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1
nVzel, e##0et —=e?
eZ

Théoréme 2L (Noyau de lexponentielle) : Soit (z;2') € C2.

N Re(z) = Re(?))
= = {19 = In(e) or
= =2 [2i7].

z4+4im

z4+2im

—— e — — Y — —

Imz 4 z

z—4im

%
I
I

d

Figure VIII.5 — Nombres complexes ayant la méme exponentielle.

Théoreme 21 (Imaae réciproaue) : Soit w € C un nombre complexe.

m Si w =0, I’équation e®* = w n’a pas de solution.

m Siw # 0, 'équation e* = w a une infinité de solutions définies par :

Re(2) = In|w| et Im (2) = arg (w) [27].

Exercice |9 : Résoudre dans C, I’équation e* =2+ i.

Théoréeme 2.8 (Dérivée de composées) :  Soient I un intervalle de R et ¢ : I+ C une
fonction dérivable sur I.

O A j
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Alors la fonction f = expoy = e¥ est dérivable sur I et on a :

Vtel, f/(t) = ¢ (t) x e?®,

Exenple |8 © Poura€Cet f:ar— e** VR, f¥(x) =a™ e*® =a” f(x).

Exercice 20 : Dériver les fonctions complexes ¢ s e© et ¢ — garecos(t)+iarcsin(t)

Q APPLICATIONS A LA TRIGONOMETRIE

( )
Exemple 19 (Expression de cos %3 : Il suffit de remarquer que 15 = % — g
D’ou :
e’ % = ei % efi a
TN, (T 1, .v3)(v2 . v2) V6+v2 . V6E-V2
cos(—)—l-lsm(—): = qp == — 1] = + 1
12 12 2 2 2 2 4 4
Par identification des parties réelles et imaginaires, on trouve :
cos (1) = verv2 o (Z)- v6—v2
12/ 4 12, 4
- y

|V.1| Formule d’Euler et de Moivre

Commengons par réécrire une des assertions du théoréme (5) :
z+z
VzeC, Re(z)= 5

et Im (z2) = ¥

Proposition 2.9 (Formule dEuler) :

0 | ,—i6
VO eR, cos(f)= % et sin(6) = —a7
i

Exercice 2| : Développer A = (e'? — 1)3 et B=(1+ ei9)4.

Théoréme 30 (Formules de Moivre) : Soient 6 un nombre réel et n un entier.

<cos(9) + i sin(H))n = cosnf + isinnd.

Exenple 20 (Duplication des anales) A laide des formules de Moivre, on peut retrouver les for-
mules de duplication de cos 26 et sin 20 :

D’une part, (cos(6) + i sir1(9))2 = cos(26) + i sin(20).

CHAPITRE VIII : % L/%fﬁ;%fd %}%éﬂwaj *
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D’autre part, en développant, ( cos() + i sin(G))2 = (cos?(0) —sin®(0)) + 21i cos(8) sin(6).

En identifiant, parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos(26) = cos?(0) — sin?(6) et sin(20) = 2sin(6) cos(0)

Proposition 3| (Formule d'addition) : Pour tous réels a et b, on a :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).

|V.2| Linéarisation des puissances de cosinus et sinus

( )

Méthode S (Lindarisation de cos® zsin’ 2) :

On utilise les go'wrw,@ea dEuler de lo proposition (29) powy cRa/n%em cosz et sinw

%bom/medebojvm%cweo ewet e_lx.

@ndé/ueﬁoﬁuecmn,?ﬂéfymmb,meoee@w&nedej\rmtu.

@nhe%)mw@%mdmadmwnauﬁumwmmmd% cos(ax) ow sin(fx).

Exercice 22- : Linéariser cos®(z) et cos?(z)sin®(z).

|V.3| Factorisation par ’angle de ’arc moitié

e N

Méthode L (Factorisation par 'anale de l'are moitié) :

ngom%mwwbﬁ@ elf 4+ el

. Ofw@a@mm[\wbga/n%femmble oebtonAhe[w)u e'
. @nuh.&be%bu@@eb@ommuﬂmd,%de@@ proposition (29)

0+¢9/

Exercice 223 : Factoriser les expressions suivantes :
VteER, 1+ eltet 1 — el
p—q

[2] () Soient p et g des réels. Montrer que e'? + ¢'? = 2e' 2 cos

En déduire des formules plus aisées pour cos(p)+ cos(q), cos(p) —cos(q), sin(p) +sin(q)
et sin(p) — sin(q) avec (p;q) € R?.

Proposition 32 (Formule de factorisation par 'anale moitié) :  Soient p et g deux réels :

[1]. (a+b)" i( )akbnk.

0

( 7( % % o /
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m cos(p) + cos(q) = 2 cos <pT+q> cos (%)
m cos(p) — cos(q) = —2sin (p ;— q) sin <p ; q).
= sin(p) + sin(g) = 2sin (p ;_ q) cos (1%])
= sin(p) — sin(q) = 2sin (p ; q) cos (%)

s
6

. LT
Exercice 24 : Mettre ¢'6 + e'3 sous forme exponentielle.

Calculs de sommes de cosinus et sinus

Exercice 25 : Soient n € N et t € R\ 27Z. On pose :

A, ()= Z e'* le noyau de Dirichlet, et B, (t) = ZAk(t).
k=0

k=—n

sin = sin =

o (2n41)t . (ntD)t 2
sin sin 2=
Montrer que A, (t) = —f et B, (t) = <—%) )
2 2

« Délinéarisation » ou Polynémes de Tchebychev

Vs

Méthode 1 (Délinéarisation de cosnz et sinnz) :

On écnib cos(nz) = Re ((e'®)") =Re((cosz + isinz)™).

Exercice 26 : Exprimer cos(6z) en fonction de cos(x).

IV.GI Factorisation de sommes de cosinus et de sinus

r

existe (A ;) € R% x R tel que pour tout ¢ € R,

acoswt + bsinwt = A cos (wt + ).

Proposition 33 (Transformation de Fresnel :  Si (a;b) € R2\ {(0;0)} et w un réel, il

En particulier, | A = 2r = v/a? + b2 Iet ¢ = —arg(a+ ib). I
Exercice 27 : Pour tout 0 € R,
Simplifier I'expression v/2 cos(#) 4 V6 sin(6).
Donner une interprétation physique de ce résultat.
Méme question avec v/3 cos(f) — sin(6).

vz - o /‘
/ - / / Z
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