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n suppose 'ensemble R des réels muni de
ces deux opérations +5 et Xy connu et on construit un nouvel ensemble.

-
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Détinition | (Lensemgle des nomBres complexes) :

On appelle ensemble des nombre complexes, noté C, ’ensemble R? muni des
opérations +¢ et x définies par :

m (a;b)+¢c (@ ;b)) =(a+ga ;b+x 1),
m (a;b) Xp (@' ;b)) =(axga —gbXgb ;axgb +ga’ xgb).

On note :
le=(1:0) et  i=(0;1).

L’application i : R ——> R2 est une injection qui permet alors de
a (a;0)

considérer que R C C et d’identifier tout réel x au complexe (z ;0).




@ Soient z = (a;b) et 2/ = (a’;b") deux nombres complexes.

’

a = a
z:@z’<:>{b " Y
=r

@ Les lois +¢ et x prolongent celles de R :
@ Les lois +¢ et X sont associatives et commutatives.

Q X est distributive sur +.




@ La loi +¢ posséde un élément neutre O = (0;0) que I'on notera encore 0.
Tout nombre complexe z = (a;b) posséde un symétrique pour + appelé
opposé de z et noté —z et tel que :

—z=(—a;-b).

@ La loi X posséde un élément neutre 1o = (1;0) que I'on notera encore 1.
Tout nombre complexe z = (a;b) non nul posséde symétrique pour X

appelé inverse de z et noté — et tel que :
z

0 (L L)
z a2 +0b2" a?2+0b2)°

-




@ Enfin, le nombre (0;1) est tel que (0;1)* = (—1;0). On le notera i.
En particulier, on a :
i?=-1.

L’assertion (2) permet de noter, par abus de langage, les lois +¢ et X¢ plus
simplement par + et X.




@ Enfin, le nombre (0;1) est tel que (0;1)> = (—1;0). On le notera i.
En particulier, on a :
i?=-1.

L’assertion (2) permet de noter, par abus de langage, les lois +¢ et X¢ plus
simplement par + et X.

Si cela était au programme, la proposition (1) pourrait simplement se
résumer en disant que (C, +, X) est un corps commutatif.

En particulier, on retrouve que :

Vz,2€C, 222=0<< 2=0 ou 2 =0.




Tout nombre complexe z = (a;b) peut s’écrire de maniére unique la forme :

z=a+ 1ib, avec (a;b) ER? et i? = —1.

m Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée Re ().
Si Re(z) =0, on dit que z est un imaginaire pur et on note iR leur
ensemble.

m Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z notée Im (z).
Si Im (z) = 0, le nombre complexe z est réel dont ’ensemble est noté R

m [’écriture z = a + 1b est appelée la forme algébrique de z.

Remaraues :Im(z) =0 < z € R. En particulier, R C C.




Globalement, comprenez que C contient R, que les opérations posseédent les
mémes propriétés que celles de R & la différence prés que on remplacera 12 par

—1 et que l'on regroupera les réels et les réels facteurs de i pour obtenir la
forme algébrique d’'un nombre complexe.




Globalement, comprenez que C contient R, que les opérations posseédent les
mémes propriétés que celles de R & la différence prés que on remplacera 12 par
—1 et que l'on regroupera les réels et les réels facteurs de i pour obtenir la
forme algébrique d’'un nombre complexe.

Exemples | :
2 =4+7i—(2+4i)=4+7i —2—4i =2+3i.
B2 =(241)(3-2i)=6—4i+31 —2i’=6—1+2=8—1i.
Bz =(4—31)2=16—241 + (31)2 =7 — 24i.




Globalement, comprenez que C contient R, que les opérations posseédent les
mémes propriétés que celles de R & la différence prés que on remplacera 12 par
—1 et que l'on regroupera les réels et les réels facteurs de i pour obtenir la
forme algébrique d’'un nombre complexe.

Exemples | :
2 =4+7i—(2+4i)=4+7i —2—4i =2+3i.
B2 =(241)(3-2i)=6—4i+31 —2i’=6—1+2=8—1i.
Bz =(4—31)2=16—241 + (31)2 =7 — 24i.

Exemple 2 :

-Re(x/g )— 3 et Im ( )
m Re(4i)=0et Im(4i) =4.




0@%@%%5@@0’1/%0%@%%@
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Soit la fonction f de C dans C définie par :
f(z) = 22,

@ Donner la forme algébrique de f(z).

@ Dans chacun des cas suivants, représenter l’ensemble des points M du plan
dont Daffixe remplie la condition demandée

0 f() eR @ Im(f(z)) =2
f(z) imaginaire pur 0 Re(f(2)) =Im(z)
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m Deux nombres complexes z et 2’ sont égaux si, et seulement si leur partie
imaginaire et réelle sont égales.

I
j=v}
)

—
w

5

-

; Re (2)
S ‘:’{Inel(z) = Im(¥)

m Soient 2 =a+ ibet 2’ =a’ + ib’ deux nombres complexes.

e z+z2 =(a+a)+i(b+0). o 22/ =(ad’ —bb') + i(a’b+ab’).
. X 1 a—1ib
e —z=—a—1ib. oSlzaéO,;=a2+b2

Une égalité entre deux nombres complexes pourra toujours se traduire, si
nécessaire, par deux équations entre réels.




ATTENTION

Il n’existe pas de relation d’ordre sur C compatible avec ses
opérations.

En effet, si ¢’était le cas et si < était une telle relation
d’ordre et si on pouvait trouver deux complexes z et 2’ tels
que : z < 2’ alors on aurait

Bsoit 12K 172 & 2K 2 &= /<2 = 2=2
par anti-symétrie.
mSoit 12/ iz &= 2K -2 &= <K<z = z2=7

par anti-symétrie.

Conclusion, tous les nombres complexes comparables
seraient égaux ce qui n’est pas possible.




Soient a et b deux nombres complexes.

m (a+b)? =a®+2ab+ b m (a+ ib)? = a® + 2abi — b2
m (a—b)? =a®—2ab+ b m (a— ib)? =a® —2abi — b2
m (a—b)(a+b)=a®—b% m (a—ib)(a+ ib) = a® + b2




Exemple 3 :

2= i
3+2i°

L’idée est de faire disparaitre les nombres imaginaires du dénominateur. On
utilise la méme idée qu’avec les « vV » sachant que i2 = —1.

Trouver la forme algébrique du nombre complexe z =

Drapres la proposition (2) , (a+ ib)(a — ib) = a® + b%. On va donc multiplier
numérateur et dénominateur par 3 — 23 :

L_2-)B-2i) 4-7i _4 7

(3+21)3—2i) 13 13 13




Détinition 3 (Conjuaué d'un complexe) :

Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle conjugué de z, noté z, le nombre Z =a — ib.

Exemples H :
m 3 —2i est le conjugué de 3 + 21i.
m 7 ="7. Le conjugué d’un réel est lui-méme.

m 3i = —3i. Le conjugué d’un imaginaire pur est son opposé.

Calculer les conjugués des nombres complexes suivants

Ozlzg—i\ﬁ @z =v2-3 @ 2 =V7+in

Y
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VzeC, zZzeR,.

Méthodez
?mmu%)hmmo%e@nﬁuedmwt QN@L mmenmol’ewveb

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1 143
1+i ® %=1

7
Q = °Z3ZT

vy
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1

Soit z et 2’ deux nombres complexes, alors :

Q@ :2+2=2z2+72

Q@ 2x2 =2 x2

En particulier, Vn € Z,




Soit z et 2’ deux nombres complexes, alors :

+ 2 =Z+ 2 Z = 1
Qz2+2=2z2+z Qz==z 0‘v’27&0,<;

Q@ 2x2 =2 x2

En particulier, Vn € Z,

Une fois n’est pas coutume, remarquez que l'opération « passer au conjugué »
est compatible avec I’addition et la multiplication. Fait exceptionnel !




Soit z € C un nombre complexe, déterminer les conjugués des nombres
complexes suivants :

Q@ 2 =2+5-1 =

QZQ

ST

Qzyy=z2+1iz




VzeC,
2+7Z 22—z
_ ] I _
m Re(2) 3 m Im (2) %
mzeER < z=2 mzeiR < z2=—2

Remaraue : On retiendra qu'un nombre complexe est réel si, et seulement si il
est égal & son conjugué ou encore si, et seulement si le point d’affixe M(z)
appartient a 'axe des abscisses.




Méthode3:
Q?mmmv%'mwnﬂhez%bhéitﬂgaubebtﬂm%demm%egzz

wIm(z)zO.@wrmmwme&m&ufe}uz—Z
eﬂ"mmm%'mmmz%twmw&go@et&w%x@m

WEZ—ZWRG(Z):O.OWWWW%MZ+Z

Soit z =a + ib € C tel que a® + b = 1.

1+ 2
Montrer que si z # 1, alors 1 est un imaginaire pur.
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Soient a,b,c € R, a # 0.

On considére 1’équation :
az? +bz+c=0 (Trg)

L’équation (Trz) admet toujours des solutions dans C.

On appelle discriminant de I'équation (Trg), noté A, le nombre réel défini par
A = b% — 4ac.
b
—o0
b+ VA
Z=—a
e Si A <0, (Trg) posseéde deux solutions complexes conjuguées :

_ —b+ivV=A
e y

e Si A =0, (Trg) posséde une unique solution : z =

e Si A >0, (Trg) possede deux solutions réelles :




Pour l'instant, faites bien attention que ce théoreme ne
s’applique qu’a des équations & coefficients réels. Seules les
solutions sont complexes.




Exemple S :

Soit I’équation 22 —2+1=0.Ona A= -3 = <Z\/§)2

Les solutions sont donc z; = 5 2y 5

Et, on, la forme factorisée :

1_
VzeC, 22—z+1= (z—;\/g> (z

1—iv3 _1+iV3

1+ iv3
-

D T
Yy

Résoudre dans C, les équations suivantes :

Q 2—7z=0. @ >—4z+5=0.

Q@ —8=322.

Avril 2024
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Soit P(X) = a, X" +a,, ;X" 4+ ...+ a; X + a; un polynéme & coefficients réels.

a € C est une racine de P si, et seulement si @ est une racine de P.




Soit P(X) = a, X" +a,, ;X" 4+ ...+ a; X + a; un polynéme & coefficients réels.

a € C est une racine de P si, et seulement si @ est une racine de P.

Résoudre dans C, I'équation z* + 422 — 21 = 0.




o L’ensemble des nombres complexes

© Nombres et Plan complexes
@ Représentation des nombres complexes
@ Module d’un nombre complexe
@ Inégalité triangulaire

0 L’exponentielle sur iR

0 Forme polaire

0 Applications a la trigonométrie




L’application ¢ : R? ——> C réalise une bijection de R? dans
(a;b) z=a+1ib
C.

Cette bijection permet d’identifier ’ensemble des nombres complexes au plan
usuel muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;9) appelé plan complexe.

Le théoréme (8) permet donc d’associer & z = a + ib € C un unique point M
du plan de coordonnées (a;b), et un unique vecteur p(M) tel que p(M) = ai + bj.

Plus précisément,




m A tout nombre z = a + ib on peut
faire correspondre, de maniere iR
unique, un point M de
coordonnées (a;b) d’un plan b+
orthonormal (O ;1 ;).

M(z=a+ ib)

m Réciproquement, tout point &
M (a;b) d’un plan orthonormal |
(O;1;7) peut étre associé, de A
maniére unique, & un nombre
complexe z =a + ib.

@ Le plan (O;%;7) est appelé plan complexe.

@ Le nombre complexe z est appelé I'affixe du point M ou du vecteur OM et

on écrit M(z) ou OM(z). )




Remaraues : L’axe des abscisses est alors naturellement appelé 'axe des réels
et l’axe des ordonnées celui des imaginaire purs.

Exemple & :
Q z =2+43i
Q 2, =3+1i
Q 23 =—-1+2i
Q z,=2—-1i
Q =1
@ z5=—2
@z, =2
Q@ z=—1-3




Remaraues : L’axe des abscisses est alors naturellement appelé 'axe des réels
et l’axe des ordonnées celui des imaginaire purs.

Exemple & :
Q z =2+43i
Q 2, =3+1i
Q 23 =—-1+2i
Q z,=2—-1i
Q =1
@ z5=—2
@z, =2
Q@ z=—1-3

M,

My




Dans chacun des cas suivants, déterminer et représenter I’ensemble des points M
dont l'affixe z vérifie 1’égalité proposée :

Q Re(z)=-2 Q Im (22) =0
Q@ Im(z)=1 QIm(22)=2
@ Re(z)>1letIm(z)>1 @ Re ((2—1)?)=0
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Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe
(O;4;7) daffixe z.

iR

M(z=a+ ib)

Le point M” d’affixe Zz=a — ib est le
symétrique de M par rapport a I'axe
des abscisses.

comcooci—dbecc s a

M/(Z=a— ib)




. 2 .. (2m
On pose j = cos (?) + i sin (?)

Dans le plan complexe, placer les points d’affixe respective 1, 1, i, i, j et J.




Détinition 4 :

Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe

(O;u;0) d’affixe 2.

On appelle module de z, noté |z|, la
distance OM i.e. le réel positif tel que :

12l = [on]

= Va2 + b2 iﬁ”

b1

B\

M(z = a+ ib)




Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :

Q 2, =3+4i Q 23 =-5-2i Q z; =9i
Q z=1—-1 Q 2, =-5




Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes.

m 2z = |2|? = o + b2

1 .
En particulier, si z # 0 alors — = %
z |7
mz|=0 <<= 2z=0¢
m |—z| = |z] et |Z]| = |2|. m [z x 2| =7 x |].
En particulier, Vn € N, [2"] = |2|".
11 4
L] ;:m, avec z # 0. m ?:|Z/|,aveczl#0'

En particulier, Vn € Z, |2"] = |2|".

m |Re(2)| < 7| m [Im (2)| < 7| ’)




Remaraue : Sia est un réel, |a] = Va @ = +/aa = Va? car @ = a. La notion de

module dans C généralise donc celle de valeur absolue dans R.

Dans chacun des cas suivants, déterminer le module du nombre complexe
proposé :

© z=(V3—i)(-1-1) 0 - (1—:31\/3)2
° == (i) ° =

o UBTSI (yesed@) Pl 202 ERYIEE



Pour tout 2, 2o de C on a :

|lz1] = |2al] < |21 £ 22| <]+ |2)-

En particulier, |z, 4+ 2| = |2, + 23] < 2, =0 ou Ja € R, tel que z; = az,
i.e. les points d’affixe z; et z, sont alignés avec l’origine sur une méme
demi-droite.




Pour tout 2, 2o de C on a :
2] = l22l] < 121 & 20| < |21] + |2a-
En particulier, |z, 4+ 2| = |2, + 23] < 2, =0 ou Ja € R, tel que z; = az,

i.e. les points d’affixe z; et z, sont alignés avec l’origine sur une méme
demi-droite.

Remaraue : En remplagant z, par —z,, on a aussi :

|lz1] — |Z2|| < J2y — 29| < 2] + |2a]-




L’inégalité triangulaire peut s’interpréter géométriquement de la maniére
suivante : si z et 2’ représentent les affixes de deux vecteurs U et V alors :

O+ 9] <16l +[[¥]:

Figure 1 — Inégalité triangulaire pour les normes de vecteurs.




L’inégalité triangulaire peut s’interpréter géométriquement de la maniére
suivante : si z et 2’ représentent les affixes de deux vecteurs U et V alors :

O+ 9] <16l +[[¥]:

Figure 1 — Inégalité triangulaire pour les normes de vecteurs.

Le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire correspond donc au cas ou les
vecteurs U et V sont colinéaires de méme sens.
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Détinition S :

Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la variable réelle a
valeurs complexes.

On définit les fonctions :

m partie réelle de f: Re(f): IT—> R

x Re (f) (z) = Re (f()).
m et partie imaginaire de f :
Im(f): I+—>R

T Im (f) (z) = Im (f(2)).
On a alors :

f: IT——>2C

x f(@) =Re(f) (z) + i Im (f) (z).




En identifiant C au plan complexe R2, la fonction f est un exemple de fonctions,
dites vectorielles.

En particulier, on peut également définir les fonctions f et |f| par leurs valeurs
sur I :

Vzel, o f(z) = f(z). o [fl(z) = |f(=)].

On retrouve alors les formules, dites d’Euler :

* Re(f) = o Im(f) =

f+f
=




En identifiant C au plan complexe R2, la fonction f est un exemple de fonctions,
dites vectorielles.

En particulier, on peut également définir les fonctions f et | f| par leurs valeurs
sur I :

Vzel, o f(z) = f(z). o [fl(z) = |f(=)].

On retrouve alors les formules, dites d’Euler :

f+1

e Re(p="11

o Im () =

Soit f: x> sinz + i(z% —1).

Définir les fonctions Re (f),Im (f), f et |f|.
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Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la variable réelle a
valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.




Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la variable réelle a
valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.

Soient I un intervalle de R et f: I C une fonction de la variable réelle a
valeurs complexes.

f est dérivable sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont et on a :

Yael f(x)=Re(f) () + i Im(f) (@).




ATTENTION

—
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Si f est une fonction a valeurs complexes, ce n’est pas
encore a proprement parler, une fonction complexe car elle
n’est pas encore « de la variable complexe » mais plutot un
cas particulier de fonctions vectorielles.

Augmenter le but, ne pose pas vraiment de problémes et
I’on pourrait tout aussi bien considérer une fonction &
valeurs dans R", pour n € N*.

fr ICRFH———> R"

T (fl(x)a f2(x)a"'a fn(fb))

Augmenter la source, demandera de redéfinir totalement les
notions de continuité et de dérivabilité notamment & partir
d’une topologie de C a définir aussi.

On parlera alors de fonctions holomorphes qui ont de tres
puissantes propriétés notamment leur analyticité.

To be continued...




Exemple 7 :

La fonction f: R ——> C est dérivable sur R et on a :

a sin(z) + i e®.

f'(x) = cos(z) + ie”.




Exemple T :

La fonction f: R ——> C est dérivable sur R et on a :

0 sin(z) + i e®.

f'(x) = cos(z) + ie”.

Montrer que la fonction f : x> sinz + i(2? — 1) est dérivable sur R, et
calculer f”.




Un grand nombre de résultats concernant la dérivabilité des fonctions & valeurs

réelles sont encore valables pour les fonctions & valeurs complexes.
Citons par exemple :

Soient f et g deux fonctions a valeurs complexes définies sur un intervalle I C R.

Alors, pour A € R, les fonctions A\f + ug, fg et f, si g ne s’annule pas sur I sont
g

dérivables sur I et on a :

f'9—r1g

Mf+9) =x+g, (fo) =fg+fg et (I> ==

g




III. I’exponentielle sur iR
2. Notation d’Euler

Soit f la fonction définie de R dans C par :

f: R——>C
0 f(0) = cos(f) + i sin(h).

@ Comme somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est aussi
dérivable sur R et on a :

VO eR, f'(6) =—sin(f) + i cos(d) = if(6).

@ f vérifie f(0) =1.
@ La fonction f est donc solution de probleme de Cauchy :

y =iy
(©) {y(O) = L.

@ Par analogie avec les systémes d’équations différentielles linéaires du
’
=a
premier ordre de la forme {y(O) yl dont les solutions sont les fonctjons-
de la forme 2 — €%®, on pose comme définition : V6 € R, f() = e'?.
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Condusion : | V8eR, e = cos(d) + isin(f). I

. — y =
Cette notation est due a Euler & qui on doit la magnifique relation du méme
nom pour § =7, e!™ = cos(n) + i sin(n) = —1.




Condusion: | VoeR, e = cos(d) + isin(f). I

. — y =
Cette notation est due a Euler a qui on doit la magnifique relation du méme
nom pour § =7, el™ = cos(r) + i sin(r) = —1.

Pour tout nombre réel 0, on a :

(Eul)
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Soient 0, 0’ € .

Alors :

0 =1
@ |ef|=1

@ i0+0) — i (it

Q VneN, (eig)n

= enie'
Q@ cif = ¢ if,

Q cif = el — g=¢ [27_‘_].




Dértinition L (Cercle triconométrique) :

On appelle cercle trigonométrique et on note U ’ensemble des nombres
complexes de module 1 :
U={zeC/|z| =1}




Dértinition L (Cercle triconométrique) :

On appelle cercle trigonométrique et on note U ’ensemble des nombres
complexes de module 1 :

U={zeC/|z| =1}

Conséquence immédiate, V0 € R, e'? € U.




Dértinition L (Cercle triconométrique) :

On appelle cercle trigonométrique et on note U ’ensemble des nombres
complexes de module 1 :
U={zeC/|z| =1}

Conséquence immédiate, V0 € R, e'? € U.

Soient z et 2’ deux éléments de U.

Stabilité par la multiplication : 2z’ € U.

1
Stabilité par 'inverse : — =z € U.
z




Définition L (Cercle triconométrique) :

On appelle cercle trigonométrique et on note U ’ensemble des nombres
complexes de module 1 :

U={zeC/|z =1}

Conséquence immédiate, ¥ 6 € R, e'? € U.

Soient z et 2’ deux éléments de U.

Stabilité par la multiplication : 2z’ € U.

1
Stabilité par 'inverse : — =z € U.
z

Remaraue : Tout élément de U admet donc un symétrique (inverse) pour la
multiplication. Le produit de deux éléments de U est encore un élément de
1 € U. Ces trois propriétés font dire de U qu’il est un groupe multiplicatif a
I'instar de R*.
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Démontrer que, ‘v’zeC\{l}, e iR < zeU.







U:{e”’, 9e|R}.

@ La fonction § — e'? est surjective de R dans U.
Plus précisément, c’est une bijection de tout intervalle [ ; o + 27 sur U.

© La fonction (r;0) — re'? est une bijection de R} x |—7 ;7] sur C*.




0 I’ensemble des nombres complexes

Q Nombres et Plan complexes
0 L’exponentielle sur iR

@ Forme polaire
@ Forme trigonométrique et exponentielle
@ Regles de calcul en notation exponentielle
@ Argument d’un nombre complexe
@ Exponentielle complexe

Q Applications a la trigonométrie




@ Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique réel strictement
positif r et un unique 6 € R modulo 27 tel que :

z=1re? avec r = |Z| (forme exponentielle)
= 1"( COS(@) + i sin(O)). (forme trigonométrique)

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique/exponentielle/polaire

de z.
@ Tout réel 0 de ce type s’appelle un .
argument de z et est défini modulo
27 par les relations : T (2) = |2]sin(@) J--ccevnermmmermnieeene :M(Z)
N
Re (2 Im (2

cos(f) = Re(z) et sin(f) = Im () it :

|Z| |Z| 3 argzzﬁ[Zw]s

ol 4 i : R

On note alors arg (z) = 6 [27].




@ Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique réel strictement
positif r et un unique 6 € R modulo 27 tel que :

z=re¥ avec r = |2

=r(cos(d) + i sin(8)).

(forme exponentielle)

(forme trigonométrique)

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique/exponentielle/polaire

de z.

@ Dans un repére orthonormé

(O;1;0), arg (z) est une mesure en v

radians de 'angle (ﬁ ] OM) Ol M edtp(5) = [2lsin(@) foveveveeeeneiny e
le point du plan d’affixe z.
@&
‘A =6 2
@ L’unique mesure de cet angle dans g ‘ e M;
|—m; 7] définit argument principal ol i, e (2) — [¢]con(0)

de z, noté arg (z).




Le réel r correspond au module, on fera donc toujours bien
attention a ce qu’il soit un nombre réel positif.

Par exemple, —1 n’est pas le module de —e'™ = 1.




IV. Forme polaire

1. Forme trigonométrique et exponentielle

Le réel r correspond au module, on fera donc toujours bien
ATTENTION attention a ce qu’il soit un nombre réel positif.

Par exemple, —1 n’est pas le module de —e!™ = 1.

Remearaues :

m On ne peut pas définir d’argument pour 0, mais son module suffit a le
caractériser.

m On a vu que si 0, est un argument de z, ’ensemble de ses arguments est de
la forme {90 2%k ke Z}.

m Le réel 6 est unique si on impose 6 € [0;27[ ou 6 € |—7; 7.

m Connaissant la forme algébrique d’un nombre complexe, on peut donc
obtenir son module et son argument a partir de ses parties réelles et
imaginaires.

On obtiendra alors une mesure exacte de 0 si cos(0) et sin(f) sont des

valeurs connues comme X 7, . Sinon, on obtiendra une valed{‘.

approchée a l’aide de la calculatrlce
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Soit z un nombre complexe non nul.

mzeER << argz=0our 27] <

mzeiR <= argZEj:g 27] <

iR

f
L/

Figure 2 — Réels et imaginaires purs caractérisés par leur argument.




Un nombre complexe peut donc s’écrire sous trois formes bien distinctes :
algébrique, trigonométrique et exponentielle. Chacune d’elles sera a préférer aux
autres suivant le type de calculs a effectuer. Pensez-y !

Exemple 8 :

Différentes écritures du nombre complexe 1 + V3

Forme exponentielle | Forme trigonométrique | Forme algébrique

2[c05(§)+isin<§)] 14+iv3

e

2 el




Un nombre complexe peut donc s’écrire sous trois formes bien distinctes :
algébrique, trigonométrique et exponentielle. Chacune d’elles sera a préférer aux
autres suivant le type de calculs a effectuer. Pensez-y !

Exemple 8 :

Différentes écritures du nombre complexe 1 + V3

Forme exponentielle | Forme trigonométrique | Forme algébrique

2[cos<g>+isin<g)] 14+iv3

@[3

2 el

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

Q2 =5 (cos (g) + isin (g)) @ 2z, = cos(m) + i sin(m)

Yy

o BTSI (yesed@) Pl 202 AT




Exemples 9 :

Quelques exemples classiques a retenir ou a savoir retrouver :

m ei0 — 27 1 T
— m V2 4 =v2cos X + iv/2sin =
me'z=1i. ) 4
= eiw:efiﬂ:_l_ =1+1i.
K o
i— s 7 1= s Vi
2e¢ 3 =2cos — + i2sin = 2e 6 =2cos = + i2sin —
- 3t 3 - 6 " 6

=1+ iv3. =v3+i.




Figure 3 — Formes exponentielles remarquables
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Exemple IO (Forme exponentielle, triconométrique et alaérrique) :
z=4e'F (Forme exponentielle)
3 3
=4 [cos (%) + isin (Zﬂ-)} (Forme trigonométrique)
2 2
2 2
=—-2v2+2iv2. (Forme algébrique)




Déterminer la forme exponentielle de
laffixe de chacun des points A, B, C,
D, E et F placés dans le repére donné
ci-contre :

o UBTSI (yesed@) il 0 EEYiEE



Exemple Il :

1 5 5
Quelle est la forme algébrique de z = V= (cos (g) + i sin (g) ) ?

11 suffit de calculer et développer :

1 V3 1. 1 V3,
Z_<_2+21>__2+61'




Spabzza+ibmqmpmew7\T9wgbmbwgohmwc&aé@hAﬂw.Tmemw

0 On caloulle |2] = Va2 + b2
: b
0 On dendle Qam%@a 0 tel que cos(d) = | | b sin(f) = 2l

arctan ( ) [27] s a >0

b
a
b
a

f&urmwaqéo,GE arctan ( >—|—7r 2n] sia<0eb b>0

arctan(a —7m 21 s a<0eb<0

MWW@&WLM@WW@M_@a@W
directement; cos(6) e sin(f) m@'m[mmm

a . b
2=z | = +i—].
z z
Avril 2024 62 /96



Exemples 12 :

m arg (3 +2i) = arctan (g) [27].
3T

marg(—1+ i) = arctan(—1) + 7 = e [27].

3

m arg (—3— 1\/§> = arctan (\/§> -

_om
T 6

[27].




Exemples 13 :

Déterminer la forme trigonométrique des nombres suivants :

- =v2
1

- . ) cos(9) =—
mz=1—1: . \/51
sin(6) :_E
Dot r =2, 0 = —g [2n] et 2, =1 —i =2 [cos (—%) + i sin (—g)]

= Qe_ig.
|-VB+i| =2
w2, =—V3+i: cost =—§
. 1
sin(f) =3
Dour=2,0= —% et z, = —V3+i=2 [cos (—g) + i sin (—g)}

oIy

=2¢ !




Trouver un argument des nombres complexes suivants :

Q2 =-2+2i. Q@ z=1—iV3




Exemples |4 (Factorisation directe) :

Quelle est la forme trigonométrique de z =1+ iv37

@ Tout d’abord, on calcule |z| = |1+1\[| V1i+3=2.

@ Puis, on factorise I'expression de z par |z :

1, V3
z=2(2+12).

@ On cherche, sur le cercle trigonométrique quel est ’angle qui a pour cosinus

1 3
5 et pour sinus g Clest g [2n].

D’ou, z—2<cos§+isin73r> :2ei§




Remarque : Dans certains cas, il est inutile de faire tous les calculs : la forme

trigonométrique se « voit » :
m1=cos0+isin0 donc |1|=1et arg(l) =0
m i = Cos (g) +isin (g) donc |i| =1 et arg (i) = g




, (=1
Vz,2/ €eC*, z=2 &
arg (z) = arg (2') [27]




W
, |2 = ||

V2,22 €eC*, z=2 &
arg (z) = arg (2') [27]

Autrement dit, deux nombres complexes sous forme exponentielle sont égaux si,
et seulement si ils ont méme module et méme argument modulo 2.




. ) -
Soient z =re'? et 2/ =1’ e'? deux nombres complexes sous leur forme
exponentielle avec r, 7’ # 0 et n un nombre entier :

. i0
= Produit : g ' rie—0
i0 T4 P i(9+9’) | | Quotlent 5 R = */el<19 © )

re' xr'e'” =rr'e . r’e! r

m Puissance : (ret?)" = ein?,

. ; i — 4 0 = —i6

O Cm o P = i0 m Inverse : —— = —e '".

Conjugué : re re reif




. ) -
Soient z =re'? et 2/ =1’ e'? deux nombres complexes sous leur forme
exponentielle avec r, 7’ # 0 et n un nombre entier :

= Produit : g T (-0
i ; i0 P i(9+9’) | | Quotlent ST = */e ( )
re!? xr'e!” =rr'e . r’e r
) o )
m Puissance : (ret?)" = ein?,
. , - o . _ L0
m Conjugué : reif = re i, = Inverse : —ol8 5 © e
Moralité :

m Les formes trigonométriques et exponentielles sont adaptées aux produits
de complexes.

m Les formes algébriques sont adaptées aux sommes de complexes.




Exemples IS :

1N i i
On considére les nombres complexes z; = 2 ei5 et 2, = 2/3 el :
1 2

st = (2v3e'E)” n _ 2BeE

13 i g z 2el3
2122=2X2\/§>< e's x e's :(2\/§4ei4% 1 2\[
= 4v3e'(3+8) = 144 %5, -9 (5-%)

—4v/3ei%, _ et




Etablir égalité suivante :

(3 1o (5)) (77570 1+ 0= 3 on () 150 ()




Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls.

m arg (zz') = argz + argz’ [27]

m arg (7) = arg (z) = —arg (z) [27]

[y

N W

m arg (?) =argz —argz’ [27]

En particulier, Vn € Z, | arg (z") = narg z.




Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls.

m arg (zz') = argz + argz’ [27]

m arg (7) = arg (z) = —arg (z) [27]

[y

N W

m arg (?) =argz —argz’ [27]

En particulier, Vn € Z, | arg (z") = narg z.

ATTENTION

arg (—z) =+ argz [27].




M(z2')

2|
M(z')

M(2)
Il

0, +6,

0

Figure 4 — Dans la multiplication de deux nombres complexes, les modules se multiplient et
les arguments s’ajoutent.




Exemples |5 :
En reprenant les notations de I’ exemple (

?7?) , on obtient, sans calculs :

O
m arg (2;2;) = arg (2;) +arg (z,) = 3763 (2]
1
m arg (—) = —argz, = 0 [27]
2y 3
m arg <2—2> =argz, —argz = - — T=_T [27]
2y 3 6




Détinition 8 :

Pour tout nombre complexe z, on appelle exponentielle de z, noté exp(z) ou e?,
le nombre défini par :

eXp(z) — o7 = eRe(2) y gilIm(z)




Détinition 8 :

Pour tout nombre complexe z, on appelle exponentielle de z, noté exp(z) ou e?,

le nombre défini par :

exp(z) = e = efel®) x el I (2)

Exemple (1 :




Détinition & :

Pour tout nombre complexe z, on appelle exponentielle de z, noté exp(z) ou e?,
le nombre défini par :

exp(z) = e* = efe(?) x i lm(2),

. . . 2 . 2
im im 1 i e ie
e2+4 = e2e4 :eZ( ):7—5-7

R R) TR

Si z est réel ou imaginaire pur, on retrouve respectivement 1’exponentielle réelle
et Uexponentielle définie sur les imaginaires purs au paraaraphe (III) . Cette
définition prolonge donc ces deux définitions.

En particulier, si z € iR alors e* € U.




So
it
(z;2
;2') €
CQ

ez
X
e
ez+z’




Soit ( ) € C2
e* x e = "7,

Soit z € C.
m Re(e?) = ef°®) cos (Tm (2) ). m Im (e*) = eR°® sin (Tm (2) ).
m |e?| = efel) m arg e = Im (2) [27].
moef=c? leEC,eZ#:Oetéze*z.




)
)
=z [2in].

e* = 7 (:){
<~ Z

Soit (2;2’) € C%.




z+4im

|
:
h
|
|
+
f-
\f\
|
|
+
|

z+2im

Imz L+

z—2im

z—A4im

Figure 5 — Nombres complexes ayant la méme exponentielle.



Soit w € C un nombre complexe.

m Si w =0, "équation e* = w n’a pas de solution.

m Si w # 0, équation e* = w a une infinité de solutions définies par :

Re(z) = In |w| et Im (z) = arg (w) [27].




Résoudre dans C, I’équation e* =2+ i. l




Soient I un intervalle de R et ¢ : I — C une fonction dérivable sur I.

Alors la fonction f =expop = e¥ est dérivable sur I et on a :

Viel, f/(t) = ¢ (t) x e?®.




Soient I un intervalle de R et ¢ : I — C une fonction dérivable sur I.

Alors la fonction f =expop = e¥ est dérivable sur I et on a :

Viel, f/(t)=¢'(t) x e?®.

Exemple 18 :

Poura € Cet f:x+— e, Vo € R, f™(z) = a® e = a” f(z).




Soient I un intervalle de R et ¢ : I — C une fonction dérivable sur I.

Alors la fonction f =expop = e¥ est dérivable sur I et on a :

Viel, f/(t) = ¢'(t) x e?®.

Exemple 18 :

Pour a € Cet f:x+— e, YV eR, f)(z) =a" e = a” f(z).

t)+1i arcsin(t)

s . . it
Dériver les fonctions complexes ¢ —» €€ et ¢ — earecos .
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o L’ensemble des nombres complexes

o Nombres et Plan complexes
o L’exponentielle sur iR

o Forme polaire

° Applications a la trigonométrie
@ Formule d’Euler et de Moivre
@ Linéarisation des puissances de cosinus et sinus
@ Factorisation par 'angle de ’arc moitié
@ Calculs de sommes de cosinus et sinus
@ « Délinéarisation » ou Polynoémes de Tchebychev
@ « Délinéarisation » ou Polynomes de Tchebychev
@ Factorisation de sommes de cosinus et de sinus




Les théorémes et propriétés qui suivent illustrent bien le potentiel de la forme
exponentielle en simplifiant un certain nombre de calculs liés a la trigonométrie.

Nous présentons ci-dessous quelques méthodes a connaitre.




Les théorémes et propriétés qui suivent illustrent bien le potentiel de la forme
exponentielle en simplifiant un certain nombre de calculs liés a la trigonométrie.
Nous présentons ci-dessous quelques méthodes a connaitre.

Exemple 19 (Expression de cos {5) :

T T
11 suffit de remarquer que L2371
D’ou :
eil% = eige iz
cos(w)—o—isin(ﬂ):(l—i-i )(f f):\/é+ﬂ+i\/6_\/§
12 12 2 2 4 4

Par identification des parties réelles et imaginaires, on trouve :

cos(l):M sin(ﬂ) Vo - \[

12 4 “ 1 j)

12




i0 | .—i0 i0 _ ,—i0
VO eR, cos(d)= % et sin(f) = R




i0 | .—i0 i0 _ ,—i0
VO eR, cos(d)= % et sin(f) = R

En particulier, les fonctions sin et cos sont respectivement les parties réelles et
imaginaires de la fonction 6 — e'?.




10, ,—i0 10 o—i0
VO eR, cos(d)= % et sin(f) = cooe

En particulier, les fonctions sin et cos sont respectivement les parties réelles et
imaginaires de la fonction 6 — e'?.

Développer A = (el — 1)3 et B=(1+ ei6)4‘




Remaraue : VzeR, ch(iz)=cos(z) sh(iz)= isin(z)
cos(iz) =ch(z) sin(iz)= ish(z).




Remaraue : VzeR, ch(iz)=cos(z) sh(iz)= isin(z)

cos(iz) =ch(z) sin(iz)= ish(z).
11 est alors aisé de retrouver les formules trigonométriques hyperboliques a
partir de leurs homologues circulaires.

Par exemples :

vV €R, cos?(iz)+sin?(iz) =1 <= ch(z)? —sh?(z) = 1.
Va,be R, cos(i(a+ b)) =cos(ia)cos(ib) —sin(ia)sin(ib)
< ch(a+0b) =ch(a)ch(b) +sh(a)sh (b).




Soient # un nombre réel et n un entier.

(005(9) +i sin(@))n = cosnf + i sinnf.




Soient # un nombre réel et n un entier.

(COS(G) +i sin(@))n = cosnf + i sinnf.

Exemple 20 (Duplication des anales) :

A Daide des formules de Moivre, on peut retrouver les formules de duplication
de cos 26 et sin 26 :

D’une part, (cos(f) + i sirl(t9))2 = cos(20) + i sin(20).

D’autre part, en développant,
(cos(9) + i sin(é’))2 = (cos?(0) —sin?(0)) + 21 cos(6) sin(0).

En identifiant, parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos(26) = cos?(0) — sin?(6) et sin(260) = 2sin(f) cos(6).




A Daide de la forme exponentielle, on peut trés facilement retenir et
redémontrer les formules d’addition des sinus et cosinus :

Pour tous réels a et b, on a :

cos(a +b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).




Les formules d’Euler permettent, comme on 1’a déja vu, de linéariser les

expressions en cos? et sin?.

D’une maniére générale, pour linéariser une expression trigonométrique

cos® zsin’ 2 (en combinaison linéaire de termes en cos(ax) ou sin(8z), on

procede comme suit :

0 On utillise len goh/m,u@eu d8uler, de lo, proposition (29) powr cRa/Mae/L cos T

of sinz en bomme de tevmes avec €' o e 1%,

@@%WQ@@WW&WWWWMCOS(ax)

ou sin(fx).
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Linéariser cos®(z) et cos?(x)sin®(x).




Tm&@mmwd@bﬂw elf + eif’ ;

) @n@o&foﬂiﬁel\oh,@muaﬂenmihéﬁolebbdderm i
@ On utilise enswite len gowmu?ea 4l de lo, proposition (29)




ﬂ)mga@momwmwdu%\e elf + eif’ ;

QO%WWQ‘M%LWO'%LaWW iS5,

® On utllise ensuite let @ommﬂm dGulor de lo proposition (29)

Factoriser les expressions suivantes :

Q@ VteR 1+ eitetl— elt
pP—q

@ @ Soient p et g des réels. Montrer que e'? + e'?=2e' 2 cos

® En déduire des formules plus aisées pour cos(p) + cos(q), cos(p) — cos(q),

sin(p) + sin(q) et sin(p) — sin(q) avec (p;q) € R2. )
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Cette méthode, appelée aussi principe de symétrisation des arguments, permet
d’exprimer une somme ou une différence de deux exponentielles a ’aide des
fonctions trigonométriques. C’est notamment intéressant pour obtenir la partie

réelle et la partie imaginaire sous forme factorisée.

Soient a et b deux réels. Alors :

5 i i atb s a=b _jab a—b i atb
ele 4 elb = el (e‘2 + e ‘2):2c0s( 5 >e12.

. . : atb s ab {a- .. a—b i atb
e“’—e‘bze‘%(e‘aT—e_‘aT)=21sm( 5 )e‘%.




Cette méthode, appelée aussi principe de symétrisation des arguments, permet
d’exprimer une somme ou une différence de deux exponentielles a ’aide des
fonctions trigonométriques. C’est notamment intéressant pour obtenir la partie

réelle et la partie imaginaire sous forme factorisée.

Soient a et b deux réels. Alors :

5 i i atb s a=b _jab a—b i atb
ele 4 elb = el (612 + e ‘2):2cos< 5 )elﬁ.

. . : atb s ab {a- .. a—b i atb
e‘“—e‘bze‘%(e‘aT—e_‘aT)=21sm( 5 )e‘%.

T
13

sous forme exponentielle.

LT
Mettre e'6 4 e
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Soient p et ¢ deux réels :

m cos(p) + cos(q) = 2 cos (I%) cos (%)

m cos(p) — cos(q) = —2sin (%) sin (%)

m sin(p) + sin(q) = 2sin (1%) cos (u>

2
m sin(p) — sin(g) = 2sin (1%) cos (pT-i-q)




Soient n € N et t € R\ 27Z. On pose :

A, (t) = Z ei** le noyau de Dirichlet, et B, (t) = ZAk(t).

k=—n

i (2nt1)t . (n41)t

sin =22 sin 2Dt

Montrer que A, (t) = ——2— et B, (t) = <—§
s 5 sin 3

)2.




Il s’agit du cheminement inverse, consistant & écrire cos(nz) ou sin(nz) en
fonction des puissances de cos(x) et/ou sin(z).

La méthode repose sur les formules de Moivre de la proposition (30) .

Pour transformer cos(nz) ou sin(nz) en un polynéme en cos ou en sin, on
procéde comme & I’ exenple (20) i.e.

@eﬁm@oﬂ@oﬂm de cosnz o sinnz :

© On éonib cos(nz) = Re ((e%)") = Re ((cosz + i sinz)™).
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Il s’agit du cheminement inverse, consistant & écrire cos(nz) ou sin(nz) en
fonction des puissances de cos(x) et/ou sin(z).

La méthode repose sur les formules de Moivre de la proposition (30) .

Pour transformer cos(nz) ou sin(nz) en un polynéme en cos ou en sin, on
procéde comme & I’ exenple (20) i.e.

@efmmm de cosnz o sinnz :

© On éonib cos(nz) = Re ((e%)") = Re ((cosz + i sinz)™).
© On develonpe avec lo biname de Nowton.

Exprimer cos(6z) en fonction de cos(z).
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Si (a;b) € R2\ {(0;0)} et w un réel, il existe (A;p) € R% x R tel que pour tout
teR,

acoswt + bsinwt = A cos (wt + ).

En particulier,

A =2r=+/a2+ b2 I et

¢ = —arg(a+ ib). I




Si (a;b) € R2\ {(0;0)} et w un réel, il existe (A;p) € R% x R tel que pour tout
teR,

acoswt + bsinwt = A cos (wt + ).

En particulier, | A = 2r = /a2 + b2 I et

¢ = —arg(a+ ib). I

Remaraue : Une telle fonction ¢ — a coswt + bsinwt est appelée signal

sinusoidal.

Physiquement, le réel A représente son amplitude, et ¢ son déphasage. Comme
vu dans la preuve, 'amplitude est alors le module de a + ib et la phase son
argument.




Pour tout 6 € R,

@ Simplifier Pexpression V2 cos(d) + v/6sin(6).
@ Donner une interprétation physique de ce résultat.
@ Méme question avec v/3 cos(0) — sin().
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