Feuille d exercices n°8 Les Nombres Complexes T
Les Nomeres Complexes | |
Exercice | : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants : Vérifier vos résultats d la calculatrice.
1 .

_ (2_42.>_<2_3.) 25 = < >< i) 1—v2i
2 ' ' 2o = (5—21)(5+21) (2 —i)?
Zg = <2+§1>+<—3+§1> 2, = (14 iV2)? 2i

3 —2i

s = (24 iVE) + (3—2ivE)  Zis = (2430)° ar = B+ 1) z—
2= (2= i)(i +1) a9 = (1217 L 3410
zg = 2i(3 —21i) 2o = 2+3' e
2= (V2+2i)(3 - V2i) 7 R
zg = (71 —3)(7—31) 217 473 5—1i .
L 1 - 6— i " 1—1
s 2= gy 07 3731 “2-
10 — (2 ) 1 \/i— i\/i
z 1 = 291 — —/————=
11 — o 293 (1—|—Z>2 31 \/§+ 1\/§
12 = 1 i 1+
213 l2n+1 Zoy = E Z39 = 13

Exercice 2 : Soit z € C un nombre complexe, déterminer les conjugués des nombres complexes

suivants :

2 = (3—5i)+V2 2, = 22422 o i—= 29 = 22+ 22
o (5 .) \/§ 3. 6 Z+1 -

Zp = = 1)FVatsl a1 z; = Im(z)+iRe(z) “10= 1%

23 = 3z S 23 = 22—2 z1, = —2%

Exercice 3 : Soit z € C*.

1
‘ Montrer de deux fagons différentes que — +
z

1
[2] Montrer de deux fagons différentes que ~ —
2

est un réel.

ST ST

est un imaginaire pur.

Exercice 4 : Déterminer I’ensemble des complexes z tels que :

z—2
1 R
‘ 22:-|-iE

z—1

- c iR
z— 1

Exercice S : Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme

algébrique.

2iz—1—1 =2+2i

3422—2i =iz+i+5

3] 2i+32=i(5—i2)
z2=(2—1)z+3

[5] 1+i)z:1—i

@ +31——2—51
22+1

‘ 2—i

iz+1 s _

- =241 my J2TE =2
23l 22 +2: =2+ 3i
o %:3 1) (1+i)24(2—i)z = 1-2i

- z—1—1i

(1+i)z+(1—1i)z=2
(1+i)z+2iz=1—1i
(

(224+1—1)(i2+3)=0

(z—i)2=(z+1+1)?

= =] I~
ol o

3+i)z=(1—"5i)z
z+2 =2-5i —222+62+5=0
— |z+3Y =i-1 [19] 2> +9=0
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fewille d exercices n° 8 Les Nembres Complexes T

[20] 222 =3z —2 3+z_ [30] 22 =3iz

3—=z

[\ N
(=) (S}
—~

[21] —22+2*+2=0 z—2)%=—4 2> —32+18=0
) B =l
2 AP 2—3:43=0 (B2] —=*+(1+V3)z=V3 =0
9 2 2 2 2 _
‘Z;' —0 @8] 22— V32+31=0 [383] (2°42-3)*+(2*—2+1)> =0
[24] 22*=2+3 (2 —2)? = (3+1i2)?

Exercice £ : Pour 6 nombre réel dans [0 ; 7], on considére I’équation :
22 —2cos(0)z+1=0.

‘ Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles I’équation admet une solution réelle.

Dans les autres cas, exprimer les solutions complexes en fonction de 6.
Exercice T : Soit I’équation dans C :
23— (44 1)22 4+ (13 +4i)z— 131 = 0. (VIL1)
‘ Montrer que i est solution de 1’équation.
Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :
22— (44 1)22 4+ (13 +4i)2—13i = (2 — i)(az® + bz + ¢).
Résoudre alors I'équation (VIL1).

Exercice & :
Soient a,b € C.
Montrer que |[a —b| = |1 —ab| < |a| =1 ou |b| = 1.

Aide : On pourra développer intelligemment (\a\Q — 1)(|b|2 — 1).
Montrer que pour u,v € C, on a |u + v|? + |u —v|? = 2(|u|? + |v|?).

Cette relation est appelée égalité du parallélogramme. Pourquoi ?

Correction :

Soient u,v € C.

lu+v* + Ju—v]? = (u+v) (u+v)+ (u—2) (T=—D)
=(u+v)(@+7) + (v—v)(T—7)
= [uu + uv + va + Vo] + [ut — uo — vu + VY
= 2 (utu + vv)
= 2(|uf® + [v]?)

Done,  |u+ 0|2 + |u—v]2 = 2(|ul® + [v]?)

@mmwnu%wm%mdmmdmwweﬁoﬂea%mdmmd@
cbtén.

Exercice 9 : Soit f:z+— (1+ iz)?.
Définir les fonctions Re (f),Im (f), f et |f|.

. 1 .
Exercice IO : Déterminer z pour que z, z — 1 et — aient le méme module.
z

1—2"
1—2z

1—[2["
R

Exercice | : Démontrer que, Vz € C\ U, ’
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fewille d exercices n° 8 Les Nembres Complexes T

Correction : %it 2 C\ U

‘l—z”
—z

1

=[14+2422++2"1

52 n—1 ' N Loy sk .
<|1|+‘Z‘+|4|+ Jr|Z |, dw@we%ufdgmamﬂfqﬂmm

STz + 22 4 4 |2
1 . ‘Z‘n
1—|2|

/AN

con |2| # 1

Z’n, 1— |Z|”

R

1 —
@O’I’L{}, VZEC\[U, ‘17

z

Exercice [ : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

2y = cos(m) + i sin(m) Zg = 2 (COS <_%> + 1sin <_%>>

3 .. (37 7T (T
2y = 3 (cos <7> + 1 sin (;)) Zy = COS (E) + 1sin <€>

zy = el™ 4+ 1 26 = eig 1+1ivV3 20
o . nikm = | v
Zoy = 4613 ’47_6.7(7]{62 1—1
Tz 2 = 3elilHR) L7 1+4b
5= 3eld G sett w-grwon O
z, = V2elm N (b € R).
. z2i0= | ———=
25 = 26217 10 1+iv3
Exercice [3 : Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :
. . s s w2
2= —2+4+21i 2y = iv2 Zog = 2€'2 x 2e'6 (elg)
Zo = 1 i - = — i ;T Q =
29 + 1 ‘ Z5 = 1 \/§1 2y = €2 x (—elT) %33 (e*”r)Q
2z = V341 - 8e'3 Zgg = 1 1
24 = 3i = .257 f28 T T _ 14
5 z1g = 21 e’ S
Z6:3. . :—1+1 QGig 1_1
2'7 = —1 19 3 229 — ei7r 2:36 — 1+1
7= 2+2iV3 20 = V2+iV6 eim 1+1)?
29:3_31 221: 1\/§+1 Z30: iz 237: (1_1>
1 i . e 6
210: 7+* 222: _91 4i s 238: (1+1\/§)3
2 e Zyy = —2+2iV3 8e'3 xze's :
= —V6+iV2 S . Y e :1+1\/§
_ 1 i e'3 39 V3—i
212 = Roq = 373 =z
C1-1v3 o o - 2¢ 13 ] . VB—iv2
13T T g Zos = De 6 X e 3 9eim % 3eis 07 T
19_1
Exercice [+ : Simplifier — ] pour 0 € |—m;mnl.
el

Exercice IS : Trouver la forme trigonométrique des complexes suivants :
L 1+iv3 1+v24+i)
1 — . 2, = _—
V3+i * 1—Vv2—i
_ . /2\6
2z = (1+iV3) z5 = 1+ cos(a) + 1 sin(«)

= LY ) T
%8 = 1—itangp’ v 279 26 = (L +cosf — isinf)”
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Correction :

14+iV3 s
Zl = - = e 6_
V3+i
.\ 6 .
2= (1+iV3)0 = (2075) =2
1+t y .
2= +itany  cosp tising _ Q2iv

l—itany cosp —ising

L <1+\/§+i>"_ ﬁ<\2+i\}§+1>
| )

1—V2—i

Il
N
@

w
=13
2
B %
e Ve
00[3 |oo|y
S— [ ——
~
3
Il
+
o
]

3
/N
0|3
N——

@
w

(3
3

>0
: ay e
X 2cos(§) el 3 s a e | [(4k - L)m; (4k + 1))
25 = l+cos(a)+1isin(a) = 1+e'® = 2cos (2) e'2 = aN| (e el :
2 2’cos<—>’ e (217 yae U[(4k+1)7r;(4k:+3)7r]
2 kez
o\ . no
2" cos™ <§> e 2 s 0 € U [(4k — 1)m; (4k + 1)7]
zg = (14 cosf — isinf)" = 9 7'(@+ ) kez
2" |cos™ (7> e W27 hihe U[(4k+1)7r;(4k+3)7r}
2 kez
. , . 1 T
Exercice |6 : Déterminer le module et argument de 2 = ———— avec a € ]—— ;= [
1+itana 2°2

Quel est I’ensemble des points d’affixe z quand a décrit ]—g ; g [?

En déduire une construction simple du point A d’affixe ————.
1+ i tan

Exercice [T : Déterminer la dérivée n-ieme des fonctions suivantes :

x > e cos(x x> e Tsin(x) & — e sin (v3z
| 3]

Correction :
‘ f=Im(g) o g(a) = e V3 = 1H1VIT uer ¢ (1) = (14 iV3)"g(z) = 2" 3 g(x).

Done f™(z) =27 e sin (ng + \/§T>

Exercice & : En utilisant les formules d’Euler, établir les identités suivantes :

1— 46
[1] cos*(0) = 1++OS29 sin?(6) cos?(6) = %
— 20 0 0
B sin2(0) 1 c20s ] cos*(6) = 3 cos( )4+ cos 3
Exercice 19 : A l'aide des formules de Moivre :
[1] Linéariser cos(36) et sin(36). Linéariser cos®(26)sin*(4).

En déduire une expression de tan(30).

Exercice 20 :
2
‘ Montrer que la fonction f : x — 4 cos3(x) — 3 cos(z) est g—périodique.

‘ Trouver une primitive sur R de x — cos® z et x — e**sin(z).
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‘ Calculer I'aire, exprimée en unité d’aire, de la surface délimitée par ’axe des abscisses, la

i
courbe représentant la fonction z — e™* cos(3z), et les droites d’équation x = 0 et = = 5
Exercice 21 :

™
[1] Linéariser sin®(z). En déduire / sin®(z) da.
0

™
‘ Proposer une méthode plus efficace pour le calcul de / sin5(a:) dz.
0

Aide : Poser u = cos(x)

Exercice 272 : Résoudre dans R puis dans |—m ;7] :

cos(2x) + sin(2x) = 0 V3 cos(x) + sin(x \/§<0
|
2] cos(2z) — 2cos(x) = 3 [5] 2sin®*(z) + 3sin(z) —2 <0

2
. 3
E‘ \/§COS$ +sin(x)—\@:0 @ cos (%) = sin (a:—i—zﬂ)

. 27
Exercice 23 : On se propose dans cet exercice de calculer la valeur exacte de cos <?)
Démontrer que pour tout nombre complexe z # 1 :

1—2°

1+2z+224+283421="".
1—=2

En utilisant la valeur z, = ¢! dans la formule précédente, démontrer que :

2 1 1 —
0 0

2
1 1 1 2
.‘ Démontrer que (2(2) + ) = (Zo + ) — 2 et que (Zo + > = 2cos <§> .
z

25 20 0
27
‘ En déduire que cos (E) est solution d’une équation du second degré que ’on précisera,

puis calculer la valeur exacte cherchée.

Exercice 24 : Calculer les sommes suivantes :

= Zcos(kw). B, (z) = ZSin(kx)‘ Z cosk
k=0 k=0

Correction : Tm@mw%dﬂwwduﬁome@:

0
n sin ((n+1)7>
= E cos(kl) = cos <n—9) N 2]
2 (0
k=0 sin <§>

. 0
n . ' no sin ((n+1)§>
B, = Zblll(kg) = sin (7) <9>
k=0 sin | =
2
i 3T o 7 9 1
Exercice 25 : Montrer que cos 111 + cos 11 + cos 1 + cos % + cos 1—71T X
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fewille d exercices n° 8 Les Nembres Complexes T

Exercice 26 :

[1] Montrer que Z ( )cos k%) = V3" cos (nf).
=
En déduire D, () = Z (Z) sin(kx).

k=0

Correction : Zidée et de e namener & un binsme de Newton.
@m@ecﬂgwﬂeww@@gomT@(l—O—cos(%))nWF&%QWWMWMW@%W&M%@AM
boub&wgohm <1+ ei%>n.

O, (14 )" =3 (k)

k=0

@m; (:) cos (k3) = Re ((1+ eig)n).
T ne neate s quia, trousen bo pantio nsdle do 1+ ¢ 5)" dinectomont.
@%Mcruel-i-ei%:ei%XQCOS(E).

Dos, (1+ e! 3 (ei% ) — "6 x (\/g)n

N

Exercice 27 :
Calculer de deux manieres (1 + i)™ + (1 —1)™.

e s (1) = () + (7) et (1) = () + (2) -

Correction :

Dane pon,
i)+ (1= i) = (V2e' 1)+ (Ve 'T) = (v2)" (¢! 4 e ')
= (\/§>H+2 Ccos (%) .
@'mbwpmt,mee&mmdej\f;mm@:
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?waodfyuudmmmiﬂmgom@&uﬂ%(l+i)"—(l—i)"dedmmmmm.fﬁe
hmbmvnmmbebttdynhweﬁ@mblmwe

1+ )" —(1—1)"=1i(v2)"" sin (%) .

Riin,
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