IX

Primities et caleuds dintegrates

Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus. Il reste tout
seul dans son coin, da l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste dans sa solitude.
Le cosinus répond :
— « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »

Et le sinus de répondre :
— « Eh bien, intégre-toi! »

és laube du calcul différentiel et la formalisation de la dérivée d’une fonction f, les ma-
thématiciens se sont naturellement posé la question de 'existence d’une fonction F dont
f serait la dérivée. La notion de primitive était née.

@%@g a « primitivisation » apparait alors comme l'opération « réciproque » de la dérivation. Ce

nouvel outils va, en fait, devenir incontournable pour calculer des aires un peu moins

triviales que celle d’un rectangle : I’aire délimitée par une portion de courbe par exemple.

Difficile a priori, ce probléme trouve une solution élégante et triviale lorsque le lien avec les
primitives est prouvé.

omme demandé par le programme de PTSI, le point de vue adopté dans ce chapitre est

s~ exclusivement pratique. On y apprend essentiellement a faire du calcul exact de primi-

tives et d’intégrales. La notion d’intégrale sera définie proprement en fin d’année et nous
démontrerons alors tous les théorémes énoncés dans les pages qui suivent.
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. PRIMITIVES

Primitives d’une fonction de la variable réelle

( N\
Définition | : Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction.

On dit que F : I+ K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est dérivable sur I

et de dérivée égale a f :
veel F(z)=f(z).

xT

Notations : Le symbole / f(t)dt, introduit par Leibniz [!), désigne une primitive quelconque
de f. Elle est définie & une constante additive prés.

On ne parle donc pas de LA primitive, mais DES primitives de f.

4 N\
Exemples | :

= T+ x et x —> x + 2 sont des primitives de x — 1 sur R.

1
» La fonction F définie par F(z) = In(x) est dérivable sur |0;+oo[ et F/(z) = —.
x

1
Donc F est une primitive de — sur ]0; +oo|.
x

= Une primitive de & — @ sur R% est  +— zl sia# —1, z+— In(z) si a = —1.

a+1

s 1
= Une primitive de  — e“? est x — — e“” pour w € C*.
w

s La fonction S définie par S(z) = In (m + Va2 — 1) est dérivable sur |1 ;+oo et S'(z) = T
22 —
\ )

|1]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né & Leipzig le 1" juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716, est
un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand.

Esprit polymathe |2/, personnalité importante de la période Frithaufklirung, il occupe une place primordiale
dans D'histoire de la philosophie et 'histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré
comme le dernier « génie universel ».

En philosophie, Leibniz est, avec René Descartes et Baruch Spinoza, 'un des principaux représentants
du rationalisme. Au principe de non-contradiction, il ajoute trois autres principes a la base de ses réflexions : le
principe de raison suffisante, le principe d’identité des indiscernables et le principe de continuité.

Concevant les pensées comme des combinaisons de concepts de base, il théorise la caractéristique universelle,
une langue hypothétique qui permettrait d’exprimer la totalité des pensées humaines, et qui pourrait résoudre des
problémes par le calcul grace au calculus ratiocinator, anticipant I'informatique de plus de trois siecles.

En métaphysique, il invente le concept de monade. Enfin, en théologie, il établit deux preuves de 'existence
de Dieu, appelées preuves ontologique et cosmologique. Au contraire de Spinoza, qui pensait Dieu immanent,
Leibniz le congoit transcendant, a la maniére traditionnelle des religions monothéistes. Pour concilier ’omniscience,
I'omnipotence et la bienveillance de Dieu avec 'existence du mal, il invente, dans le cadre de la théodicée, terme
qu’on lui doit, le concept de meilleur des mondes possibles, qui sera raillé par Voltaire dans le conte philosophique
Candide. Il aura une influence majeure sur la logique moderne développée a partir du XIX®Mme gidcle ainsi que sur
la philosophie analytique au XX®Mmegiacle,

En mathématiques, la contribution principale de Leibniz est 'invention du calcul infinitésimal (calcul différentiel
et calcul intégral). Si la paternité de cette découverte a longtemps fait I’objet d’une controverse opposant & Isaac
Newton, les historiens des mathématiques s’accordent aujourd’hui pour dire que les deux mathématiciens ’ont
développé plus ou moins indépendamment.

Il travaille également sur le systéme binaire comme remplacant du systéme décimal, s’inspirant de vieux travaux
chinois. Par ailleurs, il introduit la notation qui porte son nom et travaille également sur la topologie.

Ecrivant en permanence, principalement en latin, francais et allemand, il légue un immense patrimoine littéraire,
Nachlass en allemand, conservé a la bibliotheque de Hanovre. Il est composé d’environ 50 000 documents dont 15
000 lettres avec plus de mille correspondants différents, et n’est toujours pas entierement publié.

|2]. La polymathie est la connaissance approfondie d’un grand nombre de sujets différents, en particulier dans le
domaine des arts et des sciences. Le substantif associé est polymathe, parfois également nommé « personne d’esprit
universel ».
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Donc S est une primitive de sur ]1;+ool.

1
Va2 —1

ATTENTION I Il existe des fonctions n’admettant pas de primitives comme x — |z].

Exercice | : Montrer qu’une primitive de f : z —

1
vz +1
e )

Proposition | (Unicité et linéarité) :  Soit f: I +— K une fonction.

m Si F, et Fy sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I & une constante
pres :
deeK, Vzel Fi(x)=Fyz)+ec

= Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant &
I’ensemble de ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.

m Solent a €l et b e K.

Si f admet une primitive F sur I, alors il existe une unique primitive de f sur I qui
prend la valeur b en a. y

.

|— Preuve:.soi,FletF2MdmmeAmedngI@@ohb:

Vo el (F, —F,)(2) = Fy(z) - Fy(2) = f(a) — f(z) = 0.

@M@%%mmmFy*Re&am%WbmmL —

Remaraues :

— Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions de la forme
F + ¢ ol ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

— La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon ’axe des ordonnées de celle
de n’importe quelle autre primitive.

O

NN
N K

Figure IX.1 — Primitives de = +— g

— Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la primitive de f, mais
d’UNE primitive de f. En revanche, on peut parler de LA primitive de f prenant une valeur
donnée en un point donné.

sur[RestF::I:l—>ln(a:+ x2+1>.

//jj . e ZyZ _’ . 7z
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— En notant F une primitive de f sur I, la fonction F, :  + F(x) — F(a) + b est 'unique
primitive de f sur I telle que F(a) = b. Les physiciens parlent de conditions initiales.

Exemples 2 :
1
= Les primitives de x — x2 sont les fonctions de la forme x — —x2 + Cte.

1
= La fonction In est I'unique primitive de & — — sur R’ s’annulant en 1.
T

Proposition 2 (Linéarité) : Soient f: 1+ K, g: I+ K deux fonctions et A € K. Si F et
G sont respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de A\f + ¢
sur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec les combinaisons
linéaires.

Pas plus que pour la dérivée, sauf cas particuliers, une primitive d’un produit (resp.
ATTENTION inverse, quotient, puissance, composée) de fonctions ne s’obtient pas par produit (resp.
inverse, quotient, puissance, composée) de primitives.

s N
Exemples 3 :

# f:x+— 322 + cos(Tx) est du type u’ + v de primitive u + v.

1
Donc, z — z2 + 7 sin(7x) est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

= Cas des fonctions polynomiales :

k+1

& k . oy & ak
T — a, " admet pour primitive x >

Corolaire 2| (Fonction de la variagle réelle a valeurs complexes) :  Soit f : I — C une
fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

Dans ce cas, si F|,Fy : I — R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une primitive de f
si, et seulement si F'; et F, sont, respectivement, des primitives de Re (f) et Im (f).

Autrement dit, sur I :

Re (/x f(t)dt) - /xRe (f(t)) dt et Im (/x f(t)dt) - /xlm (f(t)) dt.

2

Exemple 4 : Une primitive sur R de la fonction x +— 1+ iz est x +— x + i%.

Exercice 22 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

T e i z+— 2% + 1 cos(z).

/fff,\j > ’ Y
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Primitives des fonctions de référence

La lecture du tableau des primitive se fait en lisant celui des dérivées « a I’envers ».
Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur 'intervalle I, n est un entier relatif non nul
différent de —1. On note F une primitive de f sur I.

— Polynomes et fractions rationnelles :

f(x) F(z) I
z" (n € N) n-ll— 1 il R
1 In |z|
. e . 1 1-0030[ ou J0; +oo
x—n(neh\l\{l}) — 1 X
( )

Exemples S : Soit a € R.

Primitive de z +— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

T —a
xT 1 _
/ 1 dt=Injz — «a| = n(@—a)

t—a« In(a—x)

ATTENTION |/ 1,dt:/ LR
t— i t241

sur tout intervalle contenu dans Ja; +oo|

sur tout intervalle contenu dans ]—oo; af.

1
t= 5 In|z? 4+ 1| + i arctan(z).

1
Primitive de z +— - k>1:

T’ Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :
T — )

1
R.emaraue :Pour les polynémes z™ ou les fraction rationnelles —-, une seule formule suffit
x

a condition que n € Z\ {—1} :

flx) | Flz) I
1 Rsin>0
" xn+1 -
n+1 R*sin<—2
o . o 1 _ 1
Exemnple & : Une primitive de la fonction définie sur R* par f(z) = — =z %est F(z) = prow
x x

Lycée Jules Garnier
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— Fonctions usuelles :

— Fonctions circulaires :

— Fonctions hyperboliques :

f(z) F(z) I
1
e’ e” 13 R
ma+1
@ R\Z R*
% ac R\ PTEE] ¥
a®, a € RLN\ {1} o R
’ * Ina
In(x) zln(z) —x R
f(z) F(z) I
sin(z) — cos(x)
cos(x) sin(z) R
1
cos(azx + b) —sin(ax + b)
a
1 7 s
200\ — _r D
1+ tan®(z) = . tan(z) } + k; 5 +kn| (ke Z)
: in(2) 151
— arcsin(zx —1;
V1—a2
1 /X )
T arcsin <E> |—a;al
1
152 arctan(z)
1 1 x R
e ()
/(@) F(z) I
sh () ch (z)
ch (z) sh (z)
1 sh (z) R
ch?(x) ch (z)
1
In(z+ Va2 +1
== | = )
1
In(z+vVa2—1) | |1;+o0|
x?—1
1 1 1+
=1 —1;1
1— 22 2“(1—::;) =10
1 11n<a+x> asal
2 — g2 2a a—x ’

|3]. Bouhouhou!

Lycée Jules Garnier
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Remaraues :

— Ces tableaux ne donnent qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir toutes les primi-

tives de f, il suffit de rajouter une constante c a F.
1

2 +1

sont, respectivement, les dérivées des fonctions réciproques de sh, ch et

— Il est tout a fait hors-programme de vous dire que les fonctions définies par
1

1
Va2 —1 1—a?

th notées argsh , argch et argth . C’est dommage ! Cela aurait mis un peu plus d’homogénéité
dans les formules de primitives.

Mé-thode | (Trouver une primitive) :

det gom/d'/bomb dérinséer & Qlejn/ue}m/ b on ooma';ed)tme Q@ golvms, de @o, gomd)i;om, F Iwm omn o:ym,rﬁete
@omdiorn, F.

Proposition 2 © Solent u: I+~ Jet F:Jr— C deux fonctions dérivables.

F o u est une primitive de v’ x (F" o u) sur I.

Corollaire 3| : Pour a, b deux réels avec a # 0 tels que ax + b € J pour tout z € 1, si F est

1
primitive de f sur J, alors © > —F(ax + b) est une primitive de x — f(azx + b) sur L.
a

Exemples T :
1
» Une primitive de & — e%**? est x — = e®**® sur tout intervalle inclus dans R.
a
1
= Une primitive de & +— sin(ax + b) est © — —— cos(ax + b) sur tout intervalle inclus dans R.
a

» Une primitive de = +—

1 1 b
est > — In |az + b| sur tout intervalle inclus dans R\ {——}.
+b a a

A condition de reconnaitre ’expression de u’ en facteur, on pourra alors espérer retrouver des
primitives de fonctions composées u” x f(u) que l'on écrira F(u) ou F est une primitive de f sur
un intervalle adéquat I.

od. .. oo, 4
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : ef%{d%{/ﬁ/&ﬂ e ﬁﬂ%/{% Q//////?'?{/@ U
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La avec F fonction usuelle et w : I — R dérivable, n € Z\ {—1},a € R\ Z
s’écrit :
Fonction | Une primitive sur I Condition
un+1
’/..n .

u'u sin<0: Vzxzel, ulx)#0
oilis ule) #
ua+1

u'u® Veel ux) >0
a+1

u/
NG 2\/u Veel ulx) >0
u
u/
— In |ul Veel ulx)#0
u
u/
—_— arcsin (u) Veel wu(z)e]-1;1]
V1—u?
4
u
T ln(u+\/u2—1) Veel u(z)e]l;+oo]
u2 —
4
U 1 1+u
71n< ) Veel wu(x)e]-1;1
Fonction | Une primitive sur I | Condition
u e e
u’ cos(u) sin(u)
u’ sin(u) —cos(u)
u/
arctan (u)
u? +1
u/
In (u +Vu? 4+ 1)
u? +1
s
Exemples &
6
x> 2z(x? —1)% est du type w'u® de primitive =
(x? —1)8 N ) )
Donc, f:x+— —6 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.
m fraxr— —3 e 371 est du type v’ e* de primitive e%.
Donc, x — ¢3! est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.
2¢ — 1 !
s fix— d est du type Y de primitive In |u].
2 —x—2 u
Donc,  +— In|z? — z — 2| est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R\ {—1;2}.
/
U
: & — ————= est du type —= de primitive 21/u.
n f T ype = de primitiv Vu
2 4
Donc,  +— 5\/ 3x + 4 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans }—g ;oo {
.

Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2024 II. INTEGRALES

— Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours chose facile [4/. Remarquez
bien que les tableaux et les exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cos(u), e* !

— Des manipulations plus sophistiquées (par exemple pour les fonctions rationnelles

ATTENTION ou les fonctions possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour déterminer

une primitive (¢f. le paraaraphe (V) ).
— Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune fonction connue. Elle est alors
uniquement définie par une intégrale 15/

— Contrairement a la dérivation qui est toujours techniquement possible, la re-
cherche de primitives s’avere donc parfois impossible !...

Exercice 3 : Déterminer les primitives suivantes :

B /I odt+3 qp @/

/xcos(?)t%—;r)dt /mldtsur]o;—i—oo[
/
/

dt sur |0; 7|

t+1+41
l/ (3t —1) (3t2 —2t +3)° dt
.\ / ﬁdtsur]l;—i—oo[ @

In(t + 3)

[5] / Higdtsur]—?);—i—oo[

Q INTEGRALES

Notions d’intégrales

Le calcul d’intégrale répond & une question simple : comment définir une aire qui n’est pas celle
d’une figure géométrique simple ?

Pour a < b deux réels, la notion d’intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a;b] et a
valeurs réelles a été introduite comme « aire algébrique » entre la courbe de f, ’axe des abscisses
et les droites d’équations x = a et x = b : on compte l'aire positivement sur un intervalle ou f > 0
et négativement sinon.

L’idée est de subdiviser [a;b] suivant des bases de plus en plus fines
a:$0<$1 <<xn:b

et de faire la somme des aires des rectangles obtenus avec des valeurs de f sur cette subdivision :
c’est la méthode des rectangles qui conduit a 'approximation ou ¢, € [z, ;@) 4] :

|
—

n

R,(f) = (Tpi1 — ) f(tg) -

0

il

On montre ensuite que, sous I’hypothese f continue sur [a;b], (R,,),cn- converge quand n — +o0o

vers une limite indépendante de la subdivision (x},) ocken_ 1 Ctlesty € [2); 21 pq]. Clest cette limite

qu’on pose comme étant / f(t)de

n—-+oo

b
/f(t)dt: lim R, (f).

|5]. Par exemple, la primitive de = +— e’

//jj . e ZyZ _’ . o
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Cy
1
b
| #
a
J
I K I
ly — Of 7 I
Iw =a I:E = b
Figure IX.2 — / f(t) dt représente aire algébrique du domaine en unité d’
-

o [

a T, Ty Ty

/

Figure IX.3 — Méthode des rectangles (& gauche).

—a
et t, = x;, pour tout k € [0;n — 1],

En particulier, pour la subdivision réguliere x;,, = a + k
on a :

/abﬂt)dt - Zf(

) . (Méthode des rectangles a gauche) (IX.1)

Exemples 9 : Soit f une fonction constante sur [a ; b] égale & A € R.

b—a”1 b— —a
Alors, Z ( )— Z)\ A(b—a)

Dans le cas ou @ < b et A € R, on retrouve 'aire d’un rectangle de longueur b — a et de largeur .

L’expression dans le second membre de (IX.1) porte le nom de somme de Riemann et permet,
notamment, de prolonger la notion d’intégrale aux fonctions de la valeur réelle a valeurs complexes.

( )

Définition 2 : Soient f € €°(I;C) et a, b e 1.

= sia<b, ondeﬁnlt/ ft)dt = /bRe(f( ))dt—l—i/bIm(f(t))dt.

+ib<am o [ 00 = [ s a

//jj . .. a7 .’ . 2
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En particulier, cette définition entraine :

[‘v’ael, /af(t)dtzO.]

Vocarulaire :
b
— / f(t)dt se lit « somme de a & b de f(t)dt ».

— a et b s’appellent les bornes d’intégration.
— La fonction a intégrer s’appelle I'intégrande.

— Le t dans « dt » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs. Elle est dite
muette, d’autres lettres peuvent étre utilisées :

/abf(t)dtz/abf(u)du:/abf(z)dzz

Théoréme 4+ : Soient f, g € €° (I;C) et a, b e L.

Linéarité : V. € C, /b ()\f(t) + g(t)) dt = )\/b f(t)dt + /bg(t) dt.

b c @
Relation de Chasles : Vc €1, / f(t) dt+/ f(t)dt =/ f(t)dt

/f dt’ /|f )l dt.

A Taide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

/abf(t)dtJr/baf(t)dt:/aaf(t)dt:() — /baf(t)dt:—/abf(t)dt

[2] Soit fe € (I;C)etacl

Inégalité triangulaire : si a <

SiF: x|—>/f )dt alors Vz,y € I, F(y /f dt—/ f(t)de

Exercice 4 : A l'aide de I'inégalité triangulaire, pour tout z réel, montrer que [sin(x)| < |z|.

/O:E cos(t) dt /Olml cos(t) dt

Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions a valeurs REELLES.

Correction : [sin(z)| = Foure

250 plal j
< / cos()|dt < [ dt = |a].
0 0

Proposition S (Cas des fonctions 3 valeurs réelles) :  Soient f,g € ¥° (I;R) et a, b€ L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)dt > 0.

jj .. Ny _’ . o
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~

Stricte positivité : Sia <bet f > 0 sur [a;b], alors :
b
/ ft)dt =0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un nombre fini de points

b
et si a < b alors / f(t)dt > 0.

b b
Croissance : Si f(t) < g(t) pour tout ¢ € [a;b] alors : / ft)dt < / g(t)dt.

En particulier, si m < f(¢t) < M pour tout ¢t € [a;b] alors :

a

b
Figure IX.4 — D’un point de vue graphique, laire / f(t)dt est encadrée par laire des deux rectangles

inférieur et supérieur. L’intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a ; b] ne peut donc faire n’importe
quoi comme devenir infinie par exemple. Elle est bornée par le produit des extrema de la fonction par la
longueur de l'intervalle.

Remarque : La croissance de 'intégrale est une simple conséquence de la positivité. Il suffit
d’appliquer le premier résultat a la fonction positive g — f.

Lien avec les primitives

Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et I'intégration de fonctions, et fournit
un moyen effectif de calculer une intégrale a ’aide de primitives, et réciproquement.

s N
Théoréme L (Fondamental) :  Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue
et a,bel

(i) F,: I1—>C est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

. / "ty at

b b
(ii) Pour toute primitive F de fsur I: / f(t)dt = F(b) — F(a), noté [F(t)} .

a

En particulier, la valeur de I'intégrale est indépendante du choix de F.

,//'5:7} > L ’ 7
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Preuve : it f e €° (Ja;b];R).
vemebbre.

%ebtdéadcfmmwFa(a):/af(t)d,tzo.%efpembbe,od;berhmbyuemdmmumw.
?mxo%eﬁwm%&m@'mw;%l.

J&mma‘MWFamm%xo.
%md@mwg&mthR*&ﬁuewo—l-hEI.

/zo+h foar

Tg

zo+h
< / F(1)] dt

Zg

[Fo (g + ) = Fy(z)] =

Comme f est cwoisante sun [zg ;29 + h] ow [xg+ h;xg) anbgebi%medehj

|f(O)] <M, = max ([f(zg)|;]f(zo + h)]).
Dos,

To+h
:Mxo/ dt:Mmotho
T

0

gDcyruo, il_ril) flzg+h) = f(xy) ve. [ enb conbinue en x4 €1 ﬂuejzwnx?,«m le. f € CKO(D.
JULombmofo'wc]MeFa %tdé)umaﬁs@e@mxo de dénise f(xz).

Cash>0:@'%m%n%m»®%

F, (s-+h)—F(zo) = / " fy i / ™ ey at = / 7t i+ / " ftyar = / " s ar

0

@m@agomwumfébw&mmmeml,e%@%t%runnu»&mm[x0;$0+h].ﬂ3m
Mtwmmxodlxo+hmadom:

o
T t >
=
8
&
Jr
=

o e —m———

y

Zo LL‘0+}

(?]/

fxg) < f(t) < flzg + h).
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zo+h
hx flag) < [ F0d<hx fay )

0

hf(zg) < F,(zg+h) —F,(zg) < hf(zg+h)

&W@Iwéﬁazﬁwh>0,mo@&m$a&hbmmmmmmdewm
d@Fa%xoi

f(l'()) < Fa(m() + hf)}[ — Fa(ﬂfo)

Comme f esb conbimue en z, lors, lllig(l)f(xo—i-h) = f(zy).

< f(wg +h)

F h)—F
hlgég a(xO + })L a(x0> —_ f(l‘())

Cash<0:f€eméfmehmmmmgmmbwmduﬂimmwdvu@mgnbd:
hx f(zg+h) <F,(zg+h) —F,(x5) <hx f(zq)
Fa(x0+h)_Fa<x0)
h
(x h T
&%‘gm heso- = ) Lulto) = f(zo).

F h F F h)—F
Conclusion : lim oo £ 1) = Fo(o) _ lim alTo 1) (o) = f(zy).
h—0* h h—0~ h

&gwan etk done dénimalle en tout z, de I b F/,(z4) = f(x). EE@WF%J;
dumdmm%mletb&@ewF/—f.o%bmedefmI

Riis, flzg+h) > > f(zy) (h<ol).

eom/m,eFa(a):O,OI%MQVWWMdefWLIWQM%a.

Remaraue : @mwmbd,ede%\mm Wwdefmlawhndemw

'm/symeunlp)vuo%e dA,%QIPJﬂL d'une constanke ie.

JdceR/Vzel F,(x) =F(z)+ec.
O, F,(a)=0.

Dot ¢ = —F(a) ie. /m f(t)dt = F(x) —F(a).

ﬂ&wx:amo&w&%/bf(t)dt:F(w—F(a)W{Z'mm@:

b b
[/ F(t)dt = [F(t)]a — F(b) F(a).]

KemaFQue:%WMde'mWwdememwdé%mm
inbsgnale. Beost s toute lo de ce Héoreme de lien dewce mobions bues

djggeh’ embet : Wuaﬂom ek 1'm£@<3)7’ 7arm,.
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—

x
Quand on calcule une primitive z / f(t)dt d’une fonction continue f, le choix

a
du réel a importe peu car deux choix différents conduisent au méme résultat a une
constante additive pres. On omet ainsi souvent la borne inférieure de 'intégrale quand

ATTENTION on calcule une primitive.

La notation des intégrales sans borne inférieure nous permet de faire du calcul A
CONSTANTE ADDITIVE PRES. Le symbole d’égalité = qui y figure n’est pas un
vrai symbole d’égalité, c’est plutdét un symbole de congruence = modulo 'ensemble
des fonctions constantes.

( ~
Exemples IO
! 1
lVa€R+,/x“dx: .
o a+1
1 tn+l 1 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / thdt = {7} ==
o n+1 o Nt 1

s Il faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de composées les plus
classiques, qui permettent de calculer directement des intégrales pas toujours évidentes & repérer.
Ainsi,

1 T

" ! 1 21" e—1
° / cos(t) sin®(t) dt = [f sin4(t)] =0. ° tet’ dt = [76152] = .
0 4 0 o 2 o 2

N .

x
Exercice S : Déterminer / e ! sin(t) dt.

Correction : / e tsin(t)dt = / Im (et dt = Im (/ el1+it dt)

(—=1+i)z 1 : ix
o (S o (DT
—14+1 2

—x

= —(sin(z) + cos(z))

A Tinstar de la démonstration précédente, la croissance de I'intégrale est une propriété puissante
dont nous nous servirons beaucoup en fin d’année. A ce stade, elle nous permet, par exemple, de
redémontrer élégamment nos petites inégalités classiques de convexité.

e N
Exenmple |l : VzeR, e >1+ux.

— Preuve :VtcR et >1 < t>0.

Done, ¥z > 0, ew—1:/ etdt>/ dt = z o
0

0 0
Vx<0,1—e:”:/ etdtg/ dt=—2 < e*—1>=z.

\

Corollaire ] @ Toute fonction continue sur I possede des primitives sur 1.

od. .. 4 Do
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xX
Autrement dit, soit fune fonction continue sur un intervalle I, la fonction F définie par F(z) = / f(t)de
a

est une primitive de f sur I pour tout a € I. C’est LA primitive de f sur I qui s’annule en a.

vzel, (/amf(t)dt)/ - o).

Un type d’exercices tres classique (et donc a maitriser) consiste a faire étudier une fonction définie
par une intégrale a bornes variables. Méme si on ne sait pas intégrer la fonction sur 'intervalle,
on pourra toujours réussir a calculer explicitement sa dérivée et ainsi trouver son comportement,
comme dans les exercices suivants.

Exercice L : Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f : J — R continue et a,b : I — J
dérivables.

b(x)
Montrer que H : z — / f(t)dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
a(x)

222
‘ Etudier la fonction définie par x — / In(1+1¢)dt
2
(définition, dérivabilité, variations).

b
Le théoréme (6) rameéne donc le calcul de I'intégrale / f(t)dt a la recherche d’une primitive F
a

de fsur [a;b]. Il est important de faire le paralléle avec la résolution des équations et la nécessité
de les factoriser : la résolution d’une équation dépend de sa factorisation, le calcul d’une intégrale
dépend de la connaissance d’une primitive de I'intégrande.

La est toute la difficulté. Cela semble simple sur des exemples élémentaires mais ne croyez pas que
ce le soit. Nombre de fonctions pourtant simples en apparence n’ont pas de primitives explicites
comme x > e~ %",

Exemple 12 : z+— / e~t* dt est la primitive de t — e~t* qui s’annule en zéro.
0

Mé-thodg 2 (Caloul dune intéarale 3 l'side d'une primitive) :

Seils f(t)dtme&nié%naped'umegomxbmfwmﬁmwmmma%[a;b]doofmiﬁau
@%MQWW@Fd,@fM [a;b].
On sonit et caloule / F(t)dt = [F(t)r — F(b) — F(a).
Cont tout L.
\

Exercice T : Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

0 “In(t " .
/ %t dt [2] / IE) dt / () sin(t) dt
1 1 0

«
e
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Détinition 3 (Fonction de classe ¥ © Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles
de R.

Une fonction f : A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f est continue
sur A.

On note €* (A;B) l'ensemble des fonctions définies sur A & valeurs dans B de classe 4!
sur A.

\,

Il est clair que € (A ; B) est stable par somme, produit et quotient de deux fonctions de classe
¢! dont le dénominateur ne s’annule pas.

On transposera également les propriétés de stabilité par composition.

Corolisire b2 : Soit f € €1 (I;C).

b
Alors, pour tous réels a,b € I,  f(b) — f(a) = / f(t)de.

@ TECHNIQUES ELEMENTAIRES DE CALCULS D’INTEGRALES

En accord avec le théoréme (6), avant toute manipulation d’intégrales ou de pri-

mitives, on s’assurera de 'existence de 'objet en précisant bien que l'intégrande est
ATTENTION continue sur I'intervalle d’intégration i.e. on commencera toujours par écrire :

La fonction ... est continue % sur Uintervalle ... et on a ..

II1.1} Intégration par parties

' )
Proposition 1 (Intéaration par parties) : Soient u et v sont deux fonctions de classe €1
sur [a;b] a valeurs dans C.

En terme de primitives, on écrira simplement :

/x u (t)u(t) dt = u(z)v(z) — /w u(t)v'(t) dt.

|— Preuve eozmmernodu,«bdg@om@b@m)adecfam%l Iy [a;b],@a@omnmuv Qonk a%aﬂemmt
En

Fmﬁaﬂ&muv%tdéu/ua%em[a;b]etma,:

Viela;b], (uv>/(t) — ' (£)o(t) + u(t)V' (2).

|6]. ou de classe €' pour une intégration par parties.
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&@omd&m w)’, u'v & ur’ We%afymgmtmmhmmm[a b]doqummmwwm
d/o,IVwb,Q@ théoréme (6)gomda/memr@@

Do, / ’ <uv>/(t) dt = /a bu’(t)v(t)—i—u(t)v’(t) dt

a

Cette formule sera tres souvent utilisée dans le cas d’un calcul d’intégrale de produit peu évident,
que l'on souhaite transformer un produit plus simple.

Il faut bien comprendre que lors d’une intégration par parties, souvent abrégée en « IPP », I'une
des deux fonctions du produit est dérivée et I'autre intégrée.

On essaiera donc de prendre pour v des fonctions qui se simplifient en dérivant (par exemple
v(t) = t, ou v(t) = In(t)), et pour v’ des fonctions qui ne se compliquent pas trop quand on
integre (par exemple v’ (t) = e).

Retenez que l'intégration par parties sera particulierement utile pour :

— intégrer des fonctions dont la primitive n’est pas triviale.
— obtenir des relations de récurrence entre des intégrales dépendant d’un entier naturel.

Exercice & : Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

x +— In(x). [2] @+ arctan(x). x > arcsin(z).

Correction :

‘ %m%@rabdewwwwm%vhédﬂjﬂwmmrmmm«lpp ».
geﬁ%ﬁ@m%&ﬁra@mrﬂo&@@mﬁ,mrﬂb@b&m&@mﬁbv(wiln@)@Lu/(t)il,oewdmml)/(t):%
etu(t)ztM?L(ﬁ)?)/(ﬁ)ZEZLWWdX%ﬂﬂedW.
cheugomwumizetw&wntdecfam%’lw)uﬂ?i,@i/nré%)wnmrunw&édut:

/-’” In(¢) dt:xln(x)—/mtx %dt:xln(a:)—/mldt:xln(w)—x.

!mel?arctan Qemmwne/nwnb%tamapo%ue mebu Tz e v arctan(z) de
Jasse €1 sun R -

v 1 /" 2t 1
/ arctan(t) dt = zarctan(x) — 3 / e dt = xarctan(z) — 3 In (14 22).

>0

?m]—l;l[,&b@omaumau:meav x> arcsin(z) de dasse €1 o wne TP séonit :

T
/ arcsin(t) dt = x arcsin(: dt = zarcsin(z) + V1 — 22.

/ m
@«LMWW@ 1—2>0 Vit €]~1;1[ avant dintégren,
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III. TECHNIQUES ELEMENTAIRES DE CALCULS D’INTEGRALES

Bien vérifier que tous les facteurs du produit sont bien de classe €.

ne rédaction correcte commencera toujours en le précisant méme rapidement :
ATTENTION | B j p p

« Les fonction x + u(z) et  — v(z) étant de classe € sur [a;b], on effectue une

IPP et on a... »

La seule difficulté avec les IPP est de choisir qui sera u et qui sera v’ !

En effet, pour pouvoir dériver u, il faudra savoir intégrer v/, ¢’est le prix a payer et espérer tomber
sur une intégrale familiére.

La, il n’y a pas de regle, seuls I’habitude, I’entrainement et le talent vous permettront de savoir
quoi choisir.

Il existe cependant une méthode qui permet majoritairement, d’aboutir au résultat voulu. La
solution n’est pas garantie, mais marche a, disons, 90% :

/N\é‘thode 3 (Méthode ALPES) \
Sgo,m,ed'{ode « A.LPE.S >>dmwwnb4bbe@bouaouﬂbd@w%@e@@om&m@wbemb?e

phas & gdhe on promion ane

A - [ouwn arctan, arcsin, arccos, ..
L - ]-uoun fﬁo%amiﬁ/nm
P - Iuow'u ﬂ)o&amﬁfmm
E - Iuouru %WW@QQ%
S - powv sin, cos, tan, sh, ch, ..
e A

Exenples [3 : Sion veut intégrer x sin(x), on va dériver le polynome et intégrer le sin vu que dans
Pordre de priorité, la famille P des polynomes vient avant la famille S des fonctions trigonométriques :

/m tsin(t)dt = z(—cos(x)) — /z 1(—cos(t)) dt = —x cos(z) + sin(z).

De méme, pour intégrer 2z arctan(x), on va commencer par dériver I’ Arctan et intégrer le polynéme P :

x T t2
/ 2t arctan(t) dt = (1 + x2) arctan(x) —/ T I s dt = (1 + z2) arctan(x) — x.

L v

- /

[111.2} Changement de variables

Parfois les primitives usuelles et I'intégration par parties ne suffisent pas a calculer I'intégrale.

On va réécrire l'intégrale différemment en « changeant la variable » de maniére a faire apparaitre,
si possible, une fonction plus facile a primitiver.

Proposition & (Chanaement de variaeles) :  Soient I un intervalle de R et f: I+ C une
fonction continue sur I et ¢ : [a;b] — I une fonction de classe € sur [a;b] & valeurs dans
I. Alors :

v (b) b
/ f(z) dz = / Fp ()@’ (8) dt.

v(a)

( Y

7 ool 2
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On dit qu’on a effectué le changement de variables = = ().

|— P\"eu\/e:eomb}/nmmLmeWFdVW&WW&MQ:

?MW%WFO@@&@C&M%&lm[G;b]eb%,%twnewmmde(fogo)xgo/.

@ma,cwbm,:
b

/(fogp)(t)go’(t)dtz[Fogo(t)] — F(p(b)) — F(o(a)).

a a

Ror, tramsitinits, on obbient bien :

4 )

M%thOde 4 (Calculeur;ﬁﬁzz intéarale a I‘aéije_ dun ck;@zzemer\t goe variagles) :
e, on v ulii waiment . Ji on di dune inké
Cr prakiqos e frmde talle quelle: Je on diopove duna iniégrole
@/ru«vobe»Cczgo(t)cTuLmo)mTue@@dé]w/ndamwd@xd,tmobéemx(t).
@nd@um@ebdmmmﬂhe@de@@w‘vmmgzwl(t)w@MMQQ@Wm
dz = ¢’ (t) dt.
@nm%fw@%deummﬂmulwn f(x) ec)ut[\mh/o@b@mm f(z)dz = f(p(t))dt que
N @nmfﬁaw@%@mnmad:bpmgo(a)et@(b).

A

Lors d’'un changement de variables réalisé sur une copie, on ne garde qu’une variable

dans chaque intégrale écrite : pour chaque symbole écrit, une seule variable doit

apparaitre, et non un mélange entre I’ancienne et la nouvelle : M sion a

posé x = ¢(t).

ATTENTION

s a
1 e2t
Exenple |4 : Calculons / — de.
b et +1
On pose x = e'. La fonction ¢ — e® est bien de classe ¥ sur [0;1] & valeurs dans [1; e].

dz = etdt = d—w:dt.
X

e?t z? dzx T
3 dt = — = dx.
et +1 r+1 x z+1 r
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Lorsque t parcourt [0;1],  parcourt [1; e] dans ce sens.

On en déduit :

e?t ¢ =z © 1 e
tidt:/ dw:/ 1— dx = a:—ln\x—|—1|] =e—In(e+1)—1+1In2.
et +1 B x+1 & x+1 1

4 . )
Exenple [S @ Calculons / V1 —z2dzx.
0

On pose x = sin(u) <= w = arcsin (z). La fonction = +— arcsin (z) est bien de classe €* sur [0;1] a
valeurs dans [0 : g]

En particulier, cos(u) = V1 — z2 car cos(u) > 0 sur [0 ; g}

dx = cos(u) du.

V1—22dx = cos?(u)du.

T
Lorsque x parcourt [0;1], u = arcsin (z) parcourt [0; 5] dans ce sens.

=] &

On en déduit :

™

1 3 3 1 1
/ vl—m2dm:/2c032(u)du=1/2 1+cos(2u)du:f{u—l—fsin@u)} .
0 0

. 2 2 2 o 4

. .

ME]

Mé-thode S (Calculer une primitive 3 'alde d'un chanaement de variarles) :

ﬂ’mmmmmwexH f(t)dtd@'mded'umoam.%wme/nbdem)m%e:
Onméa&bewgﬂwwdewmﬂ?em?@wedef@?@gwm
t = o(u).
&W@quwammumwm

L)
Qvoh/mevru@e/um/ f(t dt—/ flp(u)¢’ (u) du.
O%WmWF@f@U))@’(U) :

[ 50 =Fa =F (s @).

Remaraue : On noubliona pas de nevenin & lo warialle initiale.
o

J
e a
1
Exemple |6 Cherchons une primitive de  — ——.
P V14 x2

Posons u =t + /t2 + 1.

Comme 1+ z2 > 0 sur R, la fonction ¢ : ¢ — () =t + /1 +t2 y est bien de classe ¢! sur R et on a :
® ® v

t V2 + 1+t d dt
7>dt: Rk P PR CO
VitZ +1 VitZ2 +1 Vitz +1 u t2+1

du:<1+

/’f'/’i_\,j 7 ’
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°dt #@) dy
D’ot = — =1 =E[; 241 R.
o, / Wiea / " n(u) =1In (:c +vx2+ ) sur

Exercice 9 : Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

. In(2) 1 V6 1 6 1 d
1 dt 2 / - dt / S —
./0 31 ot s Vo2 &) V6t — 2

Correction :

/ﬂ” ! dx:ﬁomb@ecﬂm%wmw&mm%(mmm@)uzet.

3+ e *

Morns v € [1;2] th 0;1n(2)] & du = etdtwwu'MWdt:%.

@ 2 1 d S | 1 21, /7
/ — dt = 71—u=/ du = [fln\3u+1|} :,m(,).
o 34+ e | 3+7u 1 3u—+1 3 1 3 4

U

Qemar&ue:&%W@m%n'mWMMWM.
In(2) 1 In(2) et 1 In(2) 1 7
= ——dt = | =1 r4+1 =—In|-].
&g%@t/o 3+etdt/0 3o 11 [3“'38+]0 3“(4)
r 1
gmmd,ehom/ ﬁdt:&www%mwmdewwmawm

de commnu.

dede%aéz.&w@mmmm?maw:

r 1
——— du = arcsin(u),
/\/l—u2
. ' A 1
ca)ummnm&pd,@wueede&»gommmarcsm cenl arcsin —m.
@nmdmwmgljgbdeblia/wmmm,
[ [
va V-8 s [ <t>2\/5"
V6
L ent allons. legitime de- ponsen & w= - e du=9L
@na/aﬂonb,:
[ p——
3 V6 —1t2  te[V3V6] -z V1—u?
¢
el 1

2ol
N
SN

1
= [arcsin(u)} = arcsin(1) — arcsin (
3

)

L
V2

/GVﬁdt:&me@m@am@mw@.

/’f'/’i_\,j 7 ’
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dewwﬁ%@m&»m 9t—t250ubQ@th/m@ 1—u? .
6tt2—9(t3)2—9<1<tg3>2>.

Do L et natunel, dismscugen bo Rangement de. vaniallen v = =2 roun loqudl 61— 12 = 9(1 — u?)

& dt = 3du.

6 1 1
1 1 du 7
—dt = / —3du= / ——— = | arcsin(u = —.
[3 V6t—t2 0 9(1—U2) 0 vlfu2 |: ( >:|0 2

t—3
Remaraue : Gomme t € [3:6] oo —— €05 i st donc tout aussi matundd de oven
t—3 1
sin(v) = 5 = cos(v)dv = 3 dt < dt = 3cos(v)dw.
@’rb (o aﬂohb, :
/6‘ 1 dt_l/ﬁ at B / cos(v)dw _/3 ¢ d”_/gdv_w
s V6t —12 3 1*(%)2 te[§;6] 0 1 — sin®(v) 0 jc i 0 2
ve[0; 5]
Proposition 9 (Chancement de variaeles affine) : Soient f : I +— C continue et
(o, B) € R* x R.

ab+p
Si at + € I pour tout ¢ € [a;b], alors /
aa+p

b
f(@)dz = o / flat + B) dt.

|— Preuveifgagompﬁmgottl—)at+,3@dbcyam;a@decﬂamcflMRM@%W
v

[a;b],duafamdambl[wn{zwotﬁéoe.
@de@me%e&MQ@Wd@W&aﬂ&bxzat+ﬂetm&d$:adt[wwgd,'o,IMQa,
proposition (8),

#(b) b ab+p
/ f(x)dx =/ flat + B)adt <

p(a)

b
f@)de = a / flat + B) .

aa+f

Voici quelques applications importantes :

e a
Corollsire 9l (Intéarales de fonctions paires, impaires, périodiques) :  Soit a > 0.

Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / ft)dt = 2/ f(¢)dt.
—a 0

Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / f(t)dt =0.

Si f: R+ C, continue et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on a :

/aa+Tf(t)dt:/OTf(t)dt et /bjf(t)dt:/abf@dt,

a+

od. .. oo, 4
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|— Preuve

a 0 a
1 Dapnen lo, ndlation de Rasles, on o t)dt = #)d dt.
] D de /ﬂ)t/ﬂ>Hlmﬂ

?mu-—tmgarmmvm@%naﬂedecfabw‘fl sun [—a ;a] & vallewns dans bui-meme.
, on o du=—dt, f(t) = f(—u) lmmbedef

a 0 a a
D, _ [ (- au — [ - .
,me ZﬂXdHKﬂmtlﬂﬁi%f@&2lmw
a 0 a a a
/j@&:l—ﬂwﬂw+lf®&:iéﬂmw+lf@&z&

de vedieurn T7.
On commence W%W@%me@@ww@mm

an%mmdemmﬁ@%a%yw
a+T 0 T +T
Z f@&:[f@&+zf w+é F(t) at
[ s [

Exercice IO : Montrer que si f € €°([a;b],C) alors

b 1
/ f(z)dz = (b—a) / fla+ (b—a)t)dt.

Exemples (T :

s VneNeta>0, /xZ"dm:2/ mQ"dxet/ x2"*tldx = 0.

—a 0 —a

= /27r sin(t) dt = /" sin(¢) dt = 0.

-7

1 1
Exemples |8 : Primitivesde x — ——————— et £ — ——— aveca € R et b > 0.
(x—a)? + b2 b2 — x2

‘ On effectue le changement de variables © — a = bt, d’ou dz = bdt et on a :

dx 1 dt 1 tan(t) 1 — (m—a)
_— = _— = = = — ar n .
z—a)2+b2 b)) Trez proanit)=g b

//jj . s i .’ . 2
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On effectue le changement de variables & = bt, d’ou de = bdt et on a :

/ dz = / . arcsin(t) = arcsin (E)
Vb —z2 ) Vi—2 a b/’

Exercice | : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :
1 V1426 1
. V2 — x? Exl—> T . Vi+tz++V1—z

Correction :

dz = arcsin(z — 1) sun [0;2].

1 1
/v2x—x2dx/\/1—(x—1)2
@frvrobeuszMU:\/1+u(wdecb@rw1bu=\/l+m6)etofn/on:

V1426 V1i4ab . 1 V1+u
- dx = 76$d$:6 ” du
x x

1 v 1 v? 1 1
- 2 dv = - dv=> d
6/v2—1”” 3/v2—1 v 3(”+/v2—1 ”)

_1(+11 Uﬁl‘)
3\
1 v/ 6 _
_ Ttz +71 14+ 1
3 VItab+1

/ dx_/\/l—i—x—\/l—x 1 \/1—|—xdx_ \/1—xdx
Vitz+vVi—z ) I+a)—(1—=z 2 z
_UUQQ’Ud’U)

2</u c2udu+ [

%MuzmetUZM)
=/<1+ )du—i—/(—l) 1_11}2
1+v>

=u— In 1
Sumvty ( ‘1+u’+n‘1—v

1—+1 1++v1—
1—|—.’L‘—\/1—I—|—* In e +In s ! .
2 1+V1+x 1—v1l—=z

/fff,\j > ’ Y
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : s%/ﬂ/?////%ﬂ e fﬂ%/ﬂ% Q///if//?'?//@ &I



PTSI VINCI - 2024 IV. PRIMITIVES DE FRACTIONS RATIONNELLES

4 )

A retenir | (En pratique) :  Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois
regles ou méthodes essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme x — u’ () f' (u(x)) dont une primitive
sur I est z +— f(u(z)).

Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le calcul d’une
autre plus simple aprés avoir bien vérifié et stipulé que les intégrandes concernées
étaient de classe €' sur L.

Par changement de variable : ¢ étant de classe ¢! sur I, on pose t = ¢(u), et donc
dt = ¢’(u)du, et on a :

x ()
/ o' (u) f(p(u)) du = / f(t)dt avec t = p(u).
N V.

@ PRIMITIVES DE FRACTIONS RATIONNELLES

(z) , il est pratiquement impossible
Q(x)
d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la théorie (qui n’est pas au programme de
PTSI) montre que toute fraction rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale

1 1
, o« k>1
T —a (x —a)k

On parlera d’éléments simples de premiére espéce. Et de termes de la forme :

. 1 axr + . 1 ax + 3
_— °- —— °
ar? +bx + ¢’ ax? +bx + ¢’ (az? + bz + )k’ (az? + bx + c)F’

avec k> 1,a#0et A =b% —ac <0.

On parlera d’éléments simples de deuzrieme espéce.

Généralités sur la décomposition en éléments simples

En PTSI, la théorie de la décomposition en éléments simples n’est pas a connaitre dans sa généra-
lité. Vous ne rencontrerez essentiellement que des fractions a poles réels simples. Dans les autres
cas, la décomposition sera indiquée ou simple.

Il est cependant utile de connaitre quelques petites techniques, qui évitent de recourir au calcul
brutal consistant a mettre au méme dénominateur tous les termes pour identifier.

— Dans le cas des poles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme X — a, on peut
multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité pour X = a.

2x + 3

Exenple |9 : Décomposition en éléments simples de f(x) = PR
x?2—z—

e On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur multiplicité :

2x + 3

2 —z—2=(z+1)(z—2) et f(x)=m-

o La théorie nous assure alors que :

f(z) = + . (IX.4)

«
e
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4 )
2 3 b 1
e Pour x # —1, on multiplie I'égalité (IX.4) par = + 1, ce qui donne : m +2 =a+ (@ +2 )
T — T —
Expression qui peut alors étre évaluée en x = —1, le pdle ayant disparu.

1
On trouve alors —3=¢
e On iteére le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par x — 2 et en
évaluant en = = 2.
7
On trouve b = —.

1 n 7
3(z+1) 3(xz—2)
dans R\ {—1, 2} est de la forme :

e Conclusion : f(z) = —

et toute primitive de f sur tout intervalle I contenu

1 7 1 —2)7
x|—>—§ln|x+1|+§ln\m—2|:§ln %

. v

Remaraue : Ce procédé de décomposition lorsque la fraction possede des pdles simples réels se
généralise.

(" )
Méthode L (Décomposition dans le cas de pSles simples réels)
Joient 1, ..., den néds deww & dewcs distinets eb wn infeowsalle T C R\ {ry,...,7,}.

Mors,  toute pmibive de [ = oo I et de o Ko'wm@

T — iAklnPﬁ—ﬁJ + Cte ov Aq,..., A, sonb los ooé%«,um de o dem emn

Www ;

— Dans le cas de poles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement précédent s’ap-
plique en multipliant les deux membres de la décomposition par (x — a)™ et en identifiant
pour x = a mais seulement pour le coefficient de plus haute multiplicité.

1
Exemple 20 : La décomposition en éléments simples de f(z) = #—’m s'écrit :
a b c
f(=) G- Tt wre
En multipliant par (z — 1)2, on obtient :
z+1 c(z—1)2
= b(x —1 ——
T+2 @2 6 ) T —2

En évaluant en z = 1, on obtient a = 3 facilement mais on perd 1’occasion de déterminer b a cause de

la présence du facteur x — 1.

Remaraue :En attendant de disposer de moyens plus efficaces, on pourra toujours évaluer la fraction
en x = 0 par exemple et identifier b apres avoir trouvé le coefficient c.

1
On trouve successivement ¢ = ~3’ d’ou :
2 b 1
@) =3 T o=1 w1
. 1 2 1 1
Puis, f0) =5 =3 -b-qg < b=g
2 1 1
lusi : = — .
(L Cometon )= G o J

4 N\
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— S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les coefficients en
évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent x = 0) sans multiplication préalable.

— On peut également obtenir une équation en regardant la limite quand x tend vers +oo, en
multipliant au besoin par = ou z? pour faire apparaitre des limites non nulles.

1 N\
/ Exensple 21 : Décomposition en éléments simples de f(z) = ‘

1
e On commence par factoriser le dénominateur dans R :
2+l=(z+1)(z2—=z+1).

Le deuxieme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus loin.
e La théorie nous assure alors que :

a o bx + ¢
z+1 z2—z+1°

flx) = (IX.5)
- . 1

e En multipliant par « + 1, on trouve rapidement a = &

o Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en 0 pour trouver

1
1:§+c = c=3

Enfin, on peut multiplier par x et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
bm2+§m
1

0=—-+b
3+
1
b=—-.
3

1 T —2

e Conclusion : f(z) =

3(x+1) 3@2—x+1)

Remaraue : Rien empéche de faire un petit tour dans C et de poser o et @ les racines complexes
2?—z+1=(z—a)(z—a).

L’égalité (IX.5) s’écrit alors :

1 . 1 bx +c
@t D)@—-o)@—a) 3@+l  @-a)z—a) (IX.6)

On multiplie alors les deux membres de (IX.6) par x — o avant d’évaluer en x = a. On trouve alors :

1 _ba+tc — 1 N
(atDla—a@ (a—a) atl xTE

= l=ba+c)(a+l) <& 1=ba?2+(b+c)a+c

Or,a?=a—-1,
= l=bla—1)+(b+c)a+c < 1=-b+c+(2b+c)x

En identifiant « partie réelle » et « imaginaire » en « :

@1:_b+c<:>b:_
0 = 2b+c

. :

[PV

§

//jj . s i .’ . 2
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Intégration des éléments simples

D’apreés la remarque liminaire du paraaraphe (IV) , trouver une primitive d’une fraction ration-
nelle revient donc & trouver une primitive des termes constituant sa décomposition en éléments
simples :

1
Primitive de et kE>1: cf. ] exemple (5).

r—a« (x—a)k’
axr + [ 1
ou
ax?+br+c ax? +br +c

Toutes les fractions du type avec A = b% —4ac > 0 se
ramenent a ce cas la.
1

(z = 1)(x —2)(z - 3)

Exercice [ : Déterminer les primitives de x sur des intervalles ap-

propriés.

Correction : fun tout intewsalle indus dans R\ {1;2;3}, on o :

/” (a:l)(x(mm(xg) :/” <x31_$i2+z33)dm:m (z=1)*x—=3)*|

r—2
o s 1 s .
Primitive de z +— —————— (avec a # 0) : On utilise la forme canonique :
ax? +bxr+c
2 b\* A 2
ax*+br+c=al|llz+—] ——|, avec A = b — 4ac.
2a 4a?

Selon le signe de A, trois cas se présentent :

' )
Exemple 22 (Cas oa A < 0) :

/w dt _/w dt _é/w dt
t2+t+1 ) (441243 3 <2t+1>2+1

V3
On pose & = 2%1 i.e. d€ = %dt :
€ V33 3
= é 2 § = i 7d€ = iarc‘can(g)
3 &£2+1 V3 &£2+1 V3
I I (M)
=7 73 .
. vy

,
J

Exemple 2.3 (Cas ou A =0) :

e dt St At 11
42 44t 4+1 (2t+1)2 22zx+1

dt
22 —t—1°

Factoriser le dénominateur : 22 —x — 1 = (x — 1)(2z + 1).

Exemple 24 (Cas ou A > 0) : Calculons/

Déterminer la décomposition en éléments simples :

1 .« B
(x—l)(2a:+1)_x—1+2x+1' (IX.7)

/fff,\j > ’ Y
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-

@ En multipliant les deux membres de (IX.7) par (x — 1) puis en remplagant = par 1, on obtient:\‘
1

o = —.

3

1
@ En multipliant les deux membres de (IX.7) par (224 1) puis en remplagant x par —5»on obtient :
2

Oé:_g.
1
Dot =
O 9P w1 o

| |eol=

‘ Utiliser la linéarité de 'intégrale :

x x 1 2
/ dt :/ P 3\
2t2 —t—1 t—1 2t+1

1 1 1 jz—1
e T PO [ N P Dy e |
il =gl 2zl 3“‘2m+1‘

1

R emaraues : La fonction ¢ — —————
2r2 — ¢ —1

1
n’est pas définie en —3 et en 1.

1

1
On travaille donc sur 'un des intervalles ]—oo T {, }—5 ;1 {, ou ]1;+ool].

= Sur |—00;—3 ou sur | o[, on a 2t2—t—1 3n i)
1 z dt 1
K ] Sur}fg,l[,ona/ m gll’l( ) J
azr +
_owth avec b? —4c < 0 : Comme x? + bz + ¢ ne s’annule pas sur R, on peut
2
x4+ br+c ,

envisager une primitive de la forme —. On commence par faire apparaitre cette forme et
U
ona:

Primitive de

af

at + 3 a 2t + / 2
—dt=—- | 5————dt ———=—dt

/t2—|—bt+c 2/t2+bt—|—c + 2+ bt + ¢

= % In |22 + bz + | + = arctan(...).

Exercice [3 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles

considérés :
75[32 — 1
xr .
\x|—>x3+1. e
Correction :

[1] 1 est lun den dewce intensalllen | — 00, —1[ ou 1, +00].

9 x? 1 3
wu L 3+1d = —In(z? +1).

3
[2] T sk Lun den deuco interalllen | — 00, 1] ou ] —1,+00[. f sk continue sun I ef admet donc des
Wmml

1 7}( L —X42 )7}< L1 X-1 3 1 )

X341 3\X4+1 X2-X+1 3\X+1 2X2-X4+1 2X2-X+1
1( 1 1 2X-1 3 1 )
_ 2 s 2 , ,
3\X+1 2X2-X+1 2(X— %)2+(73)2

//jj . e ZyZ _’ . o
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Mooie allons,
/ LI 1(1|+1| In(z? —z+1) + arcta _%)
; xr = —(In|r —*Il *71' n
23+ 1 3 o 23
11 (x—1)2 Jrlacta 2 —1
= —-In —— 4+ — arctan
6 2—2x+1 /3 V3

Q TECHNIQUES A CONNAITRE

Le programme de PTSI demande explicitement aux étudiants de savoir déterminer des primitives
d’un certain type. C’est 'objet de cette partie.

IV.1| Primitives de z — e“* cos(wx)

On souhaite déterminer des primitives de fonctions du type x — €** cos(wx) ou x — €** sin(wx)
ol (a;w) € R2.

xT
1
Sachant que I'on connait la primitive [ / e dt = — e |pour tout a € C*, la méthode générale
a

va étre de se ramener celle-ci a 'aides des formules d'Euler.

Figure IX.5 — Signaux pseudo-périodiques avec enveloppe exponentielle. La charge d’un condensateur dans
un circuit RLC est de ce type.

Méthode T (Primitive de =+ e cos(bx)) :
Run déterminer wne Wue gaAba/rJJ inbowenin & > € cos(bzr) ouw = > € sin(bx),

&mwmr,&www&deramwgwwxlﬁ elatib)z  Jont on covnalt wne
\ Wue&d%vﬂ%dﬁeb@vamheeﬂ)eouvma?mm

j’\j . . 2 2 .’ . 2
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e N
Exemple 2.5 :

— Re ( 1 e(1+i)z)
+ i

1
(Tl> (cos(z) + i sin(as))) e”

R
Donc, /w et cos(t)dt = (cos(ac) + Sin(m)) %.

L y

Exercice [+ : Déterminer les primitives suivantes :
x x
/ cos(t) e? dt [2] / cos(2t) e tdt

Correction :

. T v — cos(2z) + 2sin(2
/ e2! cos(t) dt = Re (/ e<2+1)tdt> / cos(2t) et dt = cos( J:);- sin(2z) -

— Re (Z_Tl e?*(cos(x) + i Sin@)))

_ 2cos(x) + sin(x) o2
= "

| Polyndmes trigonométriques : « +— P (cos(z) ; sin(z))

x
Pour les primitives du type / cos™(t)sin™(t)dt, (m;n) € N2, sauf primitivation directe « a

I'ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at+b)
et t — sin(at + b).

PRoun déterminen des d@gode@@@@om.echosp x)sin?(z) anec p, ¢ >0,
WW@&W@W@M@W gommt@nmubewmgnb

Méthode & (Primitive de x — cos?(z)sin!(x I

Exercice IS : Calculer une primitive de f : x — cos3(z).

Correction : / cos®(t)dt = / (% cos(3t) + zcos(t)> dt = 1—12 sin(3x) + Zsin(w).

Il y a plus efficace dans certains cas avec des changements de variables :

4 N\
Méthode 9 (Primitive de x s cosP(z)sin?(z)) :

up%tvwammw?mmu:c.os(x)
Mq%bWMmWWU=&H(m)
p&qmwu@mwrmu:sin(x)ou,u:cos(x)ou,u:cos(2x).
mpetqmtrammrmm&mwmmwm

Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : ef%{d%///ﬁ/m e Kﬂé/ﬂ/ Q///ii//?'?//%d 32 |



PTSI VINCI - 2024 V. TECHNIQUES A CONNAITRE

l%petqw@derumbew%enenb@ W&Wm@dgmmﬁ?meﬂoﬂ %gwnm
uggonamatnicue & bo fuissance poine

u = cos(x) m',p%b[mm & u:sin(x)mqmbram.

On est alors ramené & primitiver des fonctions polynomiales qu’il faudra évaluer en cos(x), sin(x)

ou cos(2z).
/Exemples 26 - \
/z cos(t) sin®(t) dt = isin‘l(w). p et g impairs.
x x ;3 2% w—cos 1 cos(2x) .2 1
/ cos®(t) sin®(t) dt :/ s1n8( ) dt o2 §/ v 5 du p et g impairs.
11,
= — (= cos?(2z) — cos(2z) ) .
G (3cos (2z) — cos( m))
x ) g u=cos(t) cos(x) % " 1 3 1 5 . g .
cos?(t)sin’(¢)dt =~ — (u? —u*)du = —35cos (z)+ 5 cos (z). p pair et g impair.
T u=sin(t) sin(x) 1
/ cos?(t)dt = / (1 —u?)du = sin(z) — S sin®(x). p impair et q pair.
1 . ) . . 1 . - . .
COSQ(t)Sin4(t):a(elz+eflz)2(elz_ efxm)4:674(621m_ e*21(1})2(elx_e*lz)2 petqpairs.
1 ) . . .
:674((3412_2_,’_ef4lz)(e2lz_2+672lz)
1 . . . .
:a(efilz 26411_6212 +4_ef21z_28741m+676lz)
1
=61 (2 cos(6x) — 4 cos(4x) — cos(x) + 4)
1 1 1 1
=33 cos(6x) — 16 cos(4x) — o1 cos(x) + 16"
@ 1 1 1 1
k D’ou, / cos?(t)sint(t) dt = 192 sin(6x) — 51 sin(4x) — 61 sin(z) + % )

Exercice |6 : Déterminer / cos®(t) dt.
Correction : SD@um 'm,eJZQodm : J%a/n,cdwmmb de mjuaﬁﬁ% U= sin(t) o ?A/n,eammb!mu

/. cos®(t)dt = %(15 sin(t) — 10sin®(t) 4 3sin®(t)) ouw % sin(5t) + % sin(3t) + gsin(t).

4 )

Mé-+thode IO (Pr‘lMl’tl\/e de x > cos(px) bln(qx)ﬁ :
m sin(p) cos(q) = 5 [Sln(p+q)+sm(p q)] m sin(p) sin(q) = %[COS(p—q)—Sin(erq)]

m cos(p) cos(q) = % [COS<P+Q)+COS(p—Q)]~

Exemple 27 :

/I (cos(?t) + cos(— )) dt = 1—14 sin(7x) + 5 sin(x).

N =

/z cos(3t) cos(4t) dt =

\

/fff,\j > ’ Y
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P (cos(z) ;sin(x))

IV.3| Fractions rationnelles trigonométriques : z +——

Q (cos(x) ; sin(x))
P(cos(t),sin(t))
Q(cos(t),sin(t))

Pour les primitives du type

dt ou P, Q sont deux fonctions polynomiales a

t
2 variables, on peut toujours poser u = tan 3 pour se ramener a l'intégrale d’un quotient de
fonctions polynémes.
On a alors :
2 1—u? 2u 2u
dt = ——du, cos(t) = sin(t) = et tan(t) =

1+ u? 1+ u?’ 1+u2 1— w2’

Cette méthode fonctionne toujours et ramene le probleme & celui de l'intégration d’une fraction
rationnelle. On peut cependant affiner un peu et user des régles, dites de Bioche |7} :

\
Méthode Il (Récles de Biocke) :

(Hors-Proaramme)

Dene la swile, feal une %o]m@dwm nabionnee en sin(t) b cos(t).

Jinsi, poun caloulen, / F(t) dt, on @mm Q'&mbé%)w/nde :w(t) = f(t)dt.

m 5 w(—t) Zwt,mnpwn%eﬁnmbdemuﬂgwww/w%but = cos(t);
s w(m—t) = ,mc&am?mnm@d@mhwﬂ@%f&udmm%tut—&n()
s w(m+t) = /WCQOAWHWd@WQ%/W%JZUt—taH()

lMWMMWWWW(M%M@%MWW
mcﬁaﬁwbdeumo%mdmdmme&u(t):cos(%)
ldmnb@e@wbmm@e%mwnbdemmaﬂ?euu()—tan<2> uwu@wbmuwnl}dud\u,euw

Exemple 228 : Avec le changement de variables u = tan (g), on obtient :

s NEY
3 7 2 3 2du 2
5 l—sm 5 (1—u)? 1—ul,

l—i-u2

k.

Exercice [T : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

‘x|—>

cos(x)

Correction :

|7]. Ces régles ont été formulées par Charles Bioche lorsqu’il était professeur en mathématiques spéciales au lycée
Louis-le-Grand.

//jj . e ZyZ _’ . o
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2dt

. @n[wbet—tan< )etdm“’dx_lthz'

1 14+t2 2dt 1 1+t
/cos(x) . / 1—¢2 1412 / 1—¢2 ‘ ‘

r 7
= 1n|tan (5 + 1)

tan (I) 4 tan (%)
l—tan(4)tan(§)

b

m]—§+k7r + k| o bion
/Cosl(m) dx/lfi%dz;m
w&m%wuzx+g,
/Cosl(x) d:z:_/cos(ul_g)du_/sinl(u) du:ln‘tan(%)’ zln’tan(g+g)‘.

wnbe/nmntrabo.

)ebtwnhmuemﬂ?*.@nwnmd@v@deanEIoaI%mewwoWem

&th:exetdompdx:%(t#())

1 2 dt 1
/ s (2) dz / —1 / e de arctan(e”),

t+
1 B sh (z) x:ln
st @ ae

/shtx)dw:l/sh()lch(;)dw:;/(mz(g)lth(;)d$:hl<th (g)),
own len mamesy intenualles ne contenant; pas 0.

ou bien

Primitives de = +— P(x)e**

Proposition IO : Soient P une fonction polynomiale et o un nombre réel.

Alors x +— P(x) e*® admet une primitive de la forme z — Q(x)e®* ou Q est une fonction
polynomiale de méme degré que P.

[ )
Méthode 2 (Primitive de o — P(z) e :

?mn&W@P.@mmmwQOume@=
%QmugmmmHjbkka@%m@mbmd@mowm
@o,dpjwueedexl—>Q ax&mnwnam@dm@%mdewmwm
Q' +aQ =P.

%%demwmmwwwmm

&/n,@wwe%bo,..., ﬁue@omm(@nbwumbouaoumwnewwbo&mm)

\
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%&W@PWIMMWWMMWWMWMW
W%WP,MP,@W@WQ@W@W@W.

Exemple 29 : / t2etdt=— (22 +22+2) e ”.

Lors d’une grosse fiesta organisée chez les fonctions, la fonction expo-
nentielle pleurniche dans un coin.

Les autres fonctions viennent la voir :
— « Bah pourquoi tu pleures ¢
— Bououh snif, je suis toute seule, bouhouhou.

— Bah viens avec nous, on va t’intégrer !
— Non, snif snif, c’est pas la peine, bouhouhou, ¢a changera rien! »

od. .. 4 Do 4
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