IX

Primities et caleuds dintegrates

Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus. Il reste tout
seul dans son coin, da l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste dans sa solitude.
Le cosinus répond :
— « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »

Et le sinus de répondre :
— « Eh bien, intégre-toi! »
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| PRIMITIVES

Primitives d’une fonction de la variable réelle

( )

Définition | : Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction.

On dit que F : I+ K est une primitive de f sur I, notée / f(z)dx, si F est dérivable sur

I et de dérivée égale a f:
veel F(z)=f(z).

x

Notations : Le symbole / f(z)dz, introduit par Leibniz [}, désigne une primitive quelconque
de f. Elle est définie & une constante additive prés.
On ne parle donc pas de LA primitive, mais DES primitives de f.

4 )
Exemples | :

=+ x et x+— x+ 2 sont des primitives de z +—— 1 sur R.

1
» La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur |0; +oo[ et F/(z) = e

1
Donc F est une primitive de — sur ]0; 4+oo|.
x
1
» Une primitive de & —— x® sur RY est z — ?xa“ siw# —1, x +— In(z) si a = —1.
o

1
= Une primitive de z > e“?® est © —— — e“? pour w € C*.
w
1

s La fonction S définie par S(z) = In (:c + Va2 — 1) est dérivable sur | —1;1[ et S'(z) = W
22 —

Donc S est une primitive de

1
- —1;1[.
L msur] 1

ATTENTION I 11 existe des fonctions n’admettant pas de primitives comme x > |x].

Exercice | : Montrer qu'une primitive de f : x surRest F: x +—In (.73 + Va2 + 1>.

1
Va2 +1
s N\
Proposition | (Unicité et linéarité) :  Soit f: I — K une fonction.

» SiF, et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I a une constante
pres :
deeK, Vzel Fi(z)=Fyz)+ec

= Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant &
I’ensemble de ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.

\,

|1]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né & Leipzig le 1" juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716, est
un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand.
Esprit polymathe, il occupe une place primordiale dans I’histoire de la philosophie et I'histoire des sciences
(notamment des mathématiques) et est souvent considéré comme le dernier « génie universel ».

od. .. oo, 4
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m Solent a €I et b e K.

Si f admet une primitive F sur I, alors il existe une unique primitive de f sur I qui
prend la valeur b en a.

Remaraues :

— Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions de la forme
F 4 c ot ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

— La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon I'axe des ordonnées de celle
de n’importe quelle autre primitive.

Figure IX.1 — Primitives de x — z

2

Exemples 2 :

1
» Les primitives de  — x2 sont les fonctions de la forme x — gaz:‘ + Cte.

1
= La fonction In est I'unique primitive de  — — sur R* s’annulant en 1.
T

Proposition 2 (Linéarité) : Soient f: 1+ K, g: I — K deux fonctions et A € K. Si F et
G sont respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de A\f + ¢
sur 1.

Pas plus que pour la dérivée, sauf cas particuliers, une primitive d’'un produit (resp.

ATTENTION inverse, quotient, puissance, composée) de fonctions ne s’obtient pas par produit (resp.

inverse, quotient, puissance, composée) de primitives.

Vs

Exemples 3 :

# f:x+— 322 + cos(Tx) est du type u’ + v’ de primitive u + v.

1
Donc, © — x3 + 7 sin(7x) est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

= Cas des fonctions polynomiales :

n n

P a

T — E akwk admet pour primitive x — g k_ gphtl,
k=0 = k+1

od. .. 4 Do
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Corollsire 2.l (Fonction de la variagle réelle a valeurs complexes) :  Soit f : I — C une

fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur I.

Dans ce cas, si F{,F,y : [ — R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une primitive de f
si, et seulement si F; et F, sont, respectivement, des primitives de Re (f) et Im (f).

Autrement dit, sur I :
Re (/xf(:v)dac> :/xRe (f(a:))d:c et Im (/mf(a:)dm) =/wIm <f(:1:)>d:c.

x2

Exemple 4 : Une primitive sur R de la fonction  — 1+ iz est  — = + i?.

Exercice 2 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R
T e 17 [2] =+ 2+ icos(z).

Primitives des fonctions de référence

La lecture du tableau des primitive se fait en lisant celui des dérivées « a I’envers ».
Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur I'intervalle I, n est un entier relatif non nul

différent de —1. On note F une primitive de f sur I.

— Polynomes et fractions rationnelles :

f(x) F(z) I
0 AER
A Az
1
x —z?
2
1 R
1'2 51‘3
" (n c [N) 1 n+1
n+1
1
= In |z|
x
1 1
3 - ]—00;0[ ou ]0; 400
1 1 1
il N\ {1 _ -
" (n € NAA{1}) n—lxa:”*1

Exemples S : Soit a € R.
1
Primitive de x +— ——— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas c, on a :

| ol —al = In(z—a) sil;z]Cla;+oo]
/mdt_l| | {ln(a—w) si ['éx]C]—oo;a[.

oy o ‘ Z
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e N
1 T t+i 1
ATTENTanl /,t_idt:/ ﬁizdﬁ:§Mﬁ2+H+iammm@.
. 1 .
Primitive de = +— (7)” k> 1 : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :
T — )
v 1 1 1
dt = — .
/ (t—a)k k=1 (z—a)k!
\

1
R.emaraue :Pour les polynomes z™ ou les fraction rationnelles —-, une seule formule suffit
x

a condition que n € Z\ {—1} :

f(z) F(z) I
in >
o 1 - Rsin>0
n+1 R*sin < —2

1
Exenple & :© Une primitive de la fonction définie sur R* par f(x) =

8

1

=z 8est F(z)= ———.
z~ % est F(x) o

— Fonctions usuelles :

f(z) F(z) I
% 20z | 10:+od
e’ e® 2] R
ot i
% acR\Z P R%
a®, a € RN {1} a R
Ina
In(z) zln(z) —x R

— Fonctions circulaires :

|2]. Bouhouhou!

Lycée Jules Garnier
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I. PRIMITIVES

f(z) F(z) I
sin(x) —cos(z)
cos(x) sin(x) R
1
cos(azx + b) o sin(azx + b)
1
20, — _
1+ tan®(z) = p—p x +— tan(x) } + km; - + kr| (k€ Z)
L x +— arcsin(x) |—1;1]
V1—a? ’
1 . (T
— x > arcsin (5) |—a;al
! x +— arctan(x)
1+ x?
1 1 x R
2122 T p arctan <5)
— Fonctions hyperboliques
flz F(z) I
sh (x) ch (z)
ch ( sh (z)
sh (z)
R
T @) ch (2)
1
In(z+Vaz?2+1
=T ( )
1
G In(z+ Va2 —1) ]1; +oo]
2 —
1 1 1+=x
1— 22 §ln<1—m) =L
o |—>11n<a+x |—a;al
a? — x2 v 2a a—z @ a
Méthode | (Trouver une primitive) :

des,

Wm@am@wwu@md@uw s o WJZ@

Proposition 3 :

Soient w: I +—— J et F : J — C deux fonctions dérivables.

F o est une primitive de v’ x (F’ ou) sur L

Lycée Jules Garnier
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Corolaire 3| : Pour a, b deux réels avec a # 0 tels que ax + b € J pour tout z € I, si F est

1
primitive de f sur J, alors  — —F(ax + b) est une primitive de x — f(ax + b) sur L.
a

-
Exemples T :
» Une primitive de = — e?**® est x ée‘”“’ sur tout intervalle inclus dans R.
= Une primitive de  +— cos(az + b) est = — ésin(aa: + b) sur tout intervalle inclus dans R.
# Une primitive de = + sin(ax + b) est © +— —é cos(az + b) sur tout intervalle inclus dans R.
s Une primitive de = — ! est  +— 1 In |az + b| sur tout intervalle inclus dans R\ {—9}
L axr +b a a

La proposition (3) avec F fonction usuelle et u : I — R dérivable, n € Z\ {—1},a € R\ Z

s’écrit :
Fonction | Une primitive sur I Condition
un+1
u'u” m—— sin<0: Vzel ulx)#0
ua+1
u'u® Vzel ulx) >0
a+1
% 2v/u Vael, ulx) >0
u/
— In |ul Ve el ulx)#0
u
u/
—_— arcsin (u Veel u(x)el]-1;1
= (W (@) €111
Z—l ln(u—i—\/u2—1) Veel u(x)e]l;4o0f
u —
u’ 1 14w
T §1n1_u‘ Veel wu(z)el]-1;1]
Fonction | Une primitive sur I | Condition
u’ e® e
u’ cosu sin(u)
u’ sinu —cos(u)
/
u2u+ 1 arctan (u)
/
“ In (u +Vu?+ 1)
u? 41
Exemples & :

6

> 2z(x? —1)5 est du type '’ de primitive %

Lycée Jules Garnier
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(z® —1)°
6
m fraxr— —3e 371 est du type v’ e* de primitive e%.

Donc, f:x+— est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

Donc,  — e 3%71 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.
2z — 1 u’

# fi:z+— ————— est du type — de primitive In |u].

g — @3 — 2 U

Donc, x + In ‘x2 —x— 2’ est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R\ {—1;2}.

de primitive 21/u.

1 4
f iz — ——— est du type v

3z +4 ﬁ

2 4
Donc,  +— 5\/ 3x + 4 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans ]_§ ; +oo [

— Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours chose facile [3/. Remarquez
bien que les tableaux et les exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u" ,cosu, e*!

— Des manipulations plus sophistiquées (par exemple pour les fonctions rationnelles
ou les fonctions possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour déterminer
une primitive (cf. le paraaraphe (V) ).

— Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune fonction connue. Elle est alors
uniquement définie par une intégrale 4.

Exercice 3 : Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes :

i [6] / cos(z) dac sur 0 ;7
sin(x)
‘ a:l—>cos<3x+z>
32 , /—
[8] =+ (3z—1)(32% — 22 +3) — Vi+1+z

z+1

|
/ —)dmsur]l,—i—oo[ 8] 2+ :c2+1

¥ In( x+3)

dz sur |0; +o0]

INTEGRALES

N
-

I Notions d’intégrales
Le calcul d’intégrale répond & une question simple : comment définir une aire qui n’est pas celle
d’une figure géométrique simple ?

Pour a < b deux réels, la notion d’intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a;b] et a
valeurs réelles a été introduite comme « aire algébrique » entre la courbe de f, ’axe des abscisses
et les droites d’équations £ = a et x = b : on compte l'aire positivement sur un intervalle ou f > 0
et négativement sinon.

L’idée est de subdiviser [a;b] suivant des bases de plus en plus fines

a=xy <1 <-<zx,=0b

|4]. Par exemple, la primitive de = +— e,

jj .. Ny _’ . o
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : ef%{d%ﬁ/ﬁ/m e ﬁﬂ%/{% (!4////7’?(/%4 ﬂ
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Cy
1
b
/ f(z)dz
a
J
I of 7 I
T =a lz=b
b
Figure IX.2 — / f(z) dx représente laire algébrique du domaine en unité d’

et de faire la somme des aires des rectangles obtenus avec des valeurs de f sur cette subdivision :
c’est la méthode des rectangles qui conduit a I'approximation ot t;, € [z} ;2. 4] :

R,(f) = Y (Thar — 1) f(tr) -
k=0
AZ L
S b
/

Figure IX.3 — Méthode des rectangles (a gauche).

On montre ensuite que, sous I'hypothese f continue sur [a;b], (R,,),cn- converge quand n — 400

vers une limite indépendante de la subdivision (z,),_, | etlest; € [24;2.,]. Cest cette limite

b
qu’on pose comme étant / ft)dt:

a

n—-+oo

b
/f(t)dt: lim R, (f).

a
et t, = x;, pour tout k € [0;n —1],
n

En particulier, pour la subdivision réguliere x, = a+k
on a :

b n—1
b— b—
/ f(t)dt = lim i Z f <a +k a) . (Méthode des rectangles a gauche) (IX.1)
a n k=0 n

n—-+0oo

Exemples 9 : Soit f une fonction constante sur [a ;b] égale & X € R.

b* n—1 b* b* n—1
Alors, aZf<a+k a): N A=A -a).
k=0 w " o

n

Dans le cas ou a < b et XA € R, on retrouve l'aire d’un rectangle de longueur b — a et de largeur A.

«
e

Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : /?/7////////4} ol cer, //{/ (z///////(/?(/ 7 ﬂ
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L’expression dans le second membre de (IX.1) porte le nom de somme de Riemann et permet,
notamment, de prolonger la notion d’intégrale aux fonctions de la valeur réelle a valeurs complexes.

( )

Définition 22 : Soient f € %O( ;C)eta, bel

= si a < b, on définit f dt—/bRe(f( ))dt—l—i/blm(f(t))dt.

msib< aonpose/f /f
En particulier, cette définition entraine :

[‘v’aeI, /af(t)dtzo.]

Vocarulaire :
b
— / f(z)dx se lit « somme de a a b de f(x)dz ».

a
— a et b s’appellent les bornes d’intégration.
— La fonction a intégrer s’appelle 1'intégrande.

— Le x dans « dx » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs. Elle est dite
muette, d’autres lettres peuvent étre utilisées :

/abf(x)dfvz/abf(t)dt:/abf(u)du:/abf(z)dzz

Théoréme 4+ : Soient f, g € €° (I;C) et a, b € L.

Linéarité : ¥\ e C, /b ()\f(t) + g(t)) dt = )\/b F(&)dt + /bg(t) dt.

b G @
Relation de Chasles : Vc €1, / f(t) dt—i—/ f(t)dt :/ f(t)de

/f dt‘ /If )ldt.

A T’aide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

/abf(t)dt+/baf(t)dt:/aaf(t)dt:0 — /baf(t)dt:—/abf(t)dt

@\ Soit f € €°(1;C) et a € L.

Inégalité triangulaire : si a <

SiF: :L‘I—)/f )dt alors Va,y € 1, F(y /f dt—/ F(t)dt

Exercice 4 : A laide de Iinégalité triangulaire, pour tout x réel, montrer que |sin(z)| < |z|.

//jj . e ZyZ _’ . 7z
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : ek/?/7///////(/s} ol K(/%/{/ (z////%f/f/?(//d 10 |
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Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs REELLES.

Proposition S (Cas des fonctions 3 valeurs réelles) :  Soient f,g € €° (I;R) et a, b€ L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)dt > 0.

Stricte positivité : Sia <bet f > 0 sur [a;b], alors :
b
/ ft)dt =0 < f=0sur [a;d].
a

Si f est strictement positive sauf éventuellement en un nombre fini de points et si a < b

b
alors/ f(z)dz > 0.

b b
Croissance : Si f(t) < g(t) pour tout ¢ € [a;b] alors : / ft)dt < / g(t)dt.

En particulier, si m < f(¢t) <M pour tout ¢ € [a;b] alors :

a

b
Figure IX.4 — D’un point de vue graphique, 'aire / f(z)dx est encadrée par laire des deux rectangles
a

inférieur et supérieur. L’intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a ; b] ne peut donc faire n’importe

quoi comme devenir infinie par exemple. Elle est bornée par le produit des extrema de la fonction par la
longueur de l'intervalle.

Remarque : La croissance de 'intégrale est une simple conséquence de la positivité. Il suffit
d’appliquer le premier résultat a la fonction positive g — f.

Lien avec les primitives

Ve

<
Théoréme L (Fondamental) :  Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue
et a,bel

(i) F,: I——>~C est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

. / ") at

b b
(ii) Pour toute primitive F de fsur I: / f(t)dt =F(b) — F(a), noté [F(t)} .

\

/’f'/’i_\,j 7 ’
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En particulier, la valeur de I'intégrale est indépendante du choix de F.

Quand on calcule une primitive z / f(t)dt d’une fonction continue f, le choix

du réel a importe peu car deux choix différents conduisent au méme résultat & une
constante additive pres. On omet ainsi souvent la borne inférieure de I'intégrale quand

ATTENTION on calcule une primitive.

La notation des intégrales sans borne inférieure nous permet de faire du calcul A
CONSTANTE ADDITIVE PRES. Le symbole d’égalité = qui y figure n’est pas un
vrai symbole d’égalité, c’est plutot un symbole de congruence = modulo ’ensemble
des fonctions constantes.

( A
Exemples O :
! 1
-VaE[RJr,/wo‘d:c: .
0 a+1
1 tn+1 1 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / tmdt = { } ==
b n+1 . n+1

= Il faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de composées les plus
classiques, qui permettent de calculer directement des intégrales pas toujours évidentes a repérer.
Ainsi,

™ 1 ™ 1 1 1 e—1
° / cos(t) sin®(t) dt = [f sin4(t)] =0. ° tet’ dt = |—et’| = .
0 4 0 o 2 o 2

- 4

xX
Exercice S : Déterminer / e sin(t) dt.

Exevple | ©: Y eR, e*>1+4z.

Corollaire LI @ Toute fonction continue sur I possede des primitives sur 1.

Autrement dit, soit f une fonction continue sur un intervalle I, la fonction F définie par F(x / f(t)de

est une primitive de f sur I pour tout a € I. C’est LA primitive de f sur I qui s’annule en a.

Vel (/:f(wdt) = f(2).

Exercice £ : Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f : J — R continue et a,b : T+ J
dérivables.

b
Montrer que H : = — / f(t)dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.

[2] Etudier la fonction définie par x — / n(l+t)dt

(définition, dérivabilité, variations).

/fff,\j > ’ Y
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Exemple 12 : z+— / e t? dt est la primitive de t — e ** qui s’annule en zéro.
0

Méthodg 2 (Caloul d'une intéarale a 'side d'une primitive) :

Foit f(t)dtwwwié%noﬁedlwwgokwﬁmfmﬂﬂmw)bmmwwa%[a;b]d,co,@wﬂau
@ncﬂmaﬂeumeWMeFdefm [a;0].
O éoib o calloulle : /bf(t) dt = [F(t)}z — F(b) — F(a).

Cent tout ..

Exercice T : Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

0 e ™
/ 1 dx / #dw [3] / () sin(t) dt
1 1 0

1—2

( '
Définition 3 (Fonction de classe ¢1) :  Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles
de R.
Une fonction f : A - C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’ est continue
sur A.
On note € (A ; B) 'ensemble des fonctions définies sur A & valeurs dans B de classe € sur
A.

\,

Il est clair que € (A;B) est stable par somme, produit. Stable par quotient de deux fonctions
de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. On transposera également les propriétés de
stabilité par composition.

Corollaire 62 : Soit f € € (I;C).

b
Alors, pour tous réels a,b € I,  f(b) — f(a) = / f(t)dt.

@ TECHNIQUES ELEMENTAIRES DE CALCULS D’INTEGRALES

En accord avec le théoréme (6), avant toute manipulation d’intégrale ou de pri-
mitive, on s’assurera de l’existence de 1'objet en précisant bien que l'intégrande est

ATTENTION continue sur I'intervalle d’intégration i.e. on commencera toujours par écrire :

La fonction ... est continue % sur Uintervalle ... et on a ..

|5]. ou de classe 4* pour une intégration par parties.

,//'5:7} > L ’ 7
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : s%/ﬂ/?////?/(ﬂ e fﬂ%/ﬂ/ Q///if//??//@ il



PTSI VINCI - 2024

III. TECHNIQUES ELEMENTAIRES DE CALCULS D’INTEGRALES

Intégration par parties

p
Proposition T (Intéaration par parties) : Soient u et v sont deux fonctions de classe €1
sur [a;b] a valeurs dans C.

/ " (Eo(t) db = [u(tyo()] g / " (e (6 dt.

a

En terme de primitives, on écrira simplement :
x x
/ o (yo(t) dt = u(z)v(z) — / w(t)' (1) dt.

Retenez que l'intégration par parties sera particulierement utile pour :

— intégrer des fonctions dont la primitive n’est pas triviale.
— obtenir des relations de récurrence entre des intégrales dépendant d’un entier naturel.

Exercice & : Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

x +— In(x). [2] @+ arctan(x). [8] =+ arcsin(z).

Bien vérifier que tous les facteurs du produit sont bien de classe €.

ATTENTION

Une rédaction correcte commencera toujours en le précisant méme rapidement :

« Les fonction x + u(z) et @ — v(x) étant de classe € sur [a;b], on effectue une
IPP et on a.. »

~

/N\é‘thode 3 (Méthode ALPES)
Sgo,med'{ode « A.LPE.S >>dmmwnb4bbe@bo«%o«mdm@%gomm%wbemb?e

phas & gdhe on promion ane

A - o arctan, arcsin, arccos, ..
L- own w/n\a@

P - FM ﬂ)o&amﬁfmm

E - I\ouru &TWWHIAQWBD/

S - powv sin, cos, tan, sh, ch, ..

( )
Exensples [3 : Sion veut intégrer x sin(x), on va dériver le polynome et intégrer le sin vu que dans
Pordre de priorité, la famille P des polynomes vient avant la famille S des fonctions trigonométriques :

/ tsin(t) dt = z(—cos(x)) —/ 1(—cos(t)) dt = —x cos(x) + sin(x).
De méme, pour intégrer 2z arctan(x), on va commencer par dériver I’ Arctan et intégrer le polynéme P :
x R x 1 + t2 9
2tarctan(t) dt = (1 + x?) arctan(z) — i e dt = (1 4 z?)arctan(z) — x.
L v

- /
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II1.2} Changement de variables

e 2
Proposition & (Chanaement de variaeles) : Soient I un intervalle de R et f: I+ C une

fonction continue sur I et ¢ : [a;b] — I une fonction de classe € sur [a;b] & valeurs dans
I. Alors :

w(b) b
/ f(z) de = / Fo(®)¢' (t) dt.

»(a)

On dit qu’on a effectué le changement de variables = = ¢(t).

Méthode 4 (Chanaement de variagles dans une une intéarale) : )

/f(x)dxmmwmwwa%'mwm&mmwd@u@mm

Ivinum«wumﬂemﬁm%omrﬂooedmadm@m

@/m«[wbe»xZ@(t)WW@@déTwndmnwdgxdt«wbéemx(t).

S@%)%MW@@QW %=(p/<t)%w@'omém,{bd&mvﬂwaw~e:

T= .

Onmmummgm&mw f(z) mwo&b@m f(@)de = f(o(t)) dt que

\@nm@@%@mad}bl\am@(a)et@(b). )

Lors d’'un changement de variables réalisé sur une copie, on ne garde qu'une variable

dans chaque intégrale écrite : pour chaque symbole / écrit, une seule variable doit

apparaitre, et non un mélange entre I’ancienne et la nouvelle : M sion a

posé x = ¢(t).

ATTENTION

4 )
1 g2t
Exemple |4 : Calculons / —— di.
p et +1
On pose = = e'. La fonction ¢ — e’ est bien de classe €' sur [0;1] & valeurs dans [1; e].
d
do=efdt = — =dt.

e?t z? dzx T
3 dt = — = dx.
et+1 r+1 x z+1 v

Lorsque t parcourt [0; 1],  parcourt [1; e] dans ce sens.

On en déduit :

e2t e T e 1 e
tidtz/ dwz/ 1— dz = x—ln\x+1|} =e—In(e+1)—1+1n2.
et +1 | r+1 A xr+1 1

,//'5:7} > L ’ 7
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@ 1
Exemple [S : Calculons / V1 —z2dzx.

0

valeurs dans [O; g]

En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [0 : g]
dz = cos(u) du.
V1 —z2dz = cos?(u) du.
Lorsque z parcourt [0;1], u = arcsin (z) parcourt [0; g] dans ce sens.

On en déduit :

1 o 1 /% 1 1 2
/ \/1—:::2dulc:/2 cosz(u)du:f/2 1+ cos(2u)du = - {u+fsin(2u)} S
o o 2 Jy 2 2 o 4

.

On pose x = sin(u) <= wu = arcsin (z). La fonction x — arcsin (z) est bien de classe ¥ sur [0;1] &

~

-
Méthode S (Calculer une primitive 3 'aide d'un chanaement de variagles) :

Tmmmwa f(t)dta@mded;mcﬂmwdewmﬁ&u:
x o()
[ 1wa= [ few)ewan

On towse une pumitine F de f(p(u))¢’ (u) - /mf(t) dt = F(go(ac)).
Remaraue : On noullliona pa vl el Meatilave) e

&WW@U@AQ@Q@@W@@@W&WW@@WWW

Posons u =t + /t2 + 1.

Comme 1+ 22 > 0 sur R, la fonction ¢ : £ — @(z) = x + /1 + 22 y est bien de classe ! et on a :

du:(1+#>dt:Ldt — 4
t2+1 t2+1 u

x 1 2(®@) Qo
D’ot —dt = — =1 =] 241 R.
ou, / Wiga / " n(u) =1In (m +Va?+ ) sur

. Y
( h
1
Exemple | © Cherchons une primitive de  — ———.
P V14 x2

\,

Exercice 9 : Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

. In(2) 1 V6 1 6 1 d
1 —dt 2 / - dt /— t
0/ e | &) e

od. .. oo, 4
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Proposition 9 (Chancement de variaeles affine) : Soient f : I +—— C continue et
(o, B) € R* x R.
ab+p

b
Si at + B € I pour tout t € [a;b], alors / flx)de =« / flat+ B)dt.

aa+

e N
Corollaire 9l (Intéarales de fonctions paires, impaires, périodiques) :  Soit a > 0.

Si f:[—a;a]l — C est continue et paire alors / f(t)dt = 2/ f(t)dte.
—a 0

Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / ft)dt =0.
—a

Si f: R+ C, continue et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on a :

a+T T b+T b
/ f(£)dt = /O FB)dt et / Sy / F(t)dt.

a a+

\

Exercice IO : Montrer que si f € €°([a;b],C) alors

b 1
/f(x)dxz(b—a)/ fla+ (b—a)t)dt.
a 0

Exemples 1 :

s VneNeta>0, /x2"d:c:2/ xzndxet/ z2ntlde = 0.
a 0

— —a

. / " sin(t) dt = / " sin(t) dt = 0.
0

-7

( )
1 1
Exenples [& : Primitivesde x — —————— et ¥ — —— €Ret b>0.
MP rimitives de x @ a1 b2 et x T avec a e
On effectue le changement de variables x —a = bt, d’ou et on a:

/(m—j)a;er?:%/ N N

/ dx _ _
N
g y
Exercice [l : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :
1 V14 b 1
T —. y-re T .
= V2z — a2 22— r &) Vitz+vVl—z

/j:*_\/j 5 4
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4 )
A retenir | (En pratiaue) : Pour calculer une intégrale, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme z — v’ (z) f’ (u(z)) dont une primitive
est z > f(u(x)).
Par intégration par parties : On remplace le calcul d’'une primitive par le calcul d’une

autre plus simple apres avoir bien vérifié et stipulé que les intégrandes concernées
étaient de classe €.

Par changement de variable : ¢ étant de classe €', on pose * = ¢(t), et donc
dz = ¢’(t)dt, et on a :

/m o' () f(e(t)) dt = /90 f(z)dx avec x = o(t).
. y.

Q PRIMITIVES DE FRACTIONS RATIONNELLES

Pl)
Q(x)

d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la théorie (qui n’est pas au programme de
PTSI) montre que toute fraction rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale , il est pratiquement impossible

1 1
° , o ———  k>1.
T —a (x —a)k

On parlera d’éléments simples de premiére espéce. Et de termes de la forme :

. 1 ax + 3 . 1 ax + 3
) ° T 4 ) L4 )
azr? +br +c ax? +bxr +c (az? + bx + ¢)F (az? + bx + ¢)F

avec k> 1,a# 0 et A =b% —ac <0.

On parlera d’éléments simples de deuxiéme espéce.

Généralités sur la décomposition en éléments simples

— Dans le cas des poles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme X — a, on peut
multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité pour X = a.

4 )

2 3
Exenple [9 : Décomposition en éléments simples de f(x) = 2387—’_2 2
T2 —x—

e On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les podles et leur multiplicité :

2x + 3

2—z—2=(z+1)(z—2) et f(w):m'

e La théorie nous assure alors que :

(IX.4)

2 3 b 1
e Pour z # —1, on multiplie I’égalité (IX.4) par z + 1, ce qui donne : x +2 =a+ (@ +2 )
x— T —
Expression qui peut alors étre évaluée en x = —1, le pdle ayant disparu.

1
On trouve alors —— = a.

. .

//jj . e ZyZ _’ . o
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( A
e On itere le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par x — 2 et en
évaluant en x = 2.

Ont b=—.
n trouve 3

1 0 7
3(z+1) 3(xz-—2)
dans R\ {—1, 2} est de la forme :

e Conclusion : f(z) =— et toute primitive de f sur tout intervalle I contenu

(z—2)"

1 7 1
x|—>—§ln|x+1|+§ln\m—2|=§ln o

Remaraue : Ce procédé de décomposition lorsque la fraction possede des pdles simples réels se
généralise.

( N
Mé-thode L (Décomposition dans le cas de pSles simples réels)
Joient 71, ..., den néds deww & dewcs distinets eb wn infeowsalle T C R\ {ry, ..., 7, }.

HMors,  toute pmibive de [ = G I et de lo gwﬂe

T — nAln\ac—r]—i—Cte v A,...,An:wnt@eo ici Ao Ve 2 il
; k k ow A ooe%xm/mto dem%
/?/ t . ? d@f
\.

— Dans le cas de poles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement précédent s’ap-
plique en multipliant les deux membres de la décomposition par (x — a)™ et en identifiant
pour z = a mais seulement pour le coefficient de plus haute multiplicité.

( x+1 \

Exenple 20 : La décomposition en éléments simples de f(x) = m s’écrit :
T — T

En multipliant par (z — 1)2, on obtient :

z+1 c(x—1)2
= b(x —1 _—.
T+ 2 @ )+ T —2

2 , X
En évaluant en z = 1, on obtient a = 3 facilement mais on perd ’occasion de déterminer b & cause de

la présence du facteur x — 1.

Remaraue : En attendant de disposer de moyens plus efficaces, on pourra toujours évaluer la fraction
en x = 0 par exemple et identifier b aprés avoir trouvé le coefficient c.

On trouve successivement ¢ = —%, d’ou :
2 b 1
@ =2t o= " smr
. 1 2 1 1
PulS,f(O)—§ g*b*ﬁ@b—§
2 1 1
lusi = —
K Conclusion : f(x) 3(9071)24-9@71) 5 +2) )

od. .. oo, 4
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— S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les coefficients en
évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent x = 0) sans multiplication préalable.

— On peut également obtenir une équation en regardant la limite quand x tend vers +oo, en
multipliant au besoin par = ou z? pour faire apparaitre des limites non nulles.

1 N\
/ Exensple 21 : Décomposition en éléments simples de f(z) = ‘

1
e On commence par factoriser le dénominateur dans R :
2+l=(z+1)(z2—=z+1).

Le deuxieme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus loin.
e La théorie nous assure alors que :

a o bx + ¢
z+1 z2—z+1°

flx) = (IX.5)
- . 1

e En multipliant par « + 1, on trouve rapidement a = &

o Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en 0 pour trouver

1
1:§+c = c=3

Enfin, on peut multiplier par x et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
bm2+§m
1

0=—-+b
3+
1
b=—-.
3

1 T —2

e Conclusion : f(z) =

3(x+1) 3@2—x+1)

Remaraue : Rien empéche de faire un petit tour dans C et de poser o et @ les racines complexes
2?—z+1=(z—a)(z—a).

L’égalité (IX.5) s’écrit alors :

1 . 1 bx +c
@t D)@—-o)@—a) 3@+l  @-a)z—a) (IX.6)

On multiplie alors les deux membres de (IX.6) par x — o avant d’évaluer en x = a. On trouve alors :

1 _ba+tc — 1 N
(atDla—a@ (a—a) atl xTE

= l=ba+c)(a+l) <& 1=ba?2+(b+c)a+c

Or,a?=a—-1,
= l=bla—1)+(b+c)a+c < 1=-b+c+(2b+c)x

En identifiant « partie réelle » et « imaginaire » en « :

@1:_b+c<:>b:_
0 = 2b+c

. :

[PV

§

//jj . s i .’ . 2
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Intégration des éléments simples

1
Primitive de et kE>1: cf. ] exemple (5).

r—a« (x —a)k’
axr + 1

A =0b—4dac >0
ax?+bx+c ou ax?+bx+c avee ac = 1 se

Toutes les fractions du type

ramenent a ce cas la.
1

Exercice |2 : Déterminer les primitives de x — sur des intervalles ap-
(r—1)(x—2)(z—3)
propriés.
o .. 1 . .
Primitive de x — ————— (avec a # 0) : On utilise la forme canonique :
ar® 4+ bx +c
2 b\? A 2
ar*+br+c=al|llz+—) ——|, avec A = b — 4ac.
2a 4a?

Selon le signe de A, trois cas se présentent :

4 )
Exemple 22 (Cas oa A < 0) :

/I dz _/x dz _é/’” dz
x2+x+1 (z+ )24_%_3 (2m+1)2+1

V3
onposeg:%i/glzedg_% o
Y TR B
:jgarctan( +)
. J

,
J

Exemple 2.3 (Cas ou A =0)

/”” dx _ /z dx 11
4x2 44z +1 2r+1)2 22z+1
4 .y )
Exemple 24 (Cas oa A > (0) : Calculons @
222 —x—1
Factoriser le dénominateur : 222 —x — 1 = (x — 1)(2z + 1).
Déterminer la décomposition en éléments simples :
1
- P (IX.7)

(x—1)2z+1) =x—1 2x+1°

@ En multipliant les deux membres de (IX.7) par (x — 1) puis en remplagant x par 1, on obtient :

1
a=g.
@ En multipliant les deux membres de (IX.7) par (224 1) puis en remplagant  par —%, on obtient :
2
a=-—z.
D’ou, ! = % %
\_ 222 —x—1 x—1 2x+1 y

/’f'/’i_\,j 7 ’
Lycée Jules Garnier CHAPITRE IX : s%/ﬂ/?////%ﬂ e fﬂé/ﬂ% ///7///?’?///% ﬂ



V. TECHNIQUES A CONNAITRE

PTSI VINCI - 2024

\
‘ Utiliser la linéarité de 'intégrale :
x d T 1 2
[t [ (k)
22 —x—1 z—1 2x+1
1 1 rz—1
=-lhlz—1— =2z +1| = -1 .
glnle—1f— g2z +1| 3“‘2m+1‘
. e . 1
Remarques : La fonction © = —————— n’est pas définie en —= et en 1.
222 —x —1 2
. . 1 1
On travaille donc sur 'un des intervalles ]—oo =5 {, }—5 ;1 {, ou |1;+oo][.
1 1 r—1
. Sur}—oo; 2[ousur ]1;+00[, on a 2:1:2—35—1 31n<2$+1>.
1 v dx 1 11—z
-Sur}—i;l[,ona/ pye 5 < )
o .

ax +

4¢ < 0 : Comme 22 +bx +c ne s’annule pas sur R, on peut

Primitive de — 5 avec b2 —
z? 4+ bx + ¢ ,

envisager une primitive de la forme —. On commence par faire apparaitre cette forme et

ona:
o
t 2t DY
/a—wdt: g/idt—i—/—th
t2+bt+c 2 ) t2+bt+c 2+ bt+c
=%m |2? + bz + ¢| + = arctan(...).
Exercice [3 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :
22 1
2 — .
x 3 +1

[1] T s

Q TECHNIQUES A CONNAITRE

Primitives de z — e“* cos(wx)

7

Méthode T (Primitive de x +— e coc;(bm)ﬁ
sin(bx),

Jou)vdebmmme)vwne inberwsenin T e”cos(bx)ouml—>e

Pn,«m,«r,we
LQM@MMFQAWWTB&@WW@W@%Q&@%H elatidT Jont on connaib une
k{\m”nm&d«%?wm ?,o/llle mmoxaurw)w/
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- a<0
Tk - Y = gaz
A kbl
\/ N - —
- - ol
e y="

Figure IX.5 — Signaux pseudo-périodiques avec enveloppe
un circuit RLC est de ce type.

exponentielle. La charge d’'un condensateur dans

( )
Exemple 2.5
/ et cos(t)dt = / Re (e(1+i)t) dt = Re (/ e1+i)t dt)
= Re (L e(1+i)z)
1+
=Re ((1 ; - ) (cos(zx) + i sin(a:))) e®
¢ . e”
Donc, / et cos(t)dt = (cos(ac) + Sln(m)) 5

~ vy

Exercice [+ : Déterminer les primitives suivantes :

/ cos(t) e?! dt

Polynoémes trigonométriques : z +— P

2] / " cos(2t) et

(cos(z) ;sin(z))

Méthode 8 (Primitive de z - cos?(x )smq(

deewvmmmw%de de@@

@Oh/rne x > cosP( )Slnq(l‘) avec p, q > 0,

|

Exercice IS : Calculer une primitive de f: x ¢

08 ().

Il y a plus efficace dans certains cas avec des changements de variables :

7

Méthode 9 (Primitive de x +— cosP(x)sin(z)) :

brigonomérique & o puisance paine

u = cost

lbbpetqbombde[wh&edn%ewﬂe W&wadewbaﬁ?@e%ﬁ Qa,gcynabon

mp%bpoﬂu ek

u:sintmq%bm.
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IMP&QMMMWMWWUZCOS(Qt)(Ofn,ebb’w/men,é)@mcab,

p=09,tqi/m1'ucu')b).

On est alors ramené a primitiver des fonctions polynomiales qu’il faudra évaluer en cos(t), sin(t)
ou cos(2t).

Exemples 25 :
1
[1] / cos(t) sin®(t) dt = ZSin4($)'

u=sin(t) sin() 1
.‘ / cos?(t)dt = / (1 —u?)du = sin(z) — = sin®(z).
x 3 2t —— 1 cos(2x) )2 1
.‘ / cos?(t)sin®(t) dt = / s1n8( ) dt o2 g/ v 5 du

<% cos®(2z) — cos(2m)> .

( )

\,

x
Exercice |6 : Déterminer / cos®(t) dt.

P (cos(x) ; si
IV.3| Fractions rationnelles trigonométriques : = +—— (cos(z) ; sin())

Q (cos(z) ;sin(x))
P(cos(t),sin(t))
Q(cos(t),sin(t))

Pour les primitives du type dt ou P, Q sont deux fonctions polynomiales a

t
2 variables, on peut toujours poser u = tan 3 pour se ramener a l'intégrale d’un quotient de
fonctions polynémes.
On a alors :
2 1—u? 2u 2u
dt = ——du cos(t) = —— sin(t) = -—— tan(t
1+ u? ®) 1+ u? ®) 14 u? () = 1—u?

Cette méthode fonctionne toujours et ramene le probléeme a celui de l'intégration d’une fraction
rationnelle. On peut cependant affiner un peu et user des régles, dites de Bioche %) :

~
Méthode IO (Récales de Biochke) :

(Hors-Proaramme)

Dans lo, suike, f etk une ecopreabion nationnelle en sin(t) et cos(t).

Foimss, g calladon / " r) at, on. fonme Bintépande : w(t) = [(t)dt.
m 5 w(—t) =wt,uﬁbcpm/n%€/mynbdem)u0ﬂ0m&udmgbtut = cos(t);
oi w(m —t) = ,mcfkmwxdemm(uﬁ@%rm%tut—sm()
oi w(m 4 1) = ,W%W@W&@W%tut—tan()
-wmmmmme(mwm%mmm
WW@W@%W%LM&:COS(%)-

N lm&umm@ecp@mwnbdemnmﬁ@%u()—tan<2> ammw

jj . s ayZ .’ P 2
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Exemple 2T © Avec le changement de variables u = tan (g), on obtient :

2
5 dt 53 1+u2du :3 2du 2 &
@ =) - 2a =) T_w?-l1 =S
a — sin(t) o 1_ b (1—w) —ul,
1+u?

Exercice 1 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1 1
e cos(x) 2l o sh (z)

Primitives de = +— P(x)e**

Proposition [O : Soient P une fonction polynomiale et o un nombre réel.

Alors x +— P(x) e*® admet une primitive de la forme z — Q(x)e®* ou Q est une fonction
polynomiale de méme degré que P.

f ™
Mé-thode Il (Primitive de x> P(z)e™®) :

?mn&wéwp.@mmmwQOuwmw=
. %Qm?&@oﬁm.ﬁHZbkx axueo@edooe%amt@bkad,d&o}wumpm @'rLOGRUJBe

Qo,dpjwueedexl—>Q( axebomnmmambedamb@ecrmﬂmdevmm@mﬂmpmno@&mm
Q +aQ="P.

%%M@W%Wmmwwwmm

&/n,@wwe%bo,..., W@mm&(@nbmmbouaoumwmmwbo&ﬂm)

.Siﬁede%mder%L@MW ng@ammmwmww
WM@%WPMP/%WQW de%nemvo%ﬁme umbaanmJ

.

Exemple 28 - / t2etdt = — (22 + 2z +2) e

Lors d’une grosse fiesta organisée chez les fonctions, la fonction expo-
nentielle pleurniche dans un coin.

Les autres fonctions viennent la voir :
— « Bah pourquoi tu pleures ?
— Bououh snif, je suis toute seule, bouhouhou.

— Bah viens avec nous, on va t’intégrer !
— Non, snif snif, c’est pas la peine, bouhouhou, ¢a changera rien! »

|6]. Ces régles ont été formulées par Charles Bioche lorsqu’il était professeur en mathématiques spéciales au lycée
Louis-le-Grand.
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