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Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus.
Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
dans sa solitude. Le cosinus répond :

m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »

Et le sinus de répondre :
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Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus.
Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
dans sa solitude. Le cosinus répond :
m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »
Et le sinus de répondre :

m « Eh bien, intégre-toi! »
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Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus.
Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
dans sa solitude. Le cosinus répond :

m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »
Et le sinus de répondre :

m « Eh bien, intégre-toi! »

Dans tout ce chapitre, K est 'un des ensembles R ou C et I et J sont des
intervalles.
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0 Primitives
@ Primitives d’une fonction de la variable réelle

@ Primitives des fonctions de référence
9 Intégrales
Q Techniques élémentaires de calculs d’intégrales

rimitives de fractions rationnelles
@ Primit le fract t 1l

Py 9 == A @ .
[echniques a connaitre




Détinition | :

Soient I un intervalle de R et f : I+ K une fonction.

x
On dit que F : T+ K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est
dérivable sur I et de dérivée égale a f :

Vezel F(z)=f(z).




Détinition | :

Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction.

x
On dit que F : T+ K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est

dérivable sur I et de dérivée égale a f :

Vezel, F(z)=f(z).

T

Notations : Le symbole / f(t)dt, introduit par Leibniz, désigne une
primitive quelconque de f.

Elle est donc définie & une constante additive pres.

On ne parle donc pas de LA primitive, mais DES primitives de f.




Exemples | :

mr+— 2 etz x4+ 2 sont des primitives de x — 1 sur R.
m La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur ]0; +o0] et
1
F(z) = -
(@)= 1
Donc F est une primitive de — sur ]0; 4o0[.
x

1
m Une primitive de 2 — 2 sur R est z — ﬁx‘”l st # —1, x> In(x)
a
sia=—1.

S 1
m Une primitive de > e“” est x —— — e“* pour w € C*.
w

m La fonction S définie par S(z) = In (:E + Va2 — 1) est dérivable sur |1;+oo|

et S/(ZE) = \/%

Donc S est une primitive de sur ]1;4o0].




1l existe des fonctions n’admettant pas de primitives comme




Montrer qu’une primitive de f: z — ————= sur R est

F:ml—)ln(w—|— m2+1).




Soit f : I+ K une fonction.

m Si F, et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I &
une constante pres :

deekK, Vzel F(z)=Fyz)+ec.

m Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant
P ¢ ensemble de ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.

m Soient a € I et b € K.
Si f admet une primitive F sur I, alors il existe une unique primitive de f
sur I qui prend la valeur b en a.




Remarques :

m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».




1. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraues :
m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F 4 ¢ ol ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».
m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon 'axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

X

Figure 1 — Primitives de = +— g
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1. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraues :
m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon l'axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

m Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la
primitive de f, mais d’"UNE primitive de f. En revanche, on peut parler de
LA primitive de f prenant une valeur donnée en un point donné.

-
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1. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraues :
m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon l'axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

m Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la
primitive de f, mais d’"UNE primitive de f. En revanche, on peut parler de
LA primitive de f prenant une valeur donnée en un point donné.

m En notant F une primitive de f sur I, la fonction F, :  +— F(z) — F(a) + b
est 'unique primitive de f sur I telle que Fy(a) = b. Les physiciens parlent

de conditions initiales.
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Exemples 2 :

1
m Les primitives de 2 — 22 sont les fonctions de la forme x — §x3 + Cte.

1
m La fonction In est 'unique primitive de # — — sur R’ s’annulant en 1.
T




Soient f: I+ K, g: I+ K deux fonctions et A € K. Si F et G sont
respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de
Af+gsur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec
les combinaisons linéaires.




Soient f: I+ K, g: I+ K deux fonctions et A € K. Si F et G sont
respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de
Af+gsur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec
les combinaisons linéaires.

Pas plus que pour la dérivée, sauf cas particuliers, une
primitive d’un produit (resp. inverse, quotient, puissance,
- composée) de fonctions ne s’obtient pas par produit (resp.
inverse, quotient, puissance, composée) de primitives.




Exemples 3 :

B f:x— 322 + cos(Tz) est du type u’ + v de primitive u + v.

1
Donc, z — 3 + = sin(7x) est une primitive de f sur tout intervalle inclus
dans R.




Exemples 3 :

B f:x— 322 + cos(Tz) est du type u’ + v de primitive u + v.
Donc, z — 3 + %sin(?m) est une primitive de f sur tout intervalle inclus
dans R.

m Cas des fonctions polynomiales :

n n
T akwk admet pour primitive x — E
k=0 k=0

Ay
k+1

okt




Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.




Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

Dans ce cas, si F{,F, : I R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une
primitive de f si, et seulement si F; et F, sont, respectivement, des primitives
de Re (f) et Im (f).

Autrement dit, sur I :

Re (/zf(t)dt) :/zRe (f(t)) dt et Im (/zf(t)dt) :/zlm (f(t)) dt.




Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

Dans ce cas, si F{,F, : I R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une
primitive de f si, et seulement si F; et F, sont, respectivement, des primitives

de Re (f) et Im (f).

Autrement dit, sur I :

Re (/zf(t)dt) :/zRe (f(t)) dt et Im (/zf(t)dt) :/zlm (f(t)) dt.

Exemple 4 :

.ZE2

Une primitive sur R de la fonction z +— 1+ iz est z — x + i?.

Chapitre 9

14 /104



Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

Q 1+ e i” Q z+— 22+ i cos(z).




m Polynémes et fractions rationnelles :

f(=) F(z) I
0 AER
A Az
1
x §m2
1 R
x? §m3
1
n n+1
z" (n € N) ——
1
- In |z|
x
1 1
e - ]—00;0[ ou ]0; +o0[

— (neN\{1})




Exemples S :

Soit o € R.

1
Primitive de  —> —— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

/xldt:1n|m_a|:{ln($—a) S? [';x]C]CV;-FOO[ .
t—a In(a—x) si[;z]Cl—o0;q].

t—i 241

1 T4 1
/ _dt:/ L= Jinfa? 1] 4 i arctan(). J

Primitive de z +— ﬁ, k > 1: Sur tout intervalle de R ne contenant pas
zT—«
a,on a:

=




1
Remaraue : Pour les polyndmes " ou les fraction rationnelles —-, une seule
x

formule suffit & condition que n € Z\ {—1} :

f(z) F(z) I
1 Rsin>0
" wn+1
n+1 R* sin < —2




1
Remaraue : Pour les polyndmes " ou les fraction rationnelles —-, une seule
x

formule suffit & condition que n € Z\ {—1} :

f(z) F(z) I
1 Rsin>0
z" znt! -
n+1 R* sin < —2
Exemple & :
1
Une primitive de la fonction définie sur R* par f(z) = 5= 8 est
1
F =——.
(@) =~




m Fonctions usuelles :

f(z) F(z) I
= 2z | 10;-+00]
e’ e’ R
xa+1
(e [R*
% aeR\Z ] 3
x * a*
a®, a € R\ {1} na R
In(x) xln(z) — =z R%
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m Fonctions circulaires :

f(z) F(z) I
sin(z) —cos(z)
cos(x) sin(x) R
1
cos(ax + b) . sin(azx + b)
1 T m
20, _ Ly S
1+ tan?(x) = pv tan(zx) ] 5 + k; 5 +kn| (ke Z)
1 arcsin(z) ]—1;1[
V1—a? 7
1 X x
T arcsin (g> |—a;al
a? —z
1
22 arctan(z)
1 1 T R
po g . arctan <E>
PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9
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m Fonctions hyperboliques :

f(@) F(z) I
sh (z) ch (z)
ch (z) sh (z)
1 sh (z)
ch2(z) ch (z) R
1 2
- In(z+ Va2 +1)
2;_1 In(z+va?2—-1) | ]1;+o0]
1 1 14z
1— a2 §1n<1—x) =150
1 1 a+x
a? — 2 2a ln(ajx> I-asd|

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 21 /104



Remarques :

m Ces tableaux ne donnent qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir
toutes les primitives de f, il suffit de rajouter une constante c a F.




Remarques :

m Ces tableaux ne donnent qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir
toutes les primitives de f, il suffit de rajouter une constante c a F.

m Il est tout a fait hors-programme de vous dire que les fonctions définies par
1 1

sont, respectivement, les dérivées des fonctions

Va2 +1 Va2 -1 1—a?
réciproques de sh, ch et th notées argsh, argch et argth. C’est dommage!
Cela aurait mis un peu plus d’homogénéité dans les formules de primitives.




?%m@mmaﬁmamwm@uw
s on Bk s des % bl . ) Q@ e
W%W%WE O%md& v




Soient u: I+ J et F : J — C deux fonctions dérivables.

F o w est une primitive de v’ x (F/ o u) sur L




Soient v : I+ J et F : J — C deux fonctions dérivables.

F o w est une primitive de v’ x (F/ o u) sur L

Pour a, b deux réels avec a # 0 tels que ax + b € J pour tout z € I, si F est

1
primitive de f sur J, alors @ — —F(ax + b) est une primitive de z +— f(ax + b)
a

sur I.




Exemples 7 :

o 1 . .
Une primitive de 2 — e®**? est 2 — — e®®*? sur tout intervalle inclus
a
dans R.

Une primitive de z > cos(az + b) est z +— é sin(azx + b) sur tout intervalle
inclus dans R.

Une primitive de  + sin(az + b) est = — —2 cos(ax + b) sur tout
intervalle inclus dans R.

1 1
Une primitive de x est © — — In |ax + b| sur tout intervalle
ax a

b +b
inclus dans R\ {_E}




Fonction | Une primitive sur I Condition
un+1
fu™ i iV I
u'u T sin<0 z el u(z)#0
ua+1
u'u® Veel u(z)>0
a+1
u/
ul
o In |u] Veel, u(z)#0
u/
— arcsin (u Veel u(x)e]|-1;1
s (u) (z) €)-1;1]
: - ln(u+\/u2—1) Vezel ulx)e]l;+oo]
U2 —
u’ 1 1+u
- v _1:
s 21n<1_u) sel u@)e]-1;1]




Fonction | Une primitive sur I | Condition

u e ev
u' cosu sin(u)
u' sinu — cos(u)
’
u2u+ T arctan (u)
’
In (u +Vu2+ 1)
u? +1




Exemples 8 :

6
m x> 22(2? — 1) est du type v'u® de primitive %
(@1

Donc, f:z+— 5

dans R.

mf:xr— —3e 3% ! est du type v’ e* de primitive e.
Donc, z — e 371 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

est une primitive de f sur tout intervalle inclus

7

2z — U
est du type — de primitive In |u].
u

22—z —2
Donc, z + In |502 —x— 2| est une primitive de f sur tout intervalle inclus
dans R\ {—1;2}.

mfizx—

1 u’
—_— —— de primitive 2v/u.
V3z+4 Vu P Vu
2
Donc, > —v/3z + 4 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans
|53+
—5 ool

mf:ixr— est du type

3

Y




m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile'. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u” en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u", u®, cosu, e

w

ATTENTION

2
2. Par exemple, la primitive de z +— e™*".



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile'. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u” en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u", u®, cosu, e

w

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour

déterminer une primitive (cf. le paraaraphe (V) ).

2
2. Par exemple, la primitive de z +— e™*".



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile'. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u” en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cosu, e*!

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour

déterminer une primitive (cf. le paraaraphe (V) ).

m Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune
fonction connue. Elle est alors uniquement définie par
une intégrale 2.

2
2. Par exemple, la primitive de z +— e™*".



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile . Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u", u®, cosu, e

w

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour

déterminer une primitive (cf. le paraaraphe (V) ).

m Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune

fonction connue. Elle est alors uniquement définie par
une intégrale 2.

m Contrairement & la dérivation qui est toujours
techniquement possible, la recherche de primitives
s’avere donc parfois impossible !...

2
2. Par exemple, la primitive de z +— e™*".



Déterminer les primitives suivantes :

c /$ e4t+3 dt




Déterminer les primitives suivantes :

c /$ e4t+3 dt

(2] /zcos(3t+§)dt




Déterminer les primitives suivantes :

° /$ e4t+3 dt

(2] /wcos(3t+§)dt

5] /x(3t— 1) (3t2 —2t+3)°dt

Chapitre 9
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Déterminer les primitives suivantes :

° /$ e4t+3 dt

(2] /wcos(3t+§)dt

5] /I(3t— 1) (3t2 —2t+3)°dt

|
o / mdtsnr]l,—i—oo[
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Déterminer les primitives suivantes :

x
a/ e4t+3dt

v T
9/ cos(3t+§)dt
0/(3t—1)(3t2—2t+3)3dt

|
o / mdtsnr]l,—i—oo[

“In(t+3) .
Q / t—l——3dt sur | — 3;400]

Chapitre 9
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Déterminer les primitives suivantes :

x €T
Q/ elt+3 dt 0/ cos(?) dt sur |0 ;7

sin(t)
9/ cos(3t+§)dt
5] /Z(3t—1)(3t2—2t+3)3dt
O/Eﬁdtsur]l;—i—oo[

“In(t+3) .
Q / t—l——3dt sur | — 3;400]

o BESI (yesed@) Chapitre 9
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Déterminer les primitives suivantes :

x
a/ e4t+3dt

v T
9/ cos(3t+§)dt
0/(3t—1)(3t2—2t+3)3dt

|
o / mdtsnr]l,—i—oo[

“In(t+3) .
Q / t—l——3dt sur | — 3;400]

o /w cos(?) dt sur |0; 7]

sin(t)

* 1
°/ NESERV

dt sur ]0; +oo]

Chapitre 9
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Déterminer les primitives suivantes :

x
Q/ elt+3 dt 0/ cos(?) dt sur |0 ;7

sin(t)

9/ cos(3t+§)dt 0/ 1 q 0 [
—————=dt sur |0; +oc0

@ VE+HT1+E

0/(3t—1)(3t2—2t+3)3dt

t+1
- o
—_ 3 2+1 1
0/ tln(t)dtsur]l,—i—oo[ 4
< In(t + 3)
e/ H—3dtsur]—3,+oo[

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 30/104



Déterminer les primitives suivantes :

° /$ e4t+3 dt

(2] /wcos(3t+§)dt

o / cos(?) dt sur |0; 7]

sin(t)

1
0/ ————=dt sur |0; +o0]
@ VE+ T+
0/(3t—1)(3t2—2t+3)3dt
t+1
- o
- ; #r1
0/ tln(t)dtsur]l,—i—oo[ 4
< In(t + 3) =
— —3; -t
e/ pg Ot sur]=3i+odl O/ T+itt
Y Sl ©
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0 Primitives

© Intégrales
@ Notions d’intégrales
@ Lien avec les primitives

0 Techniques élémentaires de calculs d’intégrales

e Primitives de fractions rationnelles

e Techniques a connaitre




I
'z:a
I

b
Figure 1 — / f(t)dt représente 'aire algébrique du domaine orangd en unité d’oio.
a




L’idée est de subdiviser [a;b] suivant des bases de plus en plus fines
a=xy<z;<-<z,=Db

et de faire la somme des aires des rectangles obtenus avec des valeurs de f sur
cette subdivision : c’est la méthode des rectangles qui conduit a I’approximation
ol ty, € [T 3Ty ] ¢

=

n—

R, (f) =) (T — ) f(te) -

0

E
Il

ol

a T Ty Ty

Figure 2 — Méthode des rectangles (& gauche).



=]

a T Ty Ty

Figure 2 — Méthode des rectangles (& gauche).

On montre ensuite que, sous ’hypothese f continue sur [a;b], (R,),en- converge
t

quand n — 400 vers une limite indépendante de la subdivision (z;,) o<k<n €

b
les t;, € [z,;%),,]. Cest cette limite qu’on pose comme étant / f()de:
a

b
/ f®)dt= lim R,(f).

n—-+oo



a
et t;, = x;,, pour

bh—
En particulier, pour la subdivision réguliere x;, = a + k

tout k € [0;n—1], on a:

/abf(t)dt=ngr+noo72f<

) . (Méthode des rectangles & gauche)
(1

Exemples 9 :

Soit f une fonction constante sur [a;b] égale & X € R.

_a§f< a)z

Dans le cas ou a < b et A € R, on retrouve I'aire d’un rectangle de longueur
b —a et de largeur \.

Alors,

L’expression dans le second membre de (1) porte le nom de somme de Riemann
et permet, notamment, de prolonger la notion d’intégrale aux fonctions de 14 =~
valeur réelle a valeurs complexes.




Détinition 2 :
Soient f € €°(I;C) et a, be L

b
msia<b, ondeﬁmt/ f(t) dt*/ Re(f dt+1/ Im (f(t))dt.

lsibgaonpose/af(t) /f




Détinition 2 :
Soient f € €°(I;C) et a, be L

b
msia<b, ondeﬁnlt/ f(t) dt*/ Re(f dt+1/ Im (f(t))dt.

lsibgaonpose/af(t) /f a

En particulier, cette définition entraine :

l‘v’ael, /af(t)dtzo.]




Vocearulsire :

b
L] / f(t)dt se lit « somme de a & b de f(¢t)dt ».

m a et b s’appellent les bornes d’intégration.
m La fonction a intégrer s’appelle 'intégrande.

m Le ¢t dans « dt » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs.
Elle est dite muette, d’autres lettres peuvent étre utilisées :

/abf(t)dtz/abf(t)dtz/abf(u)du:/abf(z)dzzm




Soient f, g € €°(I;C) et a, b €L

Linéarité : VA € C, /b (Af(t) +g(t)) dt = )\/b F&)dt+ /bg(t) d.

a




Soient f, g € €°(I;C) et a, b €L
b b b
Linéarité : VA € C, / (Af(t)—!—g(t))dt:)\/ £(0) dt+/ g(t) dt.

b c c
Relation de Chasles : Vc €1, / f(t)de +/ ft)dt = / f(t)dt.
a b a




Soient f, g € C°(I;C) et a, b el
b b b
Linéarité : ¥\ € C, / AF(H) + (1)) dt = & / () dt + / g(t) dt.
Relation de Chasles : V¢ €1, / St dt+/ St dt—/ f(t)

/f dt‘ /|f )l dt.

Inégalité triangulaire : si a <




A Taide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

° /abf(t)dt—i—/baf(t)dt:/aaf(t)dt=0 — /baf(t)dtz—/abf(t)dt




A Taide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

° /abf(t)dt—l—/baf(t)dt:/aaf(t)dt=0 — [/baf(t)dtz—/abf(t)dt]

@ Soit feC°(I;C)etacl

SiF:m|—>/zf(t)dt alors Y,y € I, F(y)—F(w)=/yf(t)dt—/zf(t)dt

:/yf(t)dt+/af(t)dt
:/wyf(t)dt.

(2)




A Paide de I'inégalité triangulaire, pour tout z réel, montrer que [sin(z)| < |z|.




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € C°(I;R) et a, b € L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)de

a

V
S




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € C°(I;R) et a, b € L.
b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)de > 0.
Stricte positivité : Sia <bet f >0 sur [a;b], alors :
b
/ ft)dt =0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un

b
nombre fini de points et si a < b alors / f(t)de > 0.




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € C°(I;R) et a, b € L.
b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)de > 0.
Stricte positivité : Sia <bet f >0 sur [a;b], alors :
b
/ ft)dt =0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un

nombre fini de points et si a < b alors / f(t)de > 0.

b
Croissance : Si f(t) < g(t) pour tout ¢ € [a;b] alors : / 7 (@) / g(t)dt.
En particulier, si m < f(t) < M pour tout ¢ € [a;b] alors :

m(b—a) /f M(b—a).




\

7 V / Z / %
é: L % |
) 153
] :

rectangles inférieur et supérieur. L intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a ;b]
......




Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et I'intégration de
fonctions, et fournit un moyen effectif de calculer une intégrale a ’aide de
primitives, et réciproquement.

Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue et a,b € 1.

QF,: I—>C est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

. / o




Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et I'intégration de
fonctions, et fournit un moyen effectif de calculer une intégrale a ’aide de
primitives, et réciproquement.

Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue et a,b € 1.

QF,: I——>C est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

. / " f)at

B b
@ Pour toute primitive F de fsurI: / f(t)dt = F(b) — F(a), noté [F(t)] .

En particulier, la valeur de 'intégrale est indépendante du choix de F.




T
Quand on calcule une primitive x / f(t)dt d’une
a

fonction continue f, le choix du réel a importe peu car deux
choix différents conduisent au méme résultat & une
constante additive prés. On omet ainsi souvent la borne
inférieure de 'intégrale quand on calcule une primitive.

La notation des intégrales sans borne inférieure nous
permet de faire du calcul A CONSTANTE ADDITIVE
PRES. Le symbole d’égalité = qui y figure n’est pas un vrai
symbole d’égalité, c’est plutot un symbole de congruence =
modulo I'ensemble des fonctions constantes.




Exemples 1O :

1
a+1

1
[ Vaeﬂ?+,/ t*dt =
0

1 tn+1 1 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / t"dt = [ ] =
0 0

n+1]  n+l

m [l faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées
de composées les plus classiques, qui permettent de calculer directement
des intégrales pas toujours évidentes a repérer. Ainsi,

™

° /01T cos(t) sin3(t) dt = [i sin4(t)] =0.

0
1 1 o
° / tet® dt = [letz] =S 1.
A 2”7 2




€T
Déterminer / e sin(t) dt.




A T'instar de la démonstration précédente, la croissance de I'intégrale est une
propriété puissante dont nous nous servirons beaucoup en fin d’année. A ce
stade, elle nous permet, par exemple, de redémontrer élégamment nos petites
inégalités classiques de convexité.

Exemple |l :
VeeR, e">1+4+ux. J




Toute fonction continue sur I posséde des primitives sur I.




Toute fonction continue sur I posséde des primitives sur I.

Autrement dit, soit f une fonction continue sur un intervalle I, la fonction F
définie par F(z / f(t) dt est une primitive de f sur I pour tout a € I. C’est

LA primitive de f sur I qui s’annule en a.

Vel </azf(t)dt)/=f(x).




Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f : J — R continue et
a,b: 1+ J dérivables.

b(z)
© Montrer que H: 2 +— / f(t) dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
a(z)

22
@ Etudier la fonction définie par z — / In(1+¢)dt
Z2

(définition, dérivabilité, variations).

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 48 /104



Exemple 12 :

xT
2 o cnn _¢42 o s
T+ / e~'" dt est la primitive de t — e™*" qui s’annule en zéro.
0




Sedz /bf(t)dtwnevﬂécahuped/yume@onuﬂmvfwnﬂmuemmvnwm&e [a;b] &
collclon

0®%CRMKRBUMWMF®fM[G;b].
© On éonit o caloule - /b £ty dt = [F(t)]b — F(b) — F(a).

© Cont tout ..




MéthoteZ:
.Sood',/f dtwmvnfeﬂmpedum@onuhmfmmmmvwm&e[ab

OOWMWW@FdefWL[a;b].
© On éonit o caloule - /b £ty dt = [F(t)]b — F(b) — F(a).

© Cont tout ..

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

/ NP =) / Mdt (5] / e>s) sin(t) dt

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 50/104



Définition 3 (Fonction de dlasse G :

Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe ! sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note C! (A ;B) I'ensemble des fonctions définies sur A & valeurs dans B de
classe C! sur A.




Définition 3 (Fonction de dlasse G :

Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe ! sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note €G! (A ; B) I'ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans B de
classe C! sur A.

Il est clair que C' (A ; B) est stable par somme, produit. Stable par quotient de
deux fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. On
transposera également les propriétés de stabilité par composition.




Définition 3 (Fonction de dlasse G :

Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe ! sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note €G! (A ; B) I'ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans B de
classe C! sur A.

Il est clair que C' (A ; B) est stable par somme, produit. Stable par quotient de
deux fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. On
transposera également les propriétés de stabilité par composition.

Soit f € €1 (I;C).

b
Alors, pour tous réels a,b € I,  f(b) — f(a) = / () de.
a

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 51/104



o Primitives

Q Intégrales

© Techniques élémentaires de calculs d’intégrales
@ Intégration par parties
@ Changement de variable

o Primitives de fractions rationnelles

0 Techniques & connaitre




En accord avec le théoréme (6), avant toute
manipulation d’intégrale ou de primitive, on s’assurera de
Iexistence de 'objet en précisant bien que l'intégrande est
continue sur l'intervalle d’intégration i.e. on commencera
toujours par écrire :

La fonction ... est continue 3sur 'intervalle ... et on a ...

3. ou de classe C! pour une intégration par parties.



Soient u et v sont deux fonctions de classe €' sur [a;b] & valeurs dans C.

b
/ u(t)v’(t) dt.

a

/ ' o (£)o(t) dt = [u(t)v(t)]b .

a

En terme de primitives, on écrira simplement :

€T

/ " ()o(t) dt = u(z)o(z) — / Wty (2) dt.




Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

O z+— In(z). © 1z +— arctan(z). @ 1z +— arcsin(x).




Bien vérifier que tous les facteurs du produit sont bien de
classe C*.

Une rédaction correcte commencera toujours en le précisant
ATTENTION N .
méme rapidement :

« Les fonction @ — u(x) et @ — v(z) étant de classe C* sur
[a;b], on effectue une IPP et on a... »

La seule difficulté avec les IPP est de choisir qui sera u et qui sera v’ !




%m@%@«A.L.RE.S»MM@WW%MWw
bUlmeZQe rQub d/%OMLRQ on Phemuew anec

A - owr arctan, arcsin,
arccos, ..

L-Wiﬁo%mﬁmm
P-rowu?o&amﬁ/mea

S - powy sin, cos, tan, sh,
ch, ..

Chapitre 9

57 /104



Exemples 13 :

Si on veut intégrer z sin(z), on va dériver le polyndme et intégrer le sin vu que
dans 'ordre de priorité, la famille P des polynémes vient avant la famille S des
fonctions trigonométriques :

/z tsin(t) dt = z(— cos(x)) — /x 1(—cos(t)) dt = —x cos(z) + sin(z).

De méme, pour intégrer 2z arctan(x), on va commencer par dériver I’Arctan et
intégrer le polynéme P :

z1+t2

/ 2t arctan(t) dt = (1 + 22) arctan(z) — / ire

dt = (1 + 2?) arctan(x) — z.




Parfois les primitives usuelles et 'intégration par parties ne suffisent pas a
calculer I'intégrale.

On va réécrire l'intégrale différemment en « changeant la variable » de maniére
a faire apparaitre, si possible, une fonction plus facile a primitiver.

Soient I un intervalle de R et f : I — C une fonction continue sur I et
¢ ¢ [a;b] — I une fonction de classe C! sur [a;b] & valeurs dans L. Alors :

»(b) b
/ f(z)dz = / ()@’ (8) dt.

w(a)

On dit qu’on a effectué le changement de variables x = ¢(t).




&/riéﬁhoﬂe/a f(t)dtm%mgancﬁmwm?&qu@etct@mwﬂa@wyamum

0 On « ove » xZw(t)WWQ@dédeewdtmtéemx(t).
© O drive o dowc membes do Locoprension, = S = /(1) que Lon, éni 3 o
FRWWW: dz = ¢’ (t) dt.
QGWWM&QMM»@WW wutwo@tefmn
f(z)dz = f dtwﬁmwmﬁ?mm@wmam&
OG«LWWJ&:W@%Waabw@ o(b). d)

Chapitre 9 60 /104



ATTENTION

Lors d’un changement de variable réalisé sur une copie, on
ne garde qu'une variable dans chaque intégrale écrite : pour

chaque symbole / écrit, une seule variable doit apparaitre,
et non un mélange entre ’ancienne et la nouvelle :

Ii dz sion a posé x = (t).




Exemple 4 :

1 e2t
Calculons / ——dt
h € +1
@ On pose x = e'. La fonction t — e’ est bien de classe €' sur [0;1] &
valeurs dans [1; e].

d
Q@ dr = o'dt — =L —qt.
a5

et z? dz x

alt = — = dx.
® et +1 r+1 =z r+1 !

@ Lorsque ¢ parcourt [0;1], z parcourt [1; e] dans ce sens.

On en déduit :

2t e e 1 e
C 4 / Y do= / 1-———da = [:c—ln |z + 1|] = e—In(e+1)—1+Inp.
1 + 1 1 1

— _dt=
et +1 z+1 T+

-




Exemple IS :

1
Calculons / V1—z2dz.
0

Q@ On pose x =sin(u) < wu = arcsin (z). La fonction & > arcsin () est bien

de classe C! sur [0;1] & valeurs dans [0; g]

En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [O; g]
Q dz = cos(u) du.
@ V1 —a22da = cos®(u) du.

m
@ Lorsque x parcourt [0;1], u = arcsin (z) parcourt [0; 5] dans ce sens.

On en déduit :

ol
vl

1 ™
/ V1—z2dz = / cos?(u) du = /2 14-cos(2u) du = B [u + ! Sil’l(Zu):| = g
0 0 0

R Y

!
2

o




?mdé@ummmrmmwl—)/zf@)dtd@mdedlmcanwbda
UG)IA'O.@B@:

t=o(u).

()

sams forne inflrieun / ftyat - / He(w)¢! (w) du.

ﬁ@nW@mW@Fd&f w))’ (u)
[ s0ar=rar e = p(o@).

Remaraue : On noullicna pas Sl rzesnin, &, ey cosnial e, kel

4

-~~~ p78 OULYeeJO) Chapitre 9 64/104



Exemple |6 :

1
V1ta?

Cherchons une primitive de z

Posons u =t + /2 + 1.

Comme 1+ 22 > 0 sur R, la fonction ¢ : 2 ¢(2) = x + /1 + 22 y est bien de
classe C' et on a :

du:(l—I— di= —° dt — = =dt.

t
\/t2+1> Vet

€ 1 o(x) du
D’ov ——dt= — =1 =1 241 R.
ou,/ WiEr / . n(u) n(:c—i— x? + )sur




Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

In(2) 1
——d¢
- /0 3+ et




Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

In(2) 1 NG 1
0/ —dt e/ dt
o 3+ et No V6 — t2




Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

@) N ° 6 1 w
o [Tiiw  of i el
| 34et ®J: Voo L Vot 2




Soient f : I+ C continue et (o, 3) € R* X R.

ab+p
Si at + B € I pour tout t € [a;b], alors /
aa+f

b
fl)dz =« / flat + B)dt.




Soient f : I+ C continue et (o, 3) € R* X R.

ab+f b
Si at + B € I pour tout t € [a;b], alors / flz)dz =« / flat+ B)dt
aa+f a
Soit a > 0.

Q Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / ft)ydt = 2/ f(t)de.
L o

a

@ Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / f(t)de = 0.

@ Si f: R+ C, continue et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on

- /aa+T ft)ydt = KT ft)ydt et /aZT ft)ydt = /ab f(t)dt. D)




Montrer que si f € €%([a;b],C) alors

b
/f(x)d:cz(b—a)/ fla+ (b—a)t)dt.

1
0




Exemples [T :

a a a
mVneNeta>D0, /xQ”dx:2/ xQ"dwet/ z?2ntldg = 0.
- 0 L

a

] /27r sin(t) dt = /7T sin(t) dt = 0.
0

—T

a




Exemples 18 :

1 1
Primitives de  +— ———5—— et £ +— ———= aveca € R et b > 0.
(z —a)? + b2 P =P

@ On effectue le changement de variables x — a = bt, d’ou dz = bdt et on a :

dz 1 dt 1 1 T—a
/m—E/W—Earctan(t)—garctan< b ).

@ On effectue le changement de variables x = bt, d’ou dx = bdt et on a :

dx dt . . (T
/ e = / iy = arcsin(t) = arcsin (3) .




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

o UBTSI (Lyesed@) Chapitre 9

71/104



Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1 1
Qr+— —8——.
Vitz+V1l—=z

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 71/104



Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme = — u’(z) f(u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).

Y

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 72/104



Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme = — u’(z) f(u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).
Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le calcul

d’une autre plus simple apres avoir bien vérifié et stipulé que les
intégrandes concernées étaient de classe €' sur I.

oy

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 72/104



Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme = — u’(z) f(u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).
Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le calcul
d’une autre plus simple apres avoir bien vérifié et stipulé que les
intégrandes concernées étaient de classe €' sur I.

Par changement de variable : ¢ étant de classe €' sur I, on pose t = ¢(u), et
donc dt = ¢’ (u) du, et on a :

z »(z)
/ o' (u) f(p(u)) du = / f(t)dt avec t = p(u).

oy

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 72/104



o Primitives

Q Intégrales

Q Techniques élémentaires de calculs d’intégrales
Q Primitives de fractions rationnelles
@ Généralités sur la décomposition en éléments simples

@ Intégration des éléments simples

Q Techniques & connaitre




P(z)

Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale Q@) il est
z

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1
)
r—a




P(z)

Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale Q@) il est
x

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

! o; k> 1.

p— (x —a)k’

On parlera d’éléments simples de premiere espece.




P(z)

Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale m, il est
x

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1

p— (x —a)k’

On parlera d’éléments simples de premiere espece. Et de termes de la forme :

Lo
ar? + bz +c

aveck>1,a#0et A =5 —ac<0.




Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale , il est

P(
Q(z)
pratiquement impossible d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction

rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1
— k>1
r—a’ * (x —a)k’ o

L4 —7
az? + bz +c
ar + 5
L4 —7
ax? + bz +c

avec k> 1,a# 0 et A =b%—ac<0.




Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale , il est

Ple)
Q(z)

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la

théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1
—, k>1.
*r—a’ * (x —a)k’
1 1
e ——————, e ——————,
ax? 4+ bz + ¢ (az? + bz + c)F
ar + 5
L4 —7
ax? 4+ bz + ¢

avec k> 1,a# 0 et A =b%—ac<0.




Considérant une fraction rationnelle sous sa forme générale , il est

Ple)
Q)

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la

théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fraction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1
— 1.
p— * (x —a)k’ k>
1 1
L4 —7 L4 —7
ax? +br +c (az? + bx + c)k
oz +f ax + f

S T __exTP
az? + bz + ¢ (am2+bx+c)k’

avec k> 1,a# 0et A =b%—ac<0.
On parlera d’éléments simples de deuxieme espece.




m Dans le cas des pdles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer I’égalité

pour X = a.
Exemple 9 :
2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2307—0—2 3
2 —x—

® On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur
multiplicité :
2z 4+ 3

22—z —2=(z+1)(z—2) et f(@=m'

® La théorie nous assure alors que :

fa)= —% 4 2

I+1+{E72'

®3)

® Pour z # —1, on multiplie I’égalité (3) par = + 1, ce qui donne :

2z +3 b 1
! +2 =a+ (@ +2 ) . Expression qui peut alors étre évaluée en = = —1, le péle
z— z—

ayant disparu.

1
On trouve alors —3= a.




m Dans le cas des poles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer I’égalité

pour X = a.
Exemple (9 :
2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2x7+2 2
2 — 1 —

® On itere le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par
T — 2 et en évaluant en = = 2.

7
On trouve b = 3




m Dans le cas des pdles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité

pour X = a.
Exemple (9 :
2x 43
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2:07—5—2 2
x?—x—

1

3@+1)  3@—2)
intervalle I contenu dans R\ {—1, 2} est de la forme :

® Conclusion : f(z) = — et toute primitive de f sur tout

@—2)
z+1

1 1
x|—>f§ln|x+1\+gln\x72|:§ln




Remarque : Ce procédé de décomposition lorsque la fraction posséde des poles
simples réels se généralise.

Foient 71, ..., 7, den nédls dewce & dewcs distincts et wn intewsalle T C R\ {ry, ..., }.

%@mwdef:xH ! mIeubde?aKomm

(x—ry)..(x—r,)

. In|z —ry| + Cte ot Ay, ..., A, sonk let coclficients de lo, ds i
k; . , ot A, m@mﬂm décomnosition,
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m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (z —a)™ et en identifiant pour = a mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 :
1
La décomposition en éléments simples de f(x) = #_M s’écrit :
a b @
) = (z—1)2 e z+2

En multipliant par (z — 1)2, on obtient :

z+1 c(z—1)2
= b(x—1 —_—
z+2 @bl =1 s a8 —

2
En évaluant en x = 1, on obtient a = - facilement mais on perd l'occasion de
déterminer b & cause de la présence du facteur x — 1. v




m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (z —a)™ et en identifiant pour z = a mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 :

Remaraue : En attendant de disposer de moyens plus efficaces, on pourra
toujours évaluer la fraction en = 0 par exemple et identifier b apres avoir
trouvé le coefficient c.

. .,
On trouve successivement ¢ = 9 d’ou :

2 i b B 1
3z—1)2 z—1 9x+2)

flz) =




m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (z —a)™ et en identifiant pour = @ mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 :

Remaraue : En attendant de disposer de moyens plus efficaces, on pourra
toujours évaluer la fraction en x = 0 par exemple et identifier b apres avoir
trouvé le coefficient c.

1
On trouve successivement ¢ = ~ d’ou :
2 b 1
@) ==Y o= ety
1 2 1
Puis, f0)=-=-—-b— —= < b=




m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (z —a)™ et en identifiant pour = a¢ mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 :

L. z+l 2 1 1
Conclusion : f(z) = @G—12a+2)  3@_12 + 9a—1) 9@+




m S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les

coeflicients en évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent
2z = 0) sans multiplication préalable.




m S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les
coeflicients en évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent
2z = 0) sans multiplication préalable.

m On peut également obtenir une équation en regardant la limite quand x
tend vers 400, en multipliant au besoin par x ou 22 pour faire apparaitre
des limites non nulles.




Exemple 2 :

1

Dé iti 616 ts simples d. = ——"
écomposition en éléments simples de f(z) P

m On commence par factoriser le dénominateur dans R :
B +1=(z+1)(2®> -z +1).

Le deuxieme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus
loin.
m La théorie nous assure alors que :

a H bx + ¢
z+1 a2—z+1"

flz) =




Exemple 2 :

B 1 a H bz +c
Tt 41l z+1 x2—x+1

Décomposition en éléments simples de f(z)

m On commence par factoriser le dénominateur dans R :
P+l=(z+1)(z2-z+1).
Le deuxieme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus
loin.
m La théorie nous assure alors que :

a br + ¢

f(l’):x+1 +x2—m+1'

3)

1
m En multipliant par z + 1, on trouve rapidement a = o




Exemple 2 :

1 1 bx + ¢

Décomposition en éléments simples de f(z) = e 3T 1) + o i

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut

1
regarder en (0 pour trouver 1 = 3 +c¢c &= c= o




Exemple 2 :

I S B br+3
23+ 1 3(=z+1)  z2—z+1°

Décomposition en éléments simples de f(z)

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut
1 2
regarder en 0 pour trouver 1 = - +¢ < c= —.

Enfin, on peut multiplier par x et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
bx2+§m
xglzloox?’-l—l :xgllloo?)(w-i—l) +xgr+n<>ow2—w+l
1
0==-+b
3-‘1-
1
b=—-.
8




Exemple 2 :

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut
1 2
regarder en 0 pour trouver 1 = - 4+ ¢ < c= .

Enfin, on peut multiplier par x et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
” bx? + —x
lim ——— = lim ——— + lim ——— 3
gtoo 23 +1  a—too 3(x+1) aotccx?—z+1
1
0==-+0b
3 +
1
b=—=<.
3
1 1 =2
m Conclusion : f(z) = .

Bl 3x+1) 3@2—z+1)




Exemple 2 :

Remaraue : Rien empéche de faire un petit tour dans C et de poser a et @ les
racines complexes 22 —z + 1 = (z — a)(z — @).

L’égalité (3) s’écrit alors :

1 1 bx +c

i — e —) el (ol —m)

On multiplie alors les deux membres de 1’équation par x — o avant d’évaluer en
z = . On trouve alors :
1 b 1
— = ¢ +f = =ba+c
(a+)(a—a) (a—a) a+1

< 1l=(a+c)(a+l) < 1=ba’?+(b+cla+c

Or,a? =a—1,

= 1l=bla—1)+(b+c)a+c
= 1=-b+c+(2b+c)a




Exemple 2 :

On multiplie alors les deux membres de ’équation par z — « avant d’évaluer en
x = . On trouve alors :
1 b 1
— = “ +f = =ba+c
(a+)(a—a) (a—a) a+1

= 1= ((a+c)a+1) < 1=ba?+(b+c)a+c

Or,a’?=a—1,

= 1=bla—1)+(b+c)a+c
—= l=-b+c+(2b+c)a

En identifiant « partie réelle » et « imaginaire » en « :

1 —b+c b = 3
<:){0 = 2b+ec




ot
(z—a)

Primitive de et kE>1: cf. 1 exemple (5).

1
Toutes les fractions du type aw2a j_ —li_xﬂ—i— o0 e avec

A = b% — 4dac > 0 se ramenent & ce cas 1a.

k>

1

Déterminer les primitives de x — sur des intervalles

(z—1)(z—2)(z—3)

appropriés.
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1
Primitive de 2 = ——————— (avec a # 0) : On utilise la forme canonique :

ax? +bx +c

2 b —
ar® +oxr+c=a % 1a2

2
(a:—!—i) —A] , avec A = b% — 4ac.

Selon le signe de A, trois cas se présentent.




Exemple 22 (Cas o A < 0) :

/z dt _/z dt
[ —
2 4+t4+1 ik 2 = 2
2t+1
Onposeﬁz%i L dé =
74 13 fdf
- e11
—larctan
V3

:é/z dt
173 Ty
2
%dt.
2
\[/ i 3arctan(§)
2:0-1—1)
i)




Exemple 23 (Cas ou A =0) :

‘ dt _/f a1 1
a2+ 4t4+1 ) (2t+1)2 0 2241




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

dt

Calculons / m o

@ Factoriser le dénominateur : 222 — 2 — 1 = (z — 1)(2z + 1).




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

Q@ Déterminer la décomposition en éléments simples :

1 o« 153
(m—l)(2x+1)_x—1+2x+1' ®

® En multipliant les deux membres par (z — 1) puis en remplacant « par 1, on

obtient : @ = —.

3

1
® En multipliant les deux membres par (2x + 1) puis en remplagant x par —5

2
on obtient : a = e
1
3

2
D’ = Y —
N 222 —z—1 z—1 2z+1

uc,
|




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

@ Utiliser la linéarité de 'intégrale :

1 2
/xiz/x ER S
22 —t—1 t—1 26+ 1

1 1 1
=§ln|x—1|—§ln|2x+1|:§ln‘

rz—1
2¢+ 1




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

Remaraues : La fonction z —

252 —

—1

1
n’est pas définie en —5 et en 1.

On travaille donc sur I'un des intervalles }—oo =5 [, }—5 ol [, ou |1;+o00l].

1 x
L] Sur}—oo;—g{ousur]l;—l—oo[, ona/

[ Sur}—%;l[, ona/ ﬁ

a1
A2 —t—1 3
=lln<1_x>.
& 2x + 1

(%=1)
In .
2x+ 1




ar +
2 +br+c

Primitive de avec b? —4c < 0 : Comme 22 + bz + ¢ ne s’annule pas

) o u
sur R, on peut envisager une primitive de la forme —. On
u

commence par faire apparaitre cette forme et on a :
5
ot + 8 o 2t + / Y
————dt=—=- [ ———dt —=—dt
/t2+bt+c 2/t2+bt+c + 24+ bt +c

= g In|2? + bx + | + — arctan(...).




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

562

— —.
0= 3 +1




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

2
T .
z3 +1° @ 1l

Q r+—




o Primitives

Q Intégrales

Q Techniques élémentaires de calculs d’intégrales
0 Primitives de fractions rationnelles

e Techniques a connaitre

@ Primitives de z +— e** cos(wx)

@ Polyndémes trigonométriques : 2 +— P (cos(z) ;sin(z))
P (cos(x);sin(x))
Q (cos(2) sin(a))

@ Fractions rationnelles trigonométriques : =

@ Primitives de  +— P(z) e




On souhaite déterminer des primitives de fonctions du type x > e** cos(wz)
ou r — e sin(wz) ol (a;w) € R2.

Figure 4 — Signaux pseudo-périodiques avec enveloppe exponentielle. La charge d’un
condensateur dans un circuit RLC est de ce type.




Run déterminer une [vwmAJIwe inborwenin > € cos(bx) ow

x > e sin(bx) &mm&%w&@ww&vﬂeﬂmﬂew

m»—>e<a+1b>mmmmwxmrzwmmad%w F“’M




Exemple 25 :

/ el cos(t) dt = / Re (e1*1)%) dt = Re (/ e+t dt)

— Re (H% e(1+i)z>
= Re <<1_Tl> (cos(x) + i sin(x))) e’

T

Donc, /z el cos(t)dt = (cos(m) + sin(w)) %.




Déterminer les primitives suivantes :

x
o / cos(t) e dt




Déterminer les primitives suivantes :

x x
o / cos(t) e dt 2] / cos(2t) et dt




x
Pour les primitives du type / cos™ (t) sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a I’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et ¢t — sin(at + b).

?mmmwagomm@&xwx»—>cosp(x)sinq(:c) anec
nq>0,mrmma&nmugwﬁo&tmhmderhuw@mwgmmm




x
Pour les primitives du type / cos™ (t) sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et ¢t — sin(at + b).

ﬂ)mdéwumwdmrmmmdegmm\@dapmgmma:l—)cosp(x)sinq(x)a/ueo
pq>0,mW@&WQW@£W@WMwW

Calculer une primitive de f : z — cos®(z).
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Il y a plus efficace dans certains cas avec des changements de variable :

Méthoteo:
Iup%bwwwwu:cos(x).
lbbqebtommm[\wbrowbuzsin(x).
lpequ\Li/m/[wmm[wqummu:sin(x)wu:cos(x)wu:cos@w).
IMp&qWWWWWMWM.
lMp&qu&raﬂ&éd&%&m@mr&e@er&u@Mﬁ@%éﬁaﬂd@m

frction bigonomabrique & b puissance faine

u = cos(x) prebtPam & u=sin(a:)u,qez:trmm

On est alors ramené a primitiver des fonctions polynomiales qu’il faudra évaluer
en cos(z), sin(x) ou cos(2z). o
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Exemples 256 :

Qo /z cos(t) sin®(t) dt = %sin“(x).

p et g impairs




Exemples 256 :

Qo /z cos(t) sin®(t) dt = %sin“(x).

p et g impairs

a7 z .3 ) e cos 1 cos(2x) , 2 1
Q / cos3(t) sin®(t) dt:/ Wdt 2 g/ v 5 du
—_—l 7

p et g impairs

= % (% cos®(2z) — cos(2w)> .




Exemples 256 :

Qo /z cos(t) sin®(t) dt = %sin“(x).

p et g impairs

x x .. 3 2% u=cos(2t) 1 cos(2z) 2_1
9/ cos3(t)sin3(t)dt:/ wdt o t>§/ v 5

p et g impairs

= % (% cos®(2z) — cos(2w)> .

T o 4 cos(z)
0 / el G g / (u? — ut) du.
e
p pair et g impairs
1

=—3 cos3(x) + é cos® ()

du




Exemples 256 :

v u=sin(t) efiw(a) 1 3
Q / cos3(t) dt = / (1—v?)du = sin(z) — 5 sin®(x).
p impair et ¢ pair
1 . . . .
Q cos2(t)sint(t) = = (e'® + e1%)? (el® — e*‘x)4
N N emm——
p et g pairs
_ 6i4 (e2iz - e—2iz)2 <eiz - e—iz)2
- 614( 4ix — 24+ ef4lz) (e2iz — 2+ ef2iz)
- i (661:0 _2e4iz o e2ian +4_ ef2ix _2674iz L efﬁix)
64

1
=& (2 cos(6x) —

1
=3 cos(6z) —

T
D’ou, / cos?(t) sin?(t) dt =

16

192

4 cos(4x) — cos(z) +4)

1 1
— cos(dz) — — .
I cos(4x) — 614 cos(z) + 1? 1
— sin(6z) — 51 sin(4x) — o1 sin(z) + 6%




T
Déterminer / cos®(t) dt.




bui i :

1
2
1
2
1

2

m sin(p) cos(q) =
m cos(p) cos(q) =

m sin(p)sin(q) =

[sin(p +q) +sin(p — q)]
[COS(p +q) + cos(p — q)]-

[cos(p — q) = sin(p + ).




bui i :

1
2
1
2
1

2

m sin(p) cos(q) = [sin(p +q) + sin(p — q)]

m cos(p) cos(q) = [cos(p +¢q) + cos(p — q)}

m sin(p)sin(q) = [cos(p —q) —sin(p + q)]

Exemple 27 :

/1 cos(3t) cos(4t) dt = %/1 (cos(?t) + cos(—t)) dt = 1—14 sin(7z) + %sin(ax).

Y




¥ P(cos(t),sin(t))
Q(cos(t),sin(t))

polynomiales a 2 variables, on peut toujours poser u = tan (5) pour se

Pour les primitives du type dt ou P, Q sont deux fonctions

ramener & 'intégrale d’un quotient de fonctions polynémes.

On a alors :

2 1—u? 2 2
=1ra du, cos(t) = v sin(t) = Y et tan(t) = “

dt _ & _ 2w
142’ 1+ u? 1—u?

Cette méthode fonctionne toujours et rameéne le probléme a celui de
Pintégration d’une fraction rationnelle. On peut cependant affiner un peu et
user des regles, dites de Bioche :




(Hors-Proaramme)

Dans lo suibe, f etk une ecopresbion nabionnelle en sin(t) ef cos(t).
oinst, o, colluden / " F) dt on fouma Uintigpands : wit) = £(t)dt.

m s w(—t) = w(t), moﬂwaemxdgmaﬁ& judicieucs ek u(t) = cos(t)
By w(r—t) = ,uﬂvcﬂmuaexme/nbd.euo)uoﬂ@e"ummebtu ) = sin(t);
moi w(m+t) = cﬂm%wmbdemmaﬁgedumgmehtu = tan(t);

-MWMMWMWW(mwmQ%W

m&mmm)m&w@mﬂ%wwu(t):cos(zt);
ldm&ua@mmgecﬁaww&wmweu(t):tan<%> sanshe bousent
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Exemple 2.8 :

Avec le changement de variable u = tan (g), on obtient :

/Bdi?z/s iy T TN I LS
y 1 —sin(t) b ST l=aly

U

E
“f




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1 1
Qz— le—>—sh(x)

cos(x)




Soient P une fonction polynomiale et o un nombre réel.

Alors z — P(z) e*® admet une primitive de la forme z +— Q(z)e** ou Q est
une fonction polynomiale de méme degré que P.




[\héoéd»@nre/:

o%qmuwajbkmkme@m@mmm
@fmwﬁu&e&xdmzweedewl—)Q e amw%@@mﬁwmde
Q +aQ="P.

%w%zafmad@%agmﬂwm%mmmwww
an&/mmmbo, ) WQ%W(@%W@I@W
mww&m).
Q%@ed@%nédePn'ebtra@bmr,%namd WW%&M;LMWW
an pantiety successives en déniant P, wis P, ete, jusqu'ss nuisen Qed.e(a)wdu
i .
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Exemple 29 :

xT
/ t?etdt =— (22 + 2z +2) e ",




Lors d’une grosse fiesta organisée chez les fonctions, la fonction exponentielle
pleurniche dans un coin.

Les autres fonctions viennent la voir :
m « Bah pourquoi tu pleures ?
m Bououh snif, je suis toute seule, bouhouhou.

m Bah viens avec nous, on va t’intégrer!

m Non, snif snif, c’est pas la peine, bouhouhou, ¢a changera rien! »

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 9 104 /104



	Primitives
	Primitives d'une fonction de la variable réelle
	Primitives des fonctions de référence

	Intégrales
	Notions d'intégrales
	Lien avec les primitives

	Techniques élémentaires de calculs d'intégrales
	Intégration par parties
	Changement de variable

	Primitives de fractions rationnelles
	Généralités sur la décomposition en éléments simples
	Intégration des éléments simples

	Techniques à connaître
	Primitives exponentielle/trigonométrique
	Polynômes trigonométriques
	Fractions rationnelles trigonométriques
	Primitives de Polynômes/exponentielle


