Planche d, exencices

Fichiers Integration-Fonction 8,8 et ¢

EXERCICES FACILES :

. i . 1 de
Exercice | : Déterminer lim — _—
=0 I o 1+t2
/m dt /0 dt
. R Y ARG [ oy L+t 142 1
Correction = I ° | 15 =l z—0 1oV

Exercice 2 : Déterminer une primitive sur un intervalle a préciser de = +—

1
Var — 22’

Correction : &W@Wﬂ%aw“@mmd%@m@mgmm

ngwbunbeca)moebt

/ _ du = arcsin(u) + ¢
Vi ’

. 1
car on connaib lo, dérinse de o, KO’“JAO’W arcsin(t), cest arcsin’(t) = V1=

@%mdmw%w%ybdeb%wm.
adeIMw%'iﬁ%am&bm4x—x2mQagohm 1—¢% .

433—962:4—(3:—2)2:4(1—(;x—1)2>.

@mimmd'wk&w@wm%u=%x—lWW4x—x2:4(1—u2)et

dr = 2du.

= arcsin(u) + C

1 1 du
——dr = | ——2du= | ——
/\/433—902 ’ /\/4(1—1&2) " /\/1—u2
= arcsin (%x — 1) + C.

1

V1+a2

Exercice 3 : Déterminer une primitive sur un intervalle & préciser de =

Correction : ?Mm:tan(t)wmd/ dt 7/ cos(t)dt

cos(t) ) 1—sin?(t)
du

ﬁ)mu:sin(t)rmmwmmd/l_uQ MMM%MW
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EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :
Exercice | : Déterminer une primitive sur un intervalle & préciser de x > arcsin(x).
Exercice 2. : Déterminer une primitive sur un intervalle & préciser de x s arcsin®(z).

Exercice 3 : Déterminer une primitive sur un intervalle & préciser de  — z arctan®(x).

EXERCICES PLUS ARDUS :

X
Exercice | : Pour x réel, on pose f(z) = 6_9“2/ et dt.
0

‘ Montrer que f est impaire et de classe C*° sur R.
‘ Montrer que f est solution de I’équation différentielle y” + 2zy = 1.

[3] Montrer que ligl 2xf(x) = 1.
r—+00

2
61‘
[4] Soit g(z) = 5 f/(x). Montrer que g est strictement décroissante sur |0, +o00[ et que g admet
x
sur |0, +o00[ un unique zéro noté x, vérifiant de plus 0 < z, < 1.
Dresser le tableau de variations de f.

Correction :

%o fonct % Dasse €% sun R, Done, b fonch Jasse C% sun

gcynduthe otb de R , Kom&/‘mx}—)/oe dt est de
R o i en esb de méme de f.
fﬁm@w&'mtweﬁwwém%gommzw/omeﬁdt%tmw.emhgmmm
J:He*fﬁgatrmm,f%tmwm

g)mxnéezf’(x):—er’iz/metrz dt + e e = —2xf(z) + L

0

?mx}l,wwun@an@mrmvra&%@o«m&
v 1 1 2] 1 ["e e e 1 [Te
*dt = —.2tt2dt=[— “] f/ —dt=— — - 7/ — dt,
/16 /12t ‘ 2 |, T2 ) P 2w 272) #
o done,

€T

: 1
1—2xf(z)| = ’1 —2ze "’ / et dt — 2ze™ / et” dt‘
1 0
2 v €t2 2 2 ! 2
<ze ® / 7 dt + exe ™ + 2xe® / el” dt.
1 0

Sﬁe@mmmw&mowandm+m%m@ew.

Rur z > 2,
) x 2 r—1 2 T 2
0< e’ . dt = ze= . dt + re . dt
J1 t2 1 t2 z—1 t2
(z—1)2 z 1
<zlz—1)e™ ¢ B + ze e’ / o) dt
x—1
1 1 1
— —1 2x+1 ( _ 7) — —1 —2z+1
z(x—1)e +x =1 2 z(x—1)e er_l
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T t2
gdbedmm@wmrm&mb@ndmowmb@ndue}ib-‘-oo.@%%d;édu,itctuexe*x?/Ldt
1

t2
wmowxmmmo Fnaloment, 1 — 2z f(z (2) tend. wers 0 quand, @ tend, vers +00, ou

g enk done shhictement décroinsante sur 10, +oo[ebdmpgu'wwﬂewp&m @wamOJroo[ammbe,

f/(l):172f(1):1*2671/ * dt. @»U@@mu&mmmﬂ@%gow@/ *dt =1,44... > 1,35. :g

0
e donc f(1) < 0 puin g(1 <o&%mm%o+ ()N—f()_ Jg(0+) +00.
@M@gbmmwﬂemct@mmutwnego&am 0,+Oo[e/mu/mcmfai/mhéegfvode]0,l[.

g%bb&icb@m@nbrwhmem]o,xo[&bbufb@mnbné%oﬂmebwb]xo,—FOO[.f]R@n/deméfmedef/.febt
ainsi shrictement, croissante sun [0, 2] eb sbrictement décroisbamnte sun [x, +00].

2z
Exercice 2 : Pour x € R*, on pose f(z) = / eT dt.

x
Montrer que : Yo € R:, e 2*In(2) < f(z) < e *In(2). Etablir un résultat analogue sur R* .
Utiliser cette inégalité pour étudier les limites de f, puis pour montrer que I’on peut pro-
longer f par continuité en 0O .
On note encore f le prolongement obtenu.
Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée. Etudier la dérivabilité de fen 0.
Dresser le tableau de variations complet de f.

. n B2\ "
Exercice 3 : Déterminer lim (1 + —2>
n

n—+oo

. . k2
Correction : foit v, =[] (1 + 2) , nobons
k=1 n

g
3
I
5
4
3
|
[~
A
N
[
+
2l %
—
N
I
3|
[~
5
N
[
+
:m‘ o
SN————

I= /01 g(z)dx = /1 In(1 + z?)dx

2
g

0
:[mln(1+x2)];—/o T2 de Fa)b«/nbz%)lab\mrml'w)lb\ea
1

1
:1112—2/ 1— —dx
8 14 22

=In2—2[z— arctanx}(l)

s
=In2—-2+ —.
n +2
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7T
Nmmiwwwn_lnvnW@‘a‘%ml_ln2_2+51d0mcUn—eXpwn: ,
exp(In2 —2+ 5) =2¢572 Blon (v,) o poun limite 2¢% 2

Exercice 4 : Soit f: R — R continue en 0.

v U

Déterminer 11}1% A e f(z)de.

Correction : Rsen h = % Lo népombe et f(0)—

Exercice S : Soit f:x |—>/ ert.

Déterminer ’ensemble de définition et le signe de f.
Déterminer I’ensemble de continuité et de dérivabilité de f, la dérivée et les variations de f.

Déterminer la limite de f en +oo.

3z —t
1—
Montrer que In(3) — f(z) = / te dt. En déduire la limite de fen 0F.

xT

Correction :

u:tHiwmmR*Mf%tdé@mmR*.

V>0, f(x W&mWWWWW@@MW)
V$>0f vn@%hapadwmgcm\&me@omm Qe/n/ue)u})
5aou:¢>:x|—>/ Tdt.

1
@'W&WWU%MWRL¢%%W@UWR1 sannulant
@m1.&Vx>0,f(x)=¢(3x)—¢(x).Jﬂbi/nm,QS%Ldénvuo.@Bemﬂ?j,wwmemememéede

6731 —x 67393

On o Vo >0 f(z) =36 (3x)— ¢ (a) = 35— ¢ ¢ =¢" Taem. pouwn, & < 0.

3z T T

3x eft 3x e T — 6731
Vx}l,f(x):/ Tdtg/ e tdt = 3 x_}ﬂ@Oolmw zEgl@f(m)zO

3z o eft
In(3) — f(z) :/ %dt.

x

1— —t
eO’TTVTTIE/ ©
t—0
1—et
Celte ion est domnc bornse [—1, 1], Roonn M =
Ewbm -1,1] B =
1] — et

r 3z
On o dlons V€ _0, %} Jn3 — f(2)] </

T

dt < 2Mx —— 0.

z—0

lim f(xz)=1In(3)|

x—07T

Exercice £ : Soit k un réel distinct de —1 et de 1.
sin(x)
V1 —2kcos(x) + k2

Etudier les variations de f, : x>

Calculer/ fi(z) dz
0
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Correction :

" Run touk neel 2, 1 — 2k cos(x) + k2 = (k — cos(z))? + sin®z > 0. De PQAJDQ
1 —2kcos(z) + k> = 0=k —cos(z) =sin(x) =0 = x € nZeb k = cos(x) = k € {—1,1},

VkeR\N{-1,1}, Vo €R, 1 —2kcos(z) + k* > 0.

°fk%Ldmmdé€A/mde@umﬁ@emR%wmdeﬂkmmm%@va&2w—wﬂu&
On Labudie dorénamant sun [0, 7). Burn 2 € [0, 7], on o

fi(z) = cos(z)(1 — 2k cos(x) + k?)~1/2 — %sin(x)(Qk sin(z))(1 — 2k cos(x) + k?)~3/2

= (1 —2kcos(z) + k?)3/2(—kcos®  + (1 4+ k?) cos(x) — k)

)
(1 — 2k cos(z) 4+ k2)3/2(cos(x)(1 — 2k cos(z) + k?) — ksin® z)
)
= (1 — 2kcos(z) + k?)~3/?(kcos(x) — 1)(k — cos(x))

kcos(z) — 1)(k — cos(x))
(1 —2kcos(z) + k?)3/2

Ve eR, filx) = (

ler cas : k| <1 et k+#0. (si k=0, fr.(z) = sin(x)) Run touk neel 2, (1—2k cos()+k2) /2 (k cos z—1) < 0
ot fr(z) est du bigme de cos(z) — k.

1— k2
can fr(arccosk) = —————= = 1).
on frecon) = A 1)
28me cas : k> 1. Bun touk nedd 2, (1 — 2k cos(z) + k2)3/2(k — cos(z)) > 0 fr(x) esb du bigme
de kcosxz — 1.

1— L
K2 1
=)

1
(OO.)‘L/ fk.(aI'CCOS E) = \/TW = L .

3eéme cas : k< —1. Bun touk neell 2, (1 — 2k cos(z) + k2)~3/2(k — cos(z)) < 0 o fi(x) est duw bigme
de 1 — kcos(z).

(can f (arccosl) = i *—1)
> EooVvi—2+k K

fpom,keﬂ?\{—l,l},Wlk:/wfk(x)dx.
0

f k=0 Ikz/ sin(z) da = 2. $inon,
0

™
0

1 [7 2k sin(z) 1
I, =- dr = = |\/1 —2kcos(z) + k?
¥ k,é 24/1 — 2k cos(z) + k2 k [\/ (=) ]

(|k+ 1] — |k —1]).

=

:%(\/1+2k+k2—\/1—2k+k2):

B prscinément; i €] — 1, 1N{0}, Ik:%((1%)—(1—@):2,0@%%%@kzo.S%

1 2 -2
k> 1 0= (k) — (k= )):E,ebem%‘/muk<—1, Ik:7.&m

Roke]—1,1[, T, = 2eb 8 k €] — 00, —1[U]1, +00[, T, = %
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