
Test n𝑜11 G

Nombres Complexes I

1 Donner la forme algébrique de (
√

2 + i
√

2√
3 + i

)
6

(
√

2 + i
√

2√
3 + i

)
6

= ( e i 𝜋
12 )

6
= e i 𝜋

2 = i .

2 À l’aide des formules d’Euler, retrouver les formules de linéarisation de cos2(𝑥).

D'après les formules d'Euler, cos(𝑥) = e i 𝑥 + e− i 𝑥

2
.

Dans le même temps, le binôme de Newton assure que :

cos2(𝑥) = ( e i 𝑥 + e− i 𝑥

2
)

2

= e2 i 𝑥 + e−2 i 𝑥 + 2 e i 𝑥 e− i 𝑥

4
= 2 cos(2𝑥) + 2

4
= 1 + cos(2𝑥)

2
.

3 À l’aide des formules de De Moivre, retrouver les formules de duplication de sin(2𝑥).

D'après les formules de De Moivre, (cos(𝑥) + i sin(𝑥))2 = cos(2𝑥) + i sin(2𝑥).

Dans le même temps, le binôme de Newton assure que :

(cos(𝑥) + i sin(𝑥))2 = cos2(𝑥) − sin2(𝑥) + 2 i cos(𝑥) sin(𝑥).

En identifiant les parties imaginaires, on obtient finalement :
sin(2𝑥) = 2 cos(𝑥) sin(𝑥).

4 Pour 𝑧 ∈ ℂ, résoudre e𝑧 = 2
√

3 − 2 i .

e𝑧 = −3
√

3 + 3 i ⟺ e𝑧 = 6 e i 5𝜋
6 ⟺

⎧{
⎨{⎩

| e𝑧| = eRe(𝑧) = 6

arg ( e𝑧) ≡ Im (𝑧) ≡ 5𝜋
6

[2𝜋]
⟺ 𝑧 ≡ ln(6) + i 5𝜋

6
[2 i 𝜋] .

5 Soient 𝑛 ∈ ℕ et 𝑡 ∈ ℝ ∖ 2𝜋ℤ. On pose A𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

e i 𝑘𝑡 et C𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

cos(𝑘𝑡).

a Montrer que A𝑛(𝑡) = e i 𝑛𝑡
2

sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2)

.

b En déduire C𝑛(𝑡).
Pour 𝑡 ∈ ℝ ∖ 2𝜋ℤ, e i 𝑡 ≠ 1 et on a :

a

A𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

e i 𝑘𝑡 =
𝑛

∑
𝑘=0

( e i 𝑡)𝑘 = 1 − e i (𝑛+1)𝑡

1 − e i 𝑡 = e i 𝑛𝑡
2

sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2 )

.

b Comme C𝑛(𝑡) = Re (A𝑛(𝑡)), on a :

C𝑛(𝑡) =
cos ( 𝑛𝑡

2 ) sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2 )

.
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Test n𝑜11 D

Nombres Complexes I

1 Donner la forme algébrique de ( 1 + i
√

3√
2 + i

√
2

)
12

(
√

2 + i
√

2√
3 + i

)
12

= ( e i 𝜋
12 )

12
= e i 𝜋 = −1.

2 À l’aide des formules d’Euler, retrouver les formules de linéarisation de sin2(𝑥).

D'après les formules d'Euler, sin(𝑥) = e i 𝑥 − e− i 𝑥

2 i
.

Dans le même temps, le binôme de Newton assure que :

sin2(𝑥) = ( e i 𝑥 − e− i 𝑥

2 i
)

2

= e2 i 𝑥 + e−2 i 𝑥 − 2 e i 𝑥 e− i 𝑥

−4
= 2 cos(2𝑥) − 2

−4
= 1 − cos(2𝑥)

2
.

3 À l’aide des formules de De Moivre, retrouver les formules de duplication de cos(2𝑥).

D'après les formules de De Moivre, (cos(𝑥) + i sin(𝑥))2 = cos(2𝑥) + i sin(2𝑥).

Dans le même temps, le binôme de Newton assure que :

(cos(𝑥) + i sin(𝑥))2 = cos2(𝑥) − sin2(𝑥) + 2 i cos(𝑥) sin(𝑥).

En identifiant les parties réelles, on obtient finalement :

cos(2𝑥) = cos2(𝑥) − sin2(𝑥).

4 Pour 𝑧 ∈ ℂ, résoudre e𝑧 = 2
√

3 − 2 i .

e𝑧 = 2
√

3 − 2 i ⟺ e𝑧 = 4 e− i 𝜋
6 ⟺ {

| e𝑧| = eRe(𝑧) = 4
arg ( e𝑧) ≡ Im (𝑧) ≡ −𝜋

6
[2𝜋] ⟺ 𝑧 ≡ 2 ln(2) − i 𝜋

6
[2 i 𝜋] .

5 Soient 𝑛 ∈ ℕ et 𝑡 ∈ ℝ ∖ 2𝜋ℤ. On pose A𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

e i 𝑘𝑡 et S𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

sin(𝑘𝑡).

a Montrer que A𝑛(𝑡) = e i 𝑛𝑡
2

sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2)

.

b En déduire S𝑛(𝑡).
Pour 𝑡 ∈ ℝ ∖ 2𝜋ℤ, e i 𝑡 ≠ 1 et on a :

a

A𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

e i 𝑘𝑡 =
𝑛

∑
𝑘=0

( e i 𝑡)𝑘 = 1 − e i (𝑛+1)𝑡

1 − e i 𝑡 e i 𝑛𝑡
2

sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2 )

.

b Comme S𝑛(𝑡) = Im (A𝑛(𝑡)), on a :

S𝑛(𝑡) =
sin ( 𝑛𝑡

2 ) sin ( (𝑛+1)𝑡
2 )

sin ( 𝑡
2 )

.
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