DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°5 — CORRECTION
A rendre pour le jeudi 2 mai 2024

On considere la fonction
R— R

2 — cos(z)(2 — cos(x))
1. Justifier qu’il suffit d’étudier f sur [0;7]. Comment obtient-on alors toute la courbe

représentative de f 7

Tout d’abord, on remarque que f est bien définie sur R et e est le produit de deux
fonctions 2w —périodiques, donc ’ f est 2m-périodique. ‘ 11 suffit d’étudier f sur un intervalle

de longueur 27, par exemple [—7; 7].

Toute la courbe s’obtiendra par |translations de vecteurs (2km,0) ou k € Z.

Par ailleurs, f est le produit de deux fonctions paires, donc | f est paire. | Il suffit de se

restreindre a [—7; 7] "R, = [0; 7] ; la courbe s’obtiendra par |symétrie d’axe (Oy).

2. Dresser le tableau de variations complet de f sur [0; 7.

Par produit de fonctions trigonométriques, f est dérivable sur R (donc sur [0;7]) et on a :

Vo e [0;7], f(z)=2cosz — cos’w,

done, f'(x) = —2sinz 4 2sinxcosx = 2sinx(cosx — 1).

Pour tout = € [0;7], cosz —1 < 0 car cosz < 1, avec égalité en x = 0. La fonction
x — sinz étant connue, on donne le signe a l'aide du tableau suivant :

X 0 T
signe de sinx 0 + 0
signe de cosz — 1 0 —
signe de f’(x) 0 - 0
1
variations de f \ L

3. Démontrer que f réalise une bijection de [0; 7] sur un intervalle J que l'on précisera.

D’apres la question précédente, f est strictement décroissante sur [0;7]. De plus,
comme [ est continue sur cet intervalle, le théoreme de la bijection permet d’affirmer

que | f réalise une bijection de [0; 7| sur J = f([0;7]) = [-3;1].
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4. Déterminer, en justifiant, un intervalle J’ C J sur lequel f~! est dérivable.
On ne demande pas de calculer la dérivée de f~1.

On vient de montrer, en utilisant le théoréeme de la bijection, que f est une bijection
continue de [0; 7] sur [—3;1]. De plus, comme f est dérivable sur [0; 7], le théoreme de
dérivabilité d'une bijection réciproque permet d’affirmer que f est dérivable sur [0; 7| sauf
en les points y = f(z) ou z € [0; 7| vérifie I'équation f'(z) = 0. D’apres I’étude du signe de
la dérivée (voir tableau précédent), seuls x = 0 et = 7 sont solutions de cette équation,
donc on exclut leurs images y = f(0) =1 et y = f(7) = —3.

Finalement, | f~! est dérivable sur J' =]—3;1].

5. Dans cette question, on se donne y € J.

(a) Résoudre I’équation d’inconnue X suivante :
2X — X? =y
Laquelle des solutions appartient a [—1;1]?

Cette équation se rééerit X2 — 2X +y = 0.
Le discriminant est A = (—2)? — 4y = 4(1 — y).

Comme y € J = [-3;1], on a en particulier 1 —y > 0 donc A > 0.
Les racines (éventuellement confondues lorsque y = 1) sont données par :
2 — /41 — 24+ /4(1 —
X, = 2( y)zl—\/l—y et | Xy = + 2( y)=1+\/1—y

Ensuite, par composition de y — 1 — y (fonction décroissante sur |—oo; 1] a valeurs
dans R, ) avec la fonction racine carrée (croissante sur R, ), on en déduit que la
fonction y — /1 — y est décroissante sur |—oo; 1], donc en particulier sur [—3;1].
Ceci permet d’obtenir 'encadrement 1 < /1 —y < 2.

Pour X;,onaalors: 2< X, =141 —y < 3.
Pour Xy, ona: —2< —/1—y<—-1lcequidonne -1 < Xo=1—-4/1—y<1.

Conclusion : [I’équation 2X — X? = y admet une unique solution X dans [—1;1]|:

X=1—-v1—-y

(b) Conclure quant a lexpression de f~!(y) au moyen d’un arcosinus.
Soit y € J = [=3;1]. On cherche a résoudre ’équation f(x) =y dont I'inconnue est
x € [0;7]. On obtient :
cosz(2 —cosx) =y
En posant X = cosx, on trouve que cosx est solution de I’équation X (2 — X) =y
c’est-a-dire 2X — X? = y.
Or cosz € [—1;1] et d’apres la question précédente, cette équation possede une
unique solution dans [—1;1] donnée par X =1 — /T —y.
On en déduit que :

cosr=1—-+1—-y < x:arccos(l—\/l—y)
[-1:1]
St

Conclusion : |Vy € J = [=3;1], f~!(y) = arccos (1 — /T—y).
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6. Tracer dans un méme repere orthonormé les courbes représentatives de f (restreinte a

[0;7] ) et de f~1.

On prendra 2 cm pour 1 unité et on pourra utiliser ’approximation = ~ 3, 1.
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