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Nombres complexes II - équations et Géométrie

Exercice 1 : Calculer les racines carrées des nombres suivants sous forme exponentielle et algé-
brique si possible

1 1
2 −2 i
3 3 + 4 i

4 8 − 6 i
5 5 + 12 i
6 7 + 4 i

7 7 − 24 i
8 −15 + 8 i
9 9 + 40 i

Exercice 2 :

1 Calculer les racines carrées de 1 + i√
2

.

En déduire les valeurs de cos (𝜋
8

) et sin (𝜋
8

).

2 En suivant la même idée, calculer les valeurs de cos ( 𝜋
12

) et sin ( 𝜋
12

).

Exercice 3 : Résoudre dans ℂ les équations suivantes :

1 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0.
2 𝑧2 − (1 + 2𝑖)𝑧 + i − 1 = 0.
3 𝑧2 −

√
3𝑧 − i = 0.

4 𝑧3 −(3+2𝑖)𝑧2 +(3+11𝑖)𝑧−2(1+7𝑖) = 0.
5 𝑧4 + 10𝑧2 + 169 = 0.
6 𝑧2 − (3 + 4 i )𝑧 − 1 + 5 i = 0.

7 (2 + 𝑖)𝑧2 − (5 − 𝑖)𝑧 + 2 − 2 i = 0.

8 𝑧4 − (5 − 14 i )𝑧2 − 2(12 + 5 i ) = 0

9 𝑧4 − (3 + 8 i )𝑧2 − 16 + 12 i = 0.

10 𝑧4 + (3 − 6 i )𝑧2 − 2(4 + 3 i ) = 0.

11 𝑧4 + (2 i − 1)𝑧2 − 1 − 𝑖 = 0.

Exercice 4 : On considère le polynôme P(𝑧) = 𝑧4 − 3𝑧3 + 9
2

𝑧2 − 3𝑧 + 1.

1 Montrer que si 𝑧 est une racine de P, alors 𝑧 et 1
𝑧

sont également des racines de P.

2 Vérifier que 1 + i est une racine de P.
3 Déterminer toutes les racines de P.

Exercice 5 : Déterminer toutes les solutions réelles et imaginaires pures de l’équation d’inconnu
𝑧 ∈ ℂ

𝑧4 − 4(1 + 𝑖)𝑧3 + 12 i 𝑧2 + 8(1 − 𝑖)𝑧 − 5 = 0. (IX.1)

En déduire toutes les solutions complexes.

Exercice 6 : Résoudre dans ℂ les systèmes suivants :

1 {
𝑧 + 𝑧′ = 4 + 2 i

𝑧𝑧′ = 2 + 4 i

2 {
𝑎 + 𝑏 = 1 + i

𝑎𝑏 = 2 − i .

3 { 𝑢 + 𝑣 = 2
𝑢𝑣 = 2

4 {
𝑢 + 𝑣 = 3
1
𝑢

+ 1
𝑣

= 9 + 3 i
10

5 { 𝑢 + 𝑣 = 1
𝑢2 + 𝑣2 = −1 + 2 i

6 { 𝑢2𝑣 + 𝑢𝑣2 = 6
𝑢3 + 𝑣3 = 9

Exercice 7 : Soit 𝜔 = 𝑒
2𝑖𝜋
7 . On pose {

A = 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔4

B = 𝜔3 + 𝜔5 + 𝜔6 .

1 Calculer A + B et AB.
2 En déduire A et B.
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Exercice 8 : Soit 𝜔 = e
2 i 𝜋

5 .
1 Calculer 1 + 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4.

2 En déduire une équation du second degré vérifiée par Ω = 𝜔 + 1
𝜔

, puis les valeurs de cos 2𝜋
5

et cos (𝜋
5

).

3 Comment utiliser ce qui précède pour construire un pentagone régulier à la règle et au
compas ?

Exercice 9 : Trouver les racines cubiques des nombres suivants :

1 2 − 2 i 2 11 + 2 i 3
1 + i√
3 − i

.

Exercice 10 : Résoudre dans ℂ les équations suivantes :

1 (2𝑧 + 1
𝑧 − 1

)
4

= 1.

2 27(𝑧 − 1)6 + (𝑧 + 1)6 = 0.

3 𝑧4 = 16
√

2
1 − i

4 𝑧8 = 1 − i√
3 − i

Exercice 11 : Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. On considère l’équation (E) ∶ 𝑧𝑛+1 = ̄𝑧 d’inconnue 𝑧 ∈ ℂ.
Si 𝑧 ≠ 0 est une solution de (E), que vaut |𝑧| ? Résoudre alors (E).
Exercice 12 : Résoudre de deux manières l’équation (𝑧 + 1)5 − (𝑧 − 1)5 = 0.

En déduire la valeur de cotan (𝜋
5

).

Exercice 13 : Résoudre l’équation (𝑧 + i )𝑛 = (𝑧 − i )𝑛 dans ℂ pour 𝑛 ∈ ℕ∗.
Exercice 14 :

1 Soit 𝜔 = e
2 i 𝜋

𝑛 . Calculer
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)𝜔𝑘.

2 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝜔 une racine 𝑛-ième de 1. Calculer
𝑛

∑
𝑘=1

𝑘𝜔𝑘−1.

Exercice 15 : Soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 2.
1 Factoriser dans ℂ le polynôme P(𝑧) = 𝑧𝑛−1 + ⋯ + 𝑧 + 1.

2 Démontrer que
𝑛−1
∏
𝑘=1

(1 − e 2 i 𝑘𝜋
𝑛 ) = 𝑛.

3 En déduire que
𝑛−1
∏
𝑘=1

sin (𝑘𝜋
𝑛

) = 𝑛
2𝑛−1 .

Exercice 16 : Résoudre dans ℂ les équations suivantes :

1 𝑧3 +(2+ i )𝑧2 −3(1+4 i )𝑧+5( i −2) = 0.
2 𝑧4 − 8(1 + i )𝑧2 + 63 + 16 i = 0
3 𝑧6 + 𝑧3(𝑧 + 1)3 + (𝑧 + 1)6 = 0
4 𝑧3 − (2 + i )𝑧2 + 2(1 + i )𝑧 − 2 i = 0
5 𝑧2 + 2(1 + i )𝑧 − 5(1 + 2 i ) = 0

6 𝑧3 = 4
√

2(1 + i )

7 𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧 = 3
2

i

8 𝑧2 − 2𝑧 cos(𝜃) + 1 = 0, 𝜃 ∈ ℝ.

9 𝑧4 − (5 − 14 i )𝑧2 − 2(12 + 5 i ) = 0.

10 𝑒𝑧 = 1 + i .

11 𝑧4 + 3𝑧2 − 4 = 0

Exercice 17 : Soit (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝕌3. Montrer que |𝑥 + 𝑦 + 𝑧| = |𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧|.
Exercice 18 : Soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 3.
Calculer la longueur d’un côté d’un polygone régulier à 𝑛 côtés inscrit dans le cercle unité.
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Exercice 19 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe 𝑧 satisfaisant les condi-
tions suivantes :

1 |𝑧| = 3
2 |𝑧 − 3| = 2
3 |𝑧 − 2| = 4
4 |𝑧 + 𝑖| ⩽ 5

5 |𝑧 − 2| = |𝑧 − 4 i |

6 |2𝑧 − i | = 1

7 ∣𝑧 + 1
𝑧 + 2

∣ = 1

8
|3𝑧 − 2|
|𝑧 + 3 i |

= 3

9 𝑧 + 𝑧 = 𝑧𝑧

Exercice 20 : Montrer que les points du plan dont l’affixe vérifie |𝑧 − 3| =
√

2
2

|𝑧 − 5| forment
un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 21 (Une équation de degré 3) : On considère l’équation d’inconnue 𝑧 ∈ C :

𝑧3 − 𝑧2 + 2 = 0 (E)

1 Vérifier que 𝑧3 − 𝑧2 + 2 = (𝑧 + 1)(𝑧2 − 2𝑧 + 2) pour tout nombre complexe 𝑧.
2 En déduire la résolution de l’équation (E).
3 Placer dans un repère orthonormé les points dont les affixes sont des solutions de l’équation.
4 Démontrer que le triangle obtenu est isocèle.

Exercice 22 : Montrer que pour tout 𝑡 ∈ ℝ, le point d’affixe 2
1 + i 𝑡

appartient au cercle de
centre 1 et de rayon 1.

Exercice 23 :

1 Traduire géométriquement la condition

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 𝑖) = 9

2 Développer et simplifier autant que possible l’expression (𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 𝑖).
3 Représenter dans le plan complexe l’ensemble des points dont l’affixe 𝑧 vérifie

|𝑧|2 − 2Im (𝑧) = 8.

Exercice 24 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe 𝑧 satisfaisant les condi-
tions suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 2𝜋 et modulo 𝜋.

1 arg (𝑧) = 2𝜋
3

2 arg (𝑧) = 𝜋
4

[𝜋
2

]

3 arg (𝑧2) = 0

4 arg (𝑧 − 1) = 𝜋
2

5 arg (𝑧 − 1 − 2 i ) = 𝜋
3

6 arg (𝑧 − 3 i + 1) = 3𝜋
2

7 arg ( 𝑧 − 1
𝑧 − i

) = 𝜋
2

[𝜋].

8 arg ((𝑧 − 1 − 2 i )2) = 𝜋
3

9 arg (𝑧−3 i +1) = arg (𝑧− i )

Exercice 25 : Dans chacun des cas suivants, vérifier si le triangle ABC est rectangle en B ;

1 A(3 + 2 i ), B(0) et C (−1 + 3
2

i ) ;

2 A(2 − i ), B(1 − 4 i ) et C(−2 − 3 i ) ;
3 A(−4), B(−2 + 3 i ) et C(4 − i ).

Dans les cas où il est rectangle vérifier s’il est isocèle.
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Exercice 26 : Déterminer l’ensemble des points M d’affixe 𝑧 tels que :
1 les points d’affixes 𝑗, 𝑧, 𝑗𝑧 sont alignés.
2 les points d’affixes 𝑧, 𝑧2, 𝑧3 forment un triangle rectangle.
3 Les points d’affixes 1, 𝑧 et 𝑧3 sont alignés.

Exercice 27 : Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes 𝑎, 𝑏, 𝑐. On note 𝑗 = 𝑒 2𝑖𝜋
3 .

Démontrer qu’il y a équivalence entre :
1 Le triangle ABC est équilatéral.
2 L’équation 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 admet pour solution 𝑗 ou 𝑗.
3 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎.

4 Bonus :
1

𝑏 − 𝑐
+ 1

𝑐 − 𝑎
+ 1

𝑎 − 𝑏
= 0.

Exercice 28 : Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. On construit à l’extérieur de ce
triangle les trois triangles équilatéraux de base [AB], [AC] et [BC].
Montrer que les centres de gravité de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

Exercice 29 : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géo-
métriques données par l’écriture complexe suivante :

1 𝑧 ⟼ i 𝑧

2 𝑧 ⟼ 1
i
𝑧

3 𝑧 ⟼ 𝑧 + (2 + i )

4 𝑧 ⟼ (1 + i
√

3)𝑧 +
√

3(1 − i )

5 𝑧 ⟼ (1+ i tan 𝛼)𝑧− i tan 𝛼, 𝛼 ∈ [0 ; 𝜋
2

[.

6 𝑧 ⟼ 𝑧 + 3 − i
7 𝑧 ⟼ 2𝑧 + 3
8 𝑧 ⟼ i 𝑧 + 1
9 𝑧 ⟼ (1 − i )𝑧 + 2 + i

Exercice 30 : Soit 𝑟1 la rotation de centre A d’affixe -1 et d’angle 𝜋
3

et 𝑟2 la rotation de centre

B d’affixe 𝑗 = e i 2𝜋/3 et d’angle 2𝜋
3

.

Montrer que 𝑟2 ∘ 𝑟1 est une symétrie centrale dont on déterminera l’affixe du centre.

Exercice 31 : On donne A, d’affixe 1 + i , B, d’affixe 1 − i et C, d’affixe 4 + 3 i dans le plan
complexe.
Déterminer la nature du triangle ABA′ où A′ est le symétrique de A par rapport au centre de
gravité de ABC.

Exercice 32 : Dans le plan complexe, on donne A(2), B(1 − i ) et C(1 + i ).
1 Quelle est la nature de ABC ?
2 Γ est le cercle de diamètre [BC] et 𝑟 est la rotation de centre A qui envoie B sur C. Si M

est un point de Γ et si M′ est son image par 𝑟, démontrer que C, M et M′ sont alignés.
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