lest n°13 G

Primitives

Dans ce devoir, il sera reconnu que toutes les primitives, sauf mention contraire, seront trouvées
d une constante additive prés qu’il ne sera donc pas nécessaire de faire figurer.

Exemple | @ z+— x et x — a2 + 2 sont des primitives de x> 1 sur R.

Exercice | © Montrer rapidement qu’'une primitive de f : x — sur ]1;+oof est

F:xl—)ln(x—l—\/wQ—l).

1
Vvaz—1

Exemple [ : l—)/ e~t* dt est Punique imibive de t — et qui e G
0 Phuml’uue "6@10

Exemple 3 :

n n
" T Z a,x® admet pour primitive x> E
k=0 k=0

a
3 _f 1 2K sur R.

xT
Exercice 2 : / e itdt =ie 17,

. “ln(t+ 3 1
Exercice 3 : / udt:—ln2(z‘+3)m]—3;—l—oo[.
t+3 2
( '
Exemple 1O :
. 1
m ‘v’ae[RJr,/ z¥dx = .
o a+1
1 tn+1 1 1
En particulier, retenez que,VnEIN,/ tm dt:{ } = —.
o n+1 . n+1

x
Exercice S :© Déterminer / e ! sin(t) dt.

/ e 'sin(t)dt = / Im (e~1D!) dt = Im (/ el=14i)t dt)

(—141i)x : iz
— Im e— — _Im & e_w
—1+1i 2

—XT

= —(cos(x) + sin(z))
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lest n°13 G

Exercice [ : Sans justification, donner la dérivée de la fonction définie par x — / arctan(t) dt.

2x !
(/ arctan(l +¢) dt) = 4z arctan(2x?) — 2x arctan(z?).
€T

2

Exemple [3 : A laide d’une IPP justifiée, calculer :

1=1=¢2
1+t

5 dt = (1 + x?) arctan(z) — .

/m 2t arctan(t) dt = (1 + x?) arctan(x) — /

Exercice & © Déterminer une primitive de x + arctan(z) sur R.
&Wu:xHx &b vz arctan(z) de dasse €1 sun R :

* 1/ 2t 1
/ arctan(t) dt = zarctan(x) — 5/ TIe dt = xarctan(z) — 3 In (1+22).
Nl il
>0

Ve t
Exercice 9 : Calculer / dt en posant u = —.

s Ve 7
&W@M@@WM@%W@W%@W.
@W?.&WQ'WMMWQ%L
/z;
Vi—w
ca)uomcommoﬁb&pd@weede?a@xymﬁm arcsin, cesb arcsin’ =

du = arcsin(u),

1
V1—u?

@mmdmo%m/jgudea%mmmgu
e
fol g

. t dt
%%MW@@W@WUZ% o.e.duzﬁ.
On o alons -

Ve 1o
/ dt / du
3 V6—1t2  te[Vave JL V1 —u?

/3;
4 V2
uE[%;l]
1 T T 7
= [arcsin(u)] = arcsin(1) — arcsin () =———-=-.
+ V2) 2 171
( )
1
Exemple |6 © En posant w =t + v/t2 + 1, calculer /
: P VvV1+ t2

/H\fdu:[nu]lﬂf ln 1+\F)

0

S |
/0 \/1+t2
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Test n°13 G
. V1416
Exercice |+ Calculer / — dt.
@fn,robe u =8 Ivum v=V1+u <wdihecb@mmbu:\/1+$6)etormogbimb :
V1426 V142t o 1 [(V1+u
—dzx = — dr = = du
T T 6 U
1 v 1 v? 1 1
6/v2—1 vav 3/112—1 v 3<”+/v2—1 ”)
1 (U+ 1ln v—lD
-3 2 lv+1
1 1 val 61
— 1 + ZL‘G + = In +—ZZI
3 2 |WVi+a+4+1
Exemple [T :
27 37
" / sin(t) dt = / sin(¢)dt =0
0 ™
o 1
Exenple |8 : Primitives de x —» m avec a € R.
£ dt 1 (5% du 1: r—a
/ (t—a)2+b2:g/ u2+1=3arctan< b )
p
Exemnple |9 :© La décomposition en éléments simples de f(x) = _ 98 s’écrit :
(z+1)(xz—2)
1 7
F@)=—3051) T3m—2
Toute primitive de f sur tout intervalle I contenu dans R\ {—1, 2} est de la forme :
1 7 1 |(z-2)
ml—)—gln\m+1|+§ln|m—2| = gln o
N\
Exemple 22 (Cas oa A < 0) :
/m dt _/z dt _g/z dt _2 (2m+1
t2+t—|—1_ <t+1)2+§73 2 + 1 2 17\/§3‘I"Can \/g .
2) 71 (%) +
\
Exercice [T : Calculer une primitive de x @ en précisant le ou les intervalles considérés.
COS(T
On transaille sun ]—g-l—kﬂ;g—i—kw[ P,oufuboub ke”Z.
PTSI
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lest n°13 G

2dt
1412

1 1+ 2dt 1 1+t
/cos(:z:) * /1—1&2 112 / 11— n‘l—t‘ "

r T
=1In ’tan (5 + Z)

1 B cos(x) 1
/cos(:z:) dx_/l—sinQ(:c) da:—an
ou@ie/ry%?mom,tuzx—i-g,

/CO:(x)dxz/mmt:/@duzln’tan(g)‘zln‘tan(g—i—%)‘.

@rmpo@etztan(%) &b done da =

tan () + tan (3)
1 —tan (§)tan (%)

?

Exemple 256 :

Exemple 27 :

/2 cos(3t) cos(4t) dt =
0

ME]

/72r (cos(7t) + cos(—t)) dt = {1—14 sin(7x) + %sin(a;) =

<)
~ | w
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lest n°13 D

Primitives

Dans ce devoir, il sera reconnu que toutes les primitives, sauf mention contraire, seront trouvées
a une constante additive prés qu’il ne sera donc pas nécessaire de faire figurer.

1
Exenple | © Une primitive de  — e¥® est = — —e“? pour w € C*.
w

i 1
Exercice | :© Montrer rapidement qu’une primitive de f : £ — ———— sur R est

vz +1
F:x|—>ln(a:+ x2+1).

Exemple 2 :

1 :
= La fonction In est 'unique primitive de 2 — — sun R b/cvwm&a/nb em 1.
T

2
Exenple 4 : Une primitive sur R de la fonction = — 1+ iz est =+ -+ i% .
* 1
Exercice L : / t2 + i cos(t)dt = §w3 + 1isin(x).
. * 1
Exercice 3 : / (3t—1) (3t2 —2t +3)°dt = 3 (32 — 2t + 3)"
s 2

Exemple IO :

s Il faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de composées les plus
classiques, qui permettent de calculer directement des intégrales pas toujours évidentes a repérer.
Ainsi,

™ ™ 1 1
. / cos(t)sin®(t) dt = [% sin4(t)] =0. . / tet® dt = [leﬂ] - o 1.
0 0 0

2 2

x
Exercice S : Déterminer / e ! cos(t) dt.
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lest n°13 D

/ e 'cos(t)dt = / Re (e711t) dt = Re (/ el—141)t dt)

(—141i)x 1 : iz
—Re (S — | = —Re 7( +i)e e "
-1+ i 2

—X

= —(sin(z) + cos(z)) e2

Exercice [ : Sans justification, donner la dérivée de la fonction définie par z / n(1+4t)dt.

’

22
(/ In(1+¢) dt) =4z In(1 + 22%) — 22 In(1 + 22).

Exemple [ : A laide d’une IPP justifiée, calculer :

/m tsin(t) dt = z(— cos(z)) — /I 1(—cos(t)) dt = —x cos(x) + sin(z).

Exercice & : Déterminer une primitive de x +— arcsin(z) sur |—1;1][.

Jin 11@%glwpb.mu x>z eb v: x> arcsin( )deo@am%lof,umeIPbeémAL:

arcsm( ) dt = zarcsin(x / dt = zarcsin(z) + V1 — 22.
\/1—2&2
@naumrm%oﬂd@d 1—t2>0 Vte]-1;1] o/uo/nbdjlimté%nm.

t—3
dt en posant u = ——.

61
é%ﬁ 3
W&'mw%'ﬁ%@mﬁo,mn@ 9t—t2m&wgcwme 1—u?
6t—t2=9—(t—3)2=9<1—(t_g?’>Q>.

@m&%ﬁn@h&dw&w&m WGt—t2—91—u)

b dt = 3du.

Exercice 9 : Calculer

/6 L /1 L 34 /1 du | axcsin( )r .
e — = —_— u = _— = arcsin(u = —.
L V6t —12 b /9(1 —u?) b V1—u? o 2

Remarque @o«nﬂmt€36],c£ohb EO;IL&%MWWW@W
t—3

sin(v) = =3 = cos(v)dv = 3 dt = dt = SCos(v)ch.

@%@Oﬂoﬁbx:

il

@)
o
=S
=
e
S—
[NE]
O
@]

: L -y
Il
S—

(SE
-y
Il
NS

[t [ gt |
L V6t — 12 3 s 1— (53) <l 1 —sin®(v)

3
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1
Exemple IS : En posant x = sin(u), calculer / V1—2z2dz.
o

E]
NJE]
B

1
/vl—x2d:c:/200s, l/ 14 cos(2u)d l[u—i—lsin@u)} ==
A A 2 2 2 o 4
r 1
Exercice |« Calculer / dt
Vvi+t+v1-1
/ 1 /Vl—i—m—\/l—x vl—i—x B Vl_mdx
\/1+x+\/1—x 1+z 1—2 x
:5</u2_12udu+/1_v22vdv)
(@ru'wbambuzx/l—i—xebv:vl—x)
1
— (14 gy ) e [0+ g o
1
=u—v+ - ( ‘ ‘—H ‘ +U>
14w
1 V1 1++v1—
:\/1+x—\/1—x+— e + In - x .
2 1+m —Vi—=z
Exemple [ :
s VneENeta>0, /xQ”dm:2/ mQ"dxet/ z2ntlde =0
—a 0 —a
Exemple |& : Primitives de x — 1 avec b > 0.
b2 _ 22
x dt 5 du ./
@/ \/bz—t2:/ i e (5)
( \
. . . 12 . _ z+1 o
Exemple 20 : La décomposition en éléments simples de f(z) = —(w 12z +2) s’écrit :

2 1 1
3@—12 [ 9@—1 9@+2)

flz) =

Toute primitive de f sur tout intervalle I contenu dans R\ {1, —2} est de la forme :

— 2 —|—1ln|gc_1
X — — 5
3(zx—1) 9 T+ 2

Exemple 24 (Cas oa A > 0)

/w dt /z dt /I 3 2 1 |:c—1‘
—_—— = —_— Y = - dt=—-In|———|.
2t2 —t—1 (t—1)(2t+1) t—1 2t+1 3 12z+1

. 1
Exercice [T : Calculer une primitive de z +— ———
sh (z)

en précisant le ou les intervalles considérés.
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O trawaille sun J—o0 ;0]

w]0;+oo[.6mrmambt:ewetdﬂmdx=?,

dt

/@dm:/tjlitZQ/lj 5 dt = 2arctan(e®),
ou bien 1 1 1 1 1 2
/Mdzzé/mdggzi/mdlen@h (3)):
Exemple 26

(2t
sin®( )dt

/zcos3(t)sin3(t)dt:/w ' .

x cos(x)
/ cos?(t)sin®(t) dt = —/ (u? —u*)du

u=cos(2t) 1

cos(2x) u2
s/

16 (% cos®(2x) — cos(2m)>.

/0 l—sm

/“+

l—l—u2

o

3 2du

Exemple 28 : Avec le changement de variables u = tan (g), on obtient :

i

=1+v3.

1—wu)?

_[1Eu]0
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Changement de variables, 20, 21 Somme
dans une intégrale, 19 de Riemann, 10
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avec les combinaisons linéaires, 4 Théoreme
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Croissance de l'analyse, 12

de l'intégrale, 12, 15

Décomposition
en éléments simples, 29

Elément simple
de deuxiéme espece, 26
de premiere espece, 26

Fonction
de classe €', 16
impaire, 23
paire, 23
périodique, 23

Humour, 1, 35

Intégrande, 11, 16

Intégration, 1
par changement de variables, 19
par parties, 17

Inégalité
de convexité, 15

Linéarisation, 32
Linéarité, 4

Méthode
ALPES, 19
Calcul d’une intégrale a I’aide d’une primitive,
16
Changement de variables, 20, 21
des rectangles, 9
Décomposition en éléments simples, 27
Primitive de cos(pz) sin(qz), 33
Primitive de cosP(x)sin?(z), 32
Primitive de e cos(bx), 31
Primitive de P e**, 35
Regles de Bioche, 33
Trouver une primitive, 7
Modulo, 15

Primitive, 2
des fonctions de référence, 5
Pole, 26

Racine
complexe d’'un polynoéme de R[X], 28
Relation
d’équivalence
Classe, 15
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