Les Nembres complexes

@%@g a résolution d’équations polynomiales par radicaux a motivé une part importante de la

recherche mathématique, jusqu’a ce que Niels Abel ') prouve 'impossibilité de résoudre
I’équation général du 5-ieéme degré par radicaux.

Peu de temps apreés, Evariste Galois 12 élucide complétement le probléme, dans un mémoire rédigé
peu avant sa mort prématurée en 1832, et dans une lettre rédigée a la hate a un ami, la veille du
duel qui devait lui étre fatal (il avait alors 20 ans). Dans ce mémoire, on y trouve en particulier
les balbutiements de la théorie des groupes.

arl Friedrich Gauss montre que les racines de X" — 1 (donc les racines n-iémes de I'unité),
/ peuvent s’exprimer par radicaux si n est premier.

Il va plus loin, en montrant que si n est un entier premier de la forme 22" 4 1, alors les solutions
peuvent s’exprimer sous forme de radicaux carrés. Ce résultat amene la constructibilité a la
régle et au compas du pentagone (déja connu depuis bien longtemps), de I'eptadécagone, i.e. le
polygone & 17 cotés (Gauss en donne une construction) puis des polygones & 257 et 65537 cotés.
On ne connait pas, a ce jour, d’autres nombres premiers de la forme 22" 11 appelés nombres de
Fermat. On ne sait pas s’il y en a d’autres.

<é&mwe Laurent Wantzel montre la réciproque en 1837 : les seuls polygones constructibles sont
@\j les polygones dont le nombre de c6tés est un nombre premier de la forme 22" 4 1, ou des
nombres ayant comme uniques facteurs (qui doivent étre simples) ces nombres premiers

ou 2 (en multiplicité quelconque). Ce théoréme est connu sous le nom de théoréme de
Gauss-Wantzel.

|1]. Niels Henrik Abel (1802-1829) est un mathématicien norvégien. Il est connu pour ses travaux en analyse
mathématique sur la semi-convergence des séries numériques, des suites et séries de fonctions, les critéres de
convergence d’intégrale généralisée, sur la notion d’intégrale elliptique ; et en algebre, sur la résolution des équations.

12]. Evariste Galois est un mathématicien francais, né le 25 octobre 1811 & Bourg-Egalité (aujourd’hui Bourg-
la-Reine) et mort le 31 mai 1832 & Paris. On a donné son nom & une branche des mathématiques dont il a posé
les prémices, la théorie de Galois. Il est un précurseur dans la notion de groupe et un des premiers a mettre en
évidence la correspondance entre symétries et invariants. Sa « théorie de ambiguité » est toujours féconde au
XXI®™€ siacle. Elle a ainsi permis, par exemple, a Félix Klein d’élaborer en 1877 la théorie des revétements puis a
Alexandre Grothendieck, en 1960, de fusionner théorie de Galois et théorie des revétements.



PTSI VINCI - 2024 I. RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Contenu
I. Racines n-iemes d’un nombre complexe. ........ ... 2
1.1 Racines carrées d’un nombre complexe . . . . . . ... ... L. 2
1.2 Racines n-iemes de 'unité . . . . . . . ... oL Lo 6
1.3 Racines n-iémes d’'un nombre complexe . . . . . .. ... ... ... 9
II. Ensembles de points ... ...t 10
1.1 Affixe d'un vecteur . . . . . ... e 10
1.2 A partirdumodule . . .. ... ... ... ... 11
1.3 A partirde Vargument . . . . . . . .. ... 13
1.4  Alignement, orthogonalité, angles . . . . . . . .. ... ... ... .... 14
III. Transformations du plan (Hors-Proaramme)
................................................................................... 18
IIT.1  Représentation complexe . . . . . .. ... ... ... ... .. 18
1.2 Translation . . . . . . .. . . 18
III.3  Homothétie . . . . . . . . . . . e 19
III.4  Rotation . . . . . . . . . . e 20
III.5  Symétrie axiale . . . . . . .. ... o 22
IV. Résumé de géométrie COmplexe. .. ... ..ot 25

Q RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Racines carrées d’un nombre complexe

Détinition | (Racine carré) : On appelle racine carrée d’'un nombre complexe z tout
nombre complexe v vérifiant :
u® = z.

Sia¢R,, il est strictement interdit d’écrire v/a.

ATTENTION Par exemple, pour —1, on aurait alors :
1=VI2=vV_lx—-1=vV_lxv_l=(\-1) =-11

| I

Exemples | :

0 admet 0 comme unique racine carrée complexe.
Si a € R, alors ses racines carrées sont ++/c, racines de X? — a.
—1 admet deux racines carrées complexes : i et —i qui sont les racines du polynéme X2 + 1.

u

u

u
. . 7, . . 2 N —

= Si a € R_ alors ses racines carrées sont +1i+v/—a;, racines de X* + g ou = —a > 0.

Théoréme | :

Tout nombre complexe non nul admet exactement
deux racines carrées opposées.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Led e Jozr200063 c0772 XTI . ﬂ
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Preuve 50003 Zwmmmxﬁhem\?ﬂ%emmmﬂ
|_Sous forme exponentielle : Joient z = rel? o u = se'? sous loun @orume Q/JT\WWJQ@ On,

Ms&gpb&bx%@u2zz.

u? =2 <= s2e?i¥ =rel? = 2 =1 o 20=10 [27]
6
<:>5:\/;et90:§[7r] (r@smmmpmw%@)
0

) (8 ) )
<= u=+re'2 ou u:\/;el<2+ﬂ = —/re

[SISS

Dot lo neoullat.
Sous forme algébrique : Deams o Phobque, powy déternmimen len nacimes carnées d'um nombre

%&@mmm@mmwe.%mwummz

@%W@Uﬁe@z)wz:$+iyetmcﬁ@wp\@um&mgomﬂea+ib:

2 _p2
a*—=b = =z

z=u? <= z+iy=a®>—b%>+2iab & |2|=|u]? <= {a2+b2 = Vv +y?
2ab = .

Tmmammmwwmw&wwﬁw:

.
Vet +y? +x
a = £\ ——m—
2
<~
Y R E e
2
2ab = .

— %y>0,&w&o®@méﬂuoﬂmmw%eaetbwwden@mw.&bdmm
de 2 vont donc :
\/ m2+y2+m+,\/\/:c2+y2—:c
u = _— 1 _—
2 2

\/ 24+ Y2+ \/\/m—:r
u=— —1i .
2 2

—Soi,y:(],z:x%l)héeﬁdio%mebwue:
u=+r & u=—V/r ou u=i/|z|] & u=—iy/|z|,
(eoocusif)

wimmb@ebuamedex.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : Lo~ /////1/?/) (///%%WJ o e
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_%y<0,%WWWWaabM@WW.%m

nacines de 2z bonk donc :

\/ APt \/\/Ty—
y=\——1\—
2 2

. \/w/x2+y2+x+i\/s/:£2+y2—m
T 2 2 '

@%MWW&MWOPPOSEESMW%M@Z#O.

r

Exemples 2 :
1+
V2

. L 241 2—1
» Les racines carrées de 1 + i = v/2e'4 sont i%e’g =4 (\/\F; + i\/\[2 )

Jus
2

. LT
» Les racines carrées de i = e'2 sont +e' 4 = &

éxemple 3 (R.acines carrées de 1 — iv3) :
Posons z =3 — 4i et u € C tel que z = u?.
Sous forme exponentielle :

On cherche, tout d’abord, la forme exponentielle de z : z=2e

Les racines carrées sont alors évidentes a trouver :

LT ; T
u, =v2e's et uy =—v2e's.

Sous forme algébrique : Il suffit de suivre la démonstration.

On pose u =a + ib.

a?—-bp? = 1
z=u? < 1—iV3=0a?—b%+2iab et 2=|u|2<:>{a2+b2 = 2
2ab = —V/3.
3 3
2 _ 2 = =
a® = 5 a + 5
= 1 = 1
B2 = = _
L = e o
2ab = —V3 2ab = —V/3.
3 1
@u:ﬂ(i\giiz).

Comme y < 0, a et b doivent étre de signe contraire et on ne garde que celles-ci :

V3 1. V3 1.
u1=\/§<2—21> et u=—\/§<2—21).

N\ )

Exercice | : Déterminer les racines carrées de —1 + i par deux méthodes.

Correction : Tes nacines carnéesn de —1 + i sonk

2—1 2+1 .3
+{\ fz + 14/ f;_ = +v2e' 8.

C/ o L/("/f
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : {,\4 o /Mﬁéfd MM%&J . ﬂ
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On a dorénavant les moyens de revenir sur les équations du second degré a coefficients complexes
cette fois.

s N
Théoréme 2 (E quation du second dearé 3 coefficients complexes) : Soient a,b,c € C,
a # 0. On considere ’équation :

az? +bz+c=0 (Tr.C)
On appelle encore discriminant de 1’équation (Tr.C), noté A, le nombre complexe défini par
A =b% —4ac.
b
e Si A =0, (Tr.C) possede une unique solution, dite double : B= oa
a
. . . —b+6
e Si A #0, (Tr.C) possede deux solutions : z=

ou ¢ est une racine carrée de A.

Exemple 4+ @ (1+i)22+(3+i)z+ (—6+4i)=0.
A=(3+i)2—4(1+i)(—6+4i) =48+ 14i.
On cherche § = a + ib tels que :

a?— b2 =48 a? =49 s s
2=A <= <{a?+b2=50 <= {b2= <:>{a— ou {a_
b=1 car ab>0 b=
2ab =14 ab="7

On prend § =7+ 1.

L’équation admet ainsi les deux solutions :
—3+i)—(7+1i) —-10—-2i —-5—1i —(5b4+1i)(1—-1)

#1= 21+ 1) T2+ i) 1+ 2 = =iapdily G
. =B+ +(T+i) 4 1
20 2(1+1) T2(141) ’

m I Les deux racines ne sont absolument pas conjuguées.

Exercice 2 : Résoudre dans C les équations suivantes :

z2—2iz—1—|-2i:O. @z4+1:0.

Correction :

A=-8i pis §={1;-1+2i}

Atl=(2—i)(2+1)= <z+1;§i> z—l;;> <z+1\;§i) (z—l\;;).
@m5:{1%17_1%17<1;§i>7 (_1\4/%1)}

Proposition 3 (Relations coetfficients-racines) : Soient a, b, ¢ € C tel que a # 0.

b
z1 "‘ ZQ = —_—
2, et zo sont les racines de (Tr.C) si, et seulement si .

Z1 % = —.
1~2
a

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : {,\ﬁ Q4M L7 f//ﬁ%é%d/
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Remaraue : On verra que les relation entre les coefficients d’un polynémes et ses racines se
généralisent a tout polynéme de degré n € N et donneront lieu a une foule d’exercices fructueux.

|— Preuve : z, o z, sonb len nacines de (Tr.C) si, o seulement si

az? +bz+c=alz—z)(z—2y)

= az? —a(z + 2zy) + azy z,.

%nmw%wMzl@ZQM&ummde(Tr.@)%d:wﬁmmuzla:z2m%-w@e%r@m

Zl + Z2 - -
c a
Z 1% = -
1~2 a
Exemple S (Systéme non linéaire)
Pour résoudre un systeme de la forme { r —;Z i p »on introduit donc 1’équation 22 — Sz + P = 0 dont

x et y sont les solutions.

Exercice 3 : Trouver deux nombres complexes de somme i et de produit 2.
Correction : @W o proposition (3), lot, dewcs nombres dendles sont solubions de @W

Z2fiz+2:0,d@dmmmwnbA:f9:(3i)2.
%Md@@'w@@%m@mcﬁmwmzlzzi o 2y = —i.

Racines n-iémes de 'unité

4 R
Dérfinition 2 (Racines n-iemes) : Soit n € N* et z € C.

= On appelle racine n-iéme de z tout nombre complexe w vérifiant
= &
= On appelle racine n-iéme de 'unité tout nombre complexe w vérifiant

w" = 1.

On note U,, = {z € C /2" =1} leur ensemble.

Remaraues :

— Toute racine d’un nombre complexe z est donc racine du polynéme X" — z.

— Nous verrons plus tard que cet ensemble U, possede une structure de groupe multiplicatif
commutatif trés importante.

— Toute racine de 'unité est de module 1 i.e. Vn e N, U, C U.

s / c /K"/f
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ c/(/77%‘4 f/ﬁi/ cxed e e ﬂ
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( )
Exemples b :
= Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.
2im _ —2im
= Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e 3 et j=e 3 =j2=-1—j.

= Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +i.

Autrement dit,

[Ulz{l} 3—{1 .]7-]}
U, ={1, -1} U, ={1,-1, i, i}

U,=qw,=¢ n , ke]|0; n—l]]}

En particulier, U,, est constitué de n éléments deux a deux distincts.

Preuve : %ok n e N* et we U,
RWWEU,&QW@GR@QWwZGM.
ﬁ&ww%go'wu&dej\ftmw”:eme:l.

Done, n =0 [27), o i cmiske ki € Z tel quo w = e’ ZE

ZkW

%WM complecce. o' n,kezw<2kﬂ):<ei%>k:1m
appantient &

@m@doqwﬂwnb‘béﬂwu) {wk:e k:eZ}
i'dwmwwwmmwmumw?@wm
%%tdﬁ%@o@amﬁw{wk:621“%,k:E[[O;n—l]]}Q{wk:ezi“%,k‘EZ}.
@%mm@mﬁmmweﬁmwe{wk:e n kez}w e Ztd quo w= o,
&W%m%@kwmmm%&m@(q,r)eNx[[o;n—l]]bdZﬁw

k r
k=gqgn+r < —=q+ —.
n n

3 T S2rT i E
Done, w = el (2am+257) — (i%" o@re[[O;n—l]]eJ:dm;owe{wk:e2”n,k‘€[[0;n—1]]}.
2ink 2ink
:{wk:e”n,k‘EZ}:{wk:e n,k:e[[();n—l]]}.
2ikm

Interprétation aéométrique : Pour n > 3, les points M, (e n ) définissent les sommets

d’un polygone régulier a n cotés.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : JJ < /ﬂli7é&ﬂ f/’??%%?”/d e Se U
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2ikm
En effet, comme [e n | = 1, il est déja clair que tous les points d’affixe une racine n-ieme de

I'unité sont sur le cercle trigonométrique.
. N N C 1 . ; 2km
Dans le plan complexe muni d'un repére (O ; @ ; U), considérons M, (z;,) un point d’affixe z, = e’ n

une racine n-ieme de 'unité. Alors :

(OMy; OM, ;) = (ii; OMy, ) — (ii; OMy)

z
=arg(z,,,) —arg(z,) = arg (%)
k
2im 2imw 2
= arg (e n (kH*k)) —en =2 [27]
n

1
Figure X.1 — Polygones réguliers a 3, 4 et 5 sommets.
Exercice 4+ : Résoudre dans C les équations suivantes :
3 . o 4
!!m 5 = —1. z 1)
2 =1.
(z +1
Correction :
- Z\3 z z z
P=—i = P=i = (7) =]l <<= Z=1ow —=j ow —=j2
1 1 1 1

= z=1 ouw 2=1j ouw 2= ij2

< 2=1i ow 2=¢€¢'3 ou 2=¢ '3
z—1\% z—1
2 < ) =1 < e U
l! z+1 z+1 4
z—1 z—1 . z—1 z—1 .
< = o =1 ow = —1 ou = —1
z+1 z+1 z+1 z+1
= z=—1i ow 2= o z=1
Dome, §=10, i, —i}.

L -
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : _SoJ Lw%ﬁ??& (1263 (ﬁ?]%é&” e,/, ﬂ
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( )\
Proposition S (Propriétés des racines de 'unité) : Soient n > 2 un entier.

Alors :
2im
(1] Sionnotew=en alors U, = {wk, keo;n—1] }
1+w+w?+...+ w1t =0si et seulement si w € U, \ {1}.

La somme des racines n-iemes de 'unité est égale a 0 : E w=0.

wel,,

Preuve :

‘ [Un:{e%, ke[[O;n—l]]}:{<eQ:f>k, k:e[[O;n—l]]}
2im

:{wk,ke[[O;n—l]]},e/m[wwmtw:e n .
%m@bm&mmbdewﬂue 1+w+w2+...+w”—1wmm9@@mmm
dzlu/ne[mo%nebm'm%éwm%ﬂue:

1 — "
VYw#1, 1+w+w2+...+w”*1:71 w =0 < Ww"=1.
—w
|I.3| Racines n-iémes d’un nombre complexe
( )

Théoreme b @ Soient Z € C* et n € N*.

‘ 7, admet exactement n racines n-iémes.

Plus précisément, si z, est une racine n-ieme de Z alors les racines n-iemes de 7 sont

les
2ikm

zpe n , ke[0;n—1].

Pour trouver toutes les racines n-iemes d’un nombre complexe Z, il suffit donc d’en exhiber une,
notée w, et de la multiplier par toutes les racines n-iémes de I'unité.

Géométriquement, toutes les racines n-iémes sont donc obtenues & partir du point d’affixe w
’ p p

2
par n — 1 rotations de centre O et d’angle il
n
Pr‘e.uve,:ﬁooibZ:reiemwgonmew&m.Omemn—mwdQZm%
|_gomme sela.
S

. . n r s =
W=7 <= s"eln® =rell — =
no = 60 [27] a =

|
<

|
3l

=
.6
Raons Zp = {”/ﬁelﬁ.e'%bumemamen—i,éfmedez.
n
@M@WWH—WZ@Z@AKA@@?D&DQ@MMLZn(:Z):Zg ie. (z) =1 ouw encore
20

z
—eU,.
20

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Sod o /ﬂli7é&ﬂ f/’??%%?”/d L/,
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.k
Dapren be théoreme (1), £ ecivte dono k € [0;n — 1] tel que = = 2062,

&Wzmmmnmn—m. _I

Exercice S :
+ i
N

P T . T
E En déduire les valeurs de cos (E) et sin (E)

1
Calculer les racines cubiques de

Correction :

1+ s (R ;37 o i
%cvm/meﬂ:e4,mmwﬁiﬂu,@uw&612,J612:e4eﬁje

@W&mgommufmd(@uﬂe@ eil%zcos(%)—i—isin(%) etmwmwj:ei%:—%—i—i?,
@' S Q@ bk on  :

;T . 3™ L S3m 2w
jellzZ =e'1 < e'l2=¢'1¢ '3

4 . (T V2 V2 -
etz (503) (149

= COS(%)—}—isin(%):\@Zﬂ_,_i\/é;ﬁ

En & alisant ponbies nselllen, ot pankies, imaginaines, on obbient KWLQWM :

cos (1) = @ ek sin (%) = @

Bl
Il
a

|
U
no

12

Q ENSEMBLES DE POINTS

Détinition 3 (Ensemele de points) : Il s’agit de déterminer un ensemble (&) de points M
du plan complexe dont les affixes z vérifient une certaine propriété.

Affixe d’un vecteur

Un peu de géométrie :

Rappel | : Deux vecteurs 4 et ¥ du plan complexe sont égaux si, et seulement si leur affixe
sont égales :

U(z) =9(7) < z=2".

Proposition T (Affixe dun vecteur et du milieu dun seament) : Soient M; et M, deux
points du plan complexe d’affixe respective z; = a; + 1b; et z, = ay + ib,.

= Le vecteur M; M, a pour affixe zo — z2; = (ay —aq) + i(by — by).

» Le milieu I de [M;M,] a pour affixe z; = it —;—zz.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : {,\ﬁ o« ezr2tr009 f//ﬁ%é%d (3 10 |
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En particulier, si A(z,) et B(zp) sont deux points du plan complexe, on retrouve la relation
familiere :

AB(ox5) = (o0 — 2a) = (7 — 74 10m — ). |

M(z; + 25)

by +by, 4+

Figure X.2 — Affixe d’un vecteur et du milieu d’un segment.

SO T
Le

. 3—2i 1
Exercice L : Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respective : Tl, 3~ iet—3—1i.
Déterminer 'affixe du milieu du segment [AB].
Déterminer l'affixe du symétrique de A par rapport a C.
Déterminer I'affixe de I'image de A par la translation de vecteur BC.
A partir du module

Proposition 8 (Norme d'un vecteur) :  Soient A(z,) et By(zg) deux points du plan com-
plexe (O ;4 ;v) d’affixe respective z, et 2.

= ||OA]] = |24l = |[ABJ| = [zp — 24]-

s / c /K"/f
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ c/(/77%‘4 f/ﬁi/ cxed e e
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Figure X.3 — Inégalité triangulaire.

Corollsire 8l (Lianes de niveau dans C) : Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan com-
plexe et r € R,.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = r est le cercle de centre A et
de rayon .

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| < r (resp. |z — 25| < 7) est le
disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon 7.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = |z — zp]| est la médiatrice du
segment [AB].
\
/rr
A

Cercle Disque fermé Disque ouvert

Médiatrice

Figure X.4 — Exemples de lignes de niveaux dans C.

Remarque : « ouvert » signifiant ne contenant pas les points du cercle contrairement au disque
fermé.

Exercice 7T : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes :

‘ |z —i]=5 lz—1+4+i|=|z—1i| \z—i]<\z—|—2|

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Lcd « Jozrztired corrrfoleacd e /e 12
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II.SW A partir de I’argument

( )
Proposition 9 (Anale de deux vecteurs) :  Soient A(z,) et B(zg) deux points du plan
complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z, et zg.

n (ﬁ,O—A) = arg (z,) [27]. u (ﬁ,ﬁ) = arg (zg — 2za) [27].

- (ﬁ,@) = arg (j—i) = arg(zg) —arg(z,) [27].

Figure X.5 — Angle de deux vecteurs

Preuve :
|_ - &Wmm%@gﬁm
— QM@%WQWWWWM@QWO—M:KEW ZM:ZB—ZA.G'm

%T&%@@&m?mn@uﬁwmwm :
(ﬁ;ﬁ) = (ﬁ;O—M) = arg (25 — 25 ) [27].

- % (O—A),@> = (Q,O~B>) — (ﬁ;O—A)

=argeg —argz, = argz—B [27].
ZA

( \
Exenple T : On donne A(2 + i) et B(—1 —21i).

Comment déterminer les coordonnées du vecteur ﬁ, la longueur AB et I'angle (TL‘ ; ﬁ) ?
w2z =2 —24=—1—-2i—2—i=-3-3i. Donc AB(—3;-3).

m AB = |25 — 25| = |[-3—3i| = 3V2.
= Soit 0 un argument de zz5. On a :

cos@*—i *—Q
o322 __387
sin@——i——é - 4 -
=35 2
N o 3
Donc (u;AB) =— [27].
. v

s oy /Kyﬁ
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ Q/”//(/f772/%/(/d Kﬂ??%%d% e Se 13 |
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Corollsire 9/ : Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;;9), on
considere les points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zg,
zZc et zp.
Alors :

AD. ) — D — “C

(AB ; CD) =arg | ——= | [27].

2B T RA

Figure X.6 — Angle formé par 4 points.

Preuve : &dgmmbwnm%tmpﬂw Q‘”F’W’W@ unﬂmnxﬁeummd@
(ﬁ;@)z(ﬁ;éﬁ)—(ﬁ;ﬁ)

= arg (s — 2c) — g (s — 24) = ang (22 o],

Exercice & : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les condi-
tions suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

.‘ arg (z 2;- E arg (z — i) = _g .‘ {arg _31

4
|z| = 2.
Alignement, orthogonalité, angles

A partir du corollaire (9.1) , on peut alors chercher des ensembles de points dont les relations
sont basées sur ’angle des vecteurs AB et CD i.e. des problemes de colinéarité, d’alignement ou
d’orthogonalité.

Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respec-
tive z, =a + ibet z, =a’ + ib".

Re (z,z,) = aa’ + bb’. Im (2,z,) = ab’ — a’b.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Sod o /ﬂ//7é(4 f/’??/?%?”/d e Se

1=



PTSI VINCI - 2024 II. ENSEMBLES DE POINTS

Preu\/e:%m»@bdem%&yuzvz:(ac—i-bd)—l-i(ad—bc) Wmmmm%m
wﬂwetm?m&bwmfamamw&mmaeta

Remaraues :

— Dans D'écriture du lemme précédent, on reconnait le produit scalaire des deux vecteurs u

et U :
U-0= (a) . (a) = aa’ + bb’.
b b

— La deuxiéme expression s’appelle le déterminant des deux vecteurs 4 et ¥ :

a a

b/

det (u;7) = =ab’ —d’b.

De la méme maniére que le produit scalaire caractérise I'orthogonalité de deux vecteurs, leur
déterminant caractérise, lui, leur colinéarité. Il est alors tout de méme miraculeux de retrouver
dans un petit produit les critéres de colinéarité et de d’orthogonalité en une seule expression.

On en déduit aisément,

( )
Théoreme IO (Colinéarité et orthoconalité de vecteurs) : Soient 4 et ¥ deux vecteurs
d’affixe respective z, et z,.

et U sont orthogonaux si, et seulement si Re (z,7z,) = 0.

u
U et ¥ sont colinéaires si, et seulement si Im (z,z,,) = 0.

On en déduit une caractérisation plus commode :

e N\

Corollaire IOl : Soient 4 et v deux vecteurs d’affixe respective z,, et z,,.

= z . = 7= z
41l7 <= *e€iR et U)U = < ek
zu Z’u
(% non nul) (% et ¥ non nuls)

|— Preu\/e_:fma%et,m‘,ﬂ#ﬁetﬁ#ﬁ,anosz#Oetozmo,:

ﬂol:ﬁbozrwonﬁzo%o«mwx = 2,7, € iR < arg(zvz)zg [7]

< arg (Z”) Eg [27] <= e iR

“u Zu

@m%w@WWM@zﬁ,@emmﬁe@MW@mmm

Ffam,etOEi[R.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Led o« Jozretieed cozrefoleaed e S 15 I
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@efmﬁ/m@, 140 T 6,0%0/:
Fou)b

Ui b T sonb colinéaines < 2,7 € R < arg (z,7z,) =0 [x]

< arg(z,) +arg(z,) =0 [n]
< arg(z,) —arg(z,) =0 [n]
= arg (j’) =0 [n] < j—“E[R.

—

Dans la pratique, nous pouvons traduire le théoréme (10) pour un ensemble de points du plan.

4 N
Corollaire I02 (Colinéarité et orthogonalité) : Dans le plan complexe muni d’un repeére
orthonormé direct (O ;1 ;7), on considere les points A, B, C et D tels que A #= B et C £ D
et d’affixe respective z,, 2, 2¢ et 2p.

A, B et C sont — AB et AC sont - 2% .p
distincts et alignés colinéaires non nuls 2g — 24 ek
(AB) // (CD) AB e.t CD sont e % R
colinéaires non nuls 2p — ?
(AB) L (CD) = AB.CD =0 = DT R,
ZB T %A

Preuve :%w%x.tdebwdwle?e théoréme (10) ¢ le corollaire (10.1) altenant: :
|_ — Joienls broin nointe A, B e C distines. &n panticulien, 256 o 255 sonk mon nudb.
A,B&Cmtc,&%méu@ AB e AC sont colinéaines

z- Zoo— R
Z*’AB 2B — RA

—?M(AB)@(CD)WWM&%&WWMWM.&W

Zﬁetzal—jbomtmn/frwpb.
(AB)&(CD)WFAQM@@E&CT))MM

—

e ZD R o DTEC R
2% Zg — %A
ZE'%LWL’RAJ,Q.
s 20D ¢ iR = DT%C ¢ R,
Zﬁ 2B — RA

Remarque : En particulier, trois points distincts A, B et C sont alignés si, et seulement si

Im ((2c —24)(Zg —Za)) =0 <= FCTEA R = Jk € R tel que z¢ — 25 = k(zg — 25)-

théoréme (10) B T %A

corollaire (10.2)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Ld « Jozrettred corrrfoleved e /e 16 |
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La premiere assertion signifie donc simplement que deux vecteurs AB et AC sont colinéaires si,
et seulement si leur affixe zg — 2, et 2o — 2, sont proportionnelles dans R.

On retrouve ainsi un résultat déja vrai pour les coordonnées des vecteurs.

Exercice 9 : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et
iz soient alignés.

Un exemple classique est un exercice ot I'on vous demande la nature d’une certain triangle ABC.

Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est isocele en A <= AB =AC < |z — 25| = |2c — 24] -

ABC est équilatéral <= AB = AC =BC < |z — 2x| = |2c — 2o = |2c — 25
< AB=AC et (ﬁ,ﬁ) E:i:g [27]
< |25 — 2p| = |20 — za| et arg (M) =47 [27].
Zg — A 3
ABAC=0
ABC est rectangle en A < {ou — "% €iR

arg (AAB:E) = j:g [27]

ABC est rectangle isocéle en A <= ABAC=0 et AB=AC « C %A _ +1i.
B T %A

|— P\"eu\/e:&WMWW%MMMMWMWL&M

@mmﬂ; E.E:O@MGiRL&HTER—FRﬁ :
oru/e ?ue

ZB T A
FOTEA _peis,
ZB T A
@m, |28 — zal = |2c — 2al.
Do,
r:|rei%‘: fc T A =1.
ZB T *A
eorn,cfubimzizc_zA:eii%::l:i. _I

ZB T RA

Exercice O : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et
iz forment un triangle équilatéral.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : Lo~ /////zéo (/;/%%WJ o e 17 |
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@ TRANSFORMATIONS DU PLAN (Hors-Proaramme)

On note P I’ensemble des points du plan.

I11.1 |} Représentation complexe

4 )
Définition 4 : On considére une application & : P ——> P
M M’
m Lorsque F est bijective, on dit que F est une transformation du plan.
m Lorsque J est une transformation du plan, la fonction

f: C—>C
z k4
qui, a chaque z affixe de M associe 2" I'affixe de (M) = M’ est appelée représentation
ou représentation complexe de F.

On Décrit souvent 2z’ = f(z) au lieu de z — f(z).

Y.
Exemple & : la symétrie axiale d’axe (Ox) est une transformation du plan.
Son écriture complexe est : z > Z.
Exercice Il :
Donner ’écriture complexe de la symétrie de centre O.
Donner ’écriture complexe de la symétrie d’axe (Oy).
I11.2} Translation
( )

Déctinition S : Soit 4 un vecteur du plan.

On appelle translation de vecteur U, notée t;, toute transformation de # qui, a tout point M
associe le point M’ tel que :
MM’ = 4.

Pr‘euve:%w%{tde@kgxmwta %b@%ecb./we

%it N e 2.

VMG?,Mebbumoﬂ&éoédémtdeNPmtﬁ < t;(M) =N

@m%dédmb tout noint N de P admeb wn eb un seull anbécsdent t-.
cIJue ["O"' U

ey A
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ Q/"’///(/'f???/%(ﬁd f/’?ﬁ% CXC) t,/,
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2(2) T
W R
x”’
M(z)
/

Figure X.7 — Translation de vecteur .

Done t; %L&mmmm@mmnm Pﬂm &W@) —

Remaraue :t-! =t .

u —u

p
Proposition [2 (E criture complexe dune transiation) :  Soit t(a) un vecteur du plan.

L’écriture complexe de la translation de vecteur u est :

Z =z4+a

Preuve : Roons M(z) & M(2).
|_ M’ =t;(M) < MN =i

= 2 —z=a

U

— 2 =z+a

Homothétie

s

Définition & - Soient  un point du plan et & € R*.

On appelle homothétie de centre 2 et de rapport k, notée hg, i, toute transformation de 7
qui, & tout point M associe le point M’ tel que :

OM’ = kOM.

|— Preuve : Hit N € 2.

— ON = KOM

= W:%ka#o

GW%WWMWN@?WWGxWWJZM@WhW
N VA
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : ,,C o Q///§777/Zfd f/’?ﬁ% CXC) L/f M
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Figure X.8 — Homothétie de centre €2 et de rapport r.

@mhﬂ,k%b&mu&ag@wdmmmhw%ymmwvﬁam. —

. p=1l
Remaraue : gl = hq 1

Vs

Proposition 13 (E criture complexe dune homothétie) :  Soient ((w) un point du plan
et ke R

L’écriture complexe de I’homothétie de centre €2 et de rapport k est :

2 —w=k(z—w)

|— Preuve : Rvons M(z) & M/(2).

M’ = hg (M) <= QM = kOM

= 2 —w=k(z—w)

—

En particulier, pour £ € R*, z +— kz est 'écriture complexe de 'homothétie de centre O et de
rapport k.

Rotation

( )
Définition T : Soient €2 un point du plan et 6 € R.
On appelle rotation de centre Q et d’angle 6, notée rq, 4, toute transformation de # qui, a
tout point M associe le point M’ tel que :
QM = OM
(OM, QM) = 0 [2n]
\

2 y 7 y‘
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : {,\4 Q/”///(/f772/%[d fﬁ?)% CXC) t[ 0
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M’ (2")
x
/
/
W,
/7
© // X
///9 ,’Z” (2)
%” — Q
Q(zq)

Figure X.9 — Rotation de centre 2 et d’angle 6.

Preuve : foit N € 2.
|_ VME?,M%bwmambéoédmtdeN]wnT‘Qﬁ<:>TQ79(M):N

ON = OM
(OM, ON) = 6 [2n]

OM = ON
(ON,OM) = —0 [2n]

On en déduit que tout noint N de. P admet un e un seul antécedent par 1.

Done TQVQM&WWWA%OAMMMFQWW(=W)

el
Remarque :1qy =1q 4.

—

Soient (w) un point du plan et
0 eR.

L’écriture complexe de la rotation de centre €2 et d’angle 6 est :

2 —w=e¥z—w).

Preuve : oons M(z) & M/ (2).

—w = [z —ul

M’ (M) <= GM = OM = : ’
=T S —
@0 (M, QM) = ¢ [27] arg (zz _;") =0 [27]
Z—w _1q
— z—w/_ — Z/_W_eze
arg (z _w>:9[27ﬂ T
Z— W

= 2 —w=e¥(z—w)

—

En particulier, pour 6 € R, z = €%z est ’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle
0, z + €™z celle de la symétrie ce centre O.

Lo st T |
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Ld « Jozrettred corrrfoleved e /e 21
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| I11.5 | Symétrie axiale

Détinition 8 : Soit (2) une droite du plan.

On appelle symétrie d’axe (2), notée S(g), toute transformation de # qui, a tout point M
associe le point M’ tel que (Z) soit la médiatrice du segment [MM’].

Figure X.10 — Symétrie d’axe (2).

Proposition IS (E ariture complexe d'une sywétrie axiale) :  Soit (2) une droite passant
par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire u, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

S(@) L Z ZA +zﬂ2(2—ﬁ)

P(’euveij\robomM@erllo%&meZetM/(z/) m./macae]mn@@mjm@bmdm (2
DMLQQIWW@deZE.
@%wmwmra@@aM&wnehobahmd@wnbv@Od&dwmﬂfe erouh,moubwmo/wn@
dlmFMUMQde%aﬁbam Sﬁma%mmdommw@uwza EfemeJ:AzA
Wwﬂe,ebbwam%;twwmA (zpr = Zg2a)-
TMmewm—mme%W%%wabe?W
of branslabions étank des ibomébuies, M’%Q'W@Mrm@a%ﬁnmd'm(.@)wetwﬂ@mmb

- 1
T —2p) =T (2 —2a) < 2 —2p = = X 2 (- 75)
27

1
= 2 —z2p=22(Z—7Z4) (ocm,zﬂE[U:>——zﬂ>

= 2 =25 +2;2(2—Za).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Sod o /é/77/?/(d fﬂ?ﬁ% lCcd e Se 22 |
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Qemar&ue:@n@wwm%eﬁ%twmmwzu%bde@@@omme”.ﬁmm?@
Wmﬁmranza:%m@mddmmd'amﬂze—g%bmm&mm
Pumffeﬁea@mde@oﬂmm _I

(')

4

-~

2

O
Emm e = e

w

[P « AR

5

Figure X.11 — Symétrie d’axe (2).
Les transformations usuelles étudiées ci-dessus s’écrivent toutes sous la forme z — az + b ou
z+— az+ b avec a,b € C.

On montre que, réciproquement, une application de ce type correspond & une transformation
usuelle, ou une composée de transformations usuelles du plan :

Théoréme |6 (Interprétation des transformations affines de ©) :  Soit (a;b) € C2.
[1] Soit ¢ : 2+ az + b avec a # 0.

@ Sia =1, ¢ est la représentation d’une translation de vecteur u(b).

@ Sia =re'? # 1, il existe un point {2 invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre ) par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

. 0
Soit p:z+—>az+baveca=rel? £0etu=e'2.
Alors ¢ est la représentation de la composée d’une symétrie d’axe (2) de vecteur
directeur 4 et passant par A, d’une translation de vecteur ai ot v € R (un glissement
L le long de la droite (2)) et d’'une homothétie de centre O et de rapport r. y

Preuve :
1] @ % a=1 on neconnait Lecnitune dune thanslation de vedewr i(b).
ﬁa#l,mmwm&wmﬁ(bﬁm)

b
Q(w)@:bmua)mm?oncpm,etm&mmtuw:aw+b = wzliccma#l.

NG
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NMS@@M/HA%QAMMMTQWW@%M/ Qum;o%edeM ‘[\/CVLSQJS

a=re'

M =s(M) <= 2’ =az+b <= 2 —-—w=a(z—w)

b=w—aw
2" —w| = la||z — |

T e (E22) =ansta) e

OM’ = rQM
(Q—l\/‘f, W) =0 [27]

M/%th‘ma%edeMmed@%mdemQ@xwm%ea
Q‘W@WQ&@WT
b
- e o, ) L. . ;25,0
SMMW%WM%W@%W®ZHZ—ZUZ+T.
@frb/m/ebz b,oub,@@%oh/m Z—ZA + 25 + 2, ou’l)eb,too&/n,eume

mo@W&WWWMmM&LWWWMd@ZA%&MMmdQM@@

1

Exercice [ : Caractériser la transformation associée a la fonction

fizr—2iz+1.

1+ 2i

Correction : f et lo similitude de contre Q(

>,demwmb29tob‘om%ge g

Pourquoi le nombre zéro n’a-t-il aucune crédibilité
au sein des nombres complexes ¢

Réponse : parce qu’il n’a jamais d’argument.

Q)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : .
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IV. RESUME DE GEOMETRIE COMPLEXE

WY < [ 0= (wviay): (av)

{orn{[¥] 0= (z) e} =
{=7}=2

: S[O91 SOp OXY
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ESUME DE GEOMETRIE COMPLEXE
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