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Q RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Racines carrées d’un nombre complexe

Détinition | (Racine carré) : On appelle racine carrée d’'un nombre complexe z tout
nombre complexe u vérifiant :
u® = z.

Sia¢R,, il est strictement interdit d’écrire v/a.

ATTENTION Par exemple, pour —1, on aurait alors :
1=VI2=vV_lx—-1=vV_1lxv_l=(-1) =-11

| I

Exemples | :

= 0 admet 0 comme unique racine carrée complexe.

= Si a € R, alors ses racines carrées sont ++/c, racines de X? — a.

» —1 admet deux racines carrées complexes : i et —i qui sont les racines du polynéme X? + 1.
» Si o € R_ alors ses racines carrées sont +i+v/—a, racines de X2 + fou 8= —a > 0.
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I. RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Théoréme | :

Tout nombre complexe non nul admet exactement
deux racines carrées opposées.

Exemples 2L :

X , . ; s 1+
» Les racines carrées de i = e'2 sont +e' 4 = & ok

LT ; 2 1 2—1
» Les racines carrées de 1 + i = v/2e'% sont +v2e's = 4 (\/\f; + i\/\/2 )

jus
2

Posons z =3 —4i et u € C tel que z = u?.

Sous forme exponentielle :

On cherche, tout d’abord, la forme exponentielle de z : z=2¢?! g
Les racines carrées sont alors évidentes a trouver :
ulzﬁei% et u2=—ﬁei%.
Sous forme algébrique : Il suffit de suivre la démonstration.
On pose u =a + ib.
a?—-5b> = 1
z:u2<:)1—i\/§=a2—b2+2iab et 2=|ul? < a?+b%> = 2
2ab = —V/3.
3 3
a2 = 5 a = =+ 5
= 1 = M
b2 = = _
2 b = + 3
2ab = —\/g 2a0b = _\/g
3 1
= u:\/i(i\giiz) .

Comme y < 0, a et b doivent étre de signe contraire et on ne garde que celles-ci :

2 2 2 2

éxemple 3 (R.acines carrées de 1 — ivV3) : \

u1=\/§<\/§—11> et u:—\/i(\/g—li).

Exercice | : Déterminer les racines carrées de —1 + i par deux méthodes.

4 N\
Théoréme 2 (E quation du second dearé 3 coefficients complexes) : Soient a,b,c € C,

a # 0. On considere I’équation :
az’? +bz+c=0 (Tr.C)

On appelle encore discriminant de 1’équation (Tr.C), noté A, le nombre complexe défini par
A =b% —4ac.

e Si A =0, (Tr.C) possede une unique solution, dite double : z=——.

N\ )
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—b+9
e Si A #0, (Tr.C) possede deux solutions : z= 2: ’

ou 0 est une racine carrée de A.

N

Exenple 4+ @ (14 1)22+ (3+ i)z+(—6+4i)=0.
A=(3+1)2—4(1+i)(—6+4i) =48+ 14i.
On cherche § = a + ib tels que :

a?—b%2 =48 a? =49 _ _
2=A <= {a?+b2=50 < {b>= = {97 ou @=
b=1 car ab>0 b=-—1
2ab =14 ab="7

On prend § =7+ 1i.

L’équation admet ainsi les deux solutions :
—(B+4i)—(7T+i) —-10—2i —5—i —(+i)(1—1i) )
_ - - - =-3+2i,et
1 2(1+1) 2(1+1)  1+1i 2 Tl e
—(B+1i)+(7+1) 4

29 = = =1-1i.

21+ i 201+ 1)

( )
m I Les deux racines ne sont absolument pas conjuguées.

Exercice 2 : Résoudre dans C les équations suivantes :

22—2iz—1+2i20. Ez4+1:0.
( )
Proposition 3 (Relations coetfficients-racines) : Soient a, b, ¢ € C tel que a # 0.
b
z, et z, sont les racines de (Tr.C) si, et seulement si “
2129 = —.
1%2 =
L
Exemple S (Systeéme non linéaire) :
Pour résoudre un systéme de la forme { v —;z i p con introduit donc 1’équation 22 — Sz + P = 0 dont
x et y sont les solutions.

Exercice 3 : Trouver deux nombres complexes de somme i et de produit 2.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : L\é L%@W%/n& (‘[Wd/ ﬂ
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1.2] Racines n-iémes de I'unité

4 )
Définition 2 (Racines n-iemes) : Soit n € N* et z € C.

= On appelle racine n-iéme de z tout nombre complexe w vérifiant

n

W' =2Zz.

m On appelle racine n-iéme de l'unité tout nombre complexe w vérifiant

w = 1.

On note U,, = {z € C /2" = 1} leur ensemble.

Remaraues :

— Toute racine d’un nombre complexe z est donc racine du polynéme X" — z.
— Toute racine de I'unité est de module 1 i.e. Vn e N, U, C U.

( )
Exemples b :
= Les racines carrées de I'unité sont 1 et —1.
2im _ —2im
» Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e 3 et j=e 3 =j2=—-1—]j.

= Les racines quatriémes de I'unité sont +1 et +1i.

Autrement dit,

Ulz{l} [USI{l,J7j}
U2:{17 _1} [U4:{1,_17 ivT}

Théoréme 4 (Caractérisation des racines de 'unité) :

2inwk

U, =w, = eT,k‘E[[O;n—l]]}.

n

En particulier, U,, est constitué de n éléments deux a deux distincts.

2ikm
Interprétation cgéométrique : Pour n > 3, les points M, (e n ) définissent les sommets
d’un polygone régulier a n cotés.

2ikm
En effet, comme |e n | = 1, il est déja clair que tous les points d’affixe une racine n-iéme de

I'unité sont sur le cercle trigonométrique.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —SeJ Q///éﬁﬂ/%fd (‘/fﬁﬁéﬁd / ﬂ
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. 2km
Dans le plan complexe muni d’un repére (O ; 4 ; ), considérons M, (z,,) un point d’affixe z;, = e' n |

une racine n-ieme de 'unité. Alors :

(OMy; OM, ;) = (ii; OMy, ) — (ii; OMy)

z
=arg(z,,,) —arg(z,) = arg (%)
k
2im 2imw 2
= arg (e n (k“*k)) —en =2 [27]
n

1
Figure X.1 — Polygones réguliers & 3, 4 et 5 sommets.
Exercice 4+ : Résoudre dans C les équations suivantes :
3 . o 4
2> =—1. z 1)
2 =1
(5
4 )
Proposition S (Propriétés des racines de unité) : Soient n > 2 un entier.

Alors :
2im
Sion notew= e n alors U, = {wk, kEe0;n—1] }
l+w+w?+...+w" !t =0si et seulement si w € U, \ {1}.

La somme des racines n-iémes de I'unité est égale a 0 : E w=0.
wel,,

C7 2 4// - / z ﬁ‘
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X 1 —Led e« Jozrzlived (Z#]%é&” . ﬂ



PTSI VINCI - 2024 II. ENSEMBLES DE POINTS

|I.3|\ Racines n-iémes d’un nombre complexe

( )

Théoréme L @ Soient Z € C* et n € N*.

7Z admet exactement n racines n-iémes.

|zl Plus précisément, si z, est une racine n-ieme de Z alors les racines n-iemes de 7 sont

les
2ikm

zpe n , ke[0;n—1].

Pour trouver toutes les racines n-iemes d’un nombre complexe Z, il suffit donc d’en exhiber une,
notée w, et de la multiplier par toutes les racines n-iémes de I'unité.

Géométriquement, toutes les racines n-iémes sont donc obtenues & partir du point d’affixe w
) p p

27
par n — 1 rotations de centre O et d’angle —.
n

Exercice S :
1+

7
E En déduire les valeurs de cos (1—7;> et sin <1>

12
Q ENSEMBLES DE POINTS

Détinition 3 (Ensemgle de points) : Il s’agit de déterminer un ensemble (&) de points M
du plan complexe dont les affixes z vérifient une certaine propriété.

Calculer les racines cubiques de

Affixe d’un vecteur

R.appel | : Deux vecteurs 4 et ¥ du plan complexe sont égaux si, et seulement si leur affixe
sont égales :
U(z) =9(2) < z=2".

Proposition T (Affixe dun vecteur et du milieu dun seament) : Soient M; et M, deux
points du plan complexe d’affixe respective z; = a; + ib; et z, = ay + ib,.

m Le vecteur M; M, a pour affixe zy — 2; = (ag —aq) + i(by — ;).

» Le milieu I de [M;M,] a pour affixe z; = 2 —; 2

AB(255) = (25 — ) = (o0 — 7395 —va)- |

3-92i 1
5 l,g—iet—?)—i.

Exercice b : Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respective :

7o o 57
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : % Q///5777%(d f/fﬁﬁéﬂd . ﬂ
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b1+b2 M(21+Z2)

ay a; + aq a, a; + ay

Figure X.2 — Affixe d’un vecteur et du milieu d’un segment.

Déterminer 'affixe du milieu du segment [AB].
E Déterminer I'affixe du symétrique de A par rapport a C.

Déterminer l'affixe de I'image de A par la translation de vecteur BC.

A partir du module

e N\

Proposition 8 (Norme d'un vecteur) :  Soient A(z,) et B5(z5) deux points du plan com-
plexe (O ;4 ;v) d’affixe respective z, et zp.

= [[OA]| = |zal. = ||AB|| = |z — 24].

Figure X.3 — Inégalité triangulaire.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —SeJ Q///Mﬁéfd (‘//Wé”ﬁd . u
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( )
Corollaire 8! (Lianes de niveau dans C) : Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan com-
plexe et r € R,.

s L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = r est le cercle de centre A et
de rayon r.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| < r (resp. |z — 2| < r) est le
(

disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon r.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = |z — 2| est la médiatrice du
segment [AB].
\
/Tr
A

Cercle Disque fermé Disque ouvert

Médiatrice

Figure X.4 — Exemples de lignes de niveaux dans C.

Exercice T : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes :

[} [z—il=5 2] z—1+1i]=]z—i] 8] [z—il<|2+2]
A partir de I’argument

( )
Proposition 9 (Anale de deux vecteurs) :  Soient A(z,) et B(zg) deux points du plan
complexe (O ;1 ;v) d’affixe respective z, et zp.

. (a,GK) = arg (z,) [27]. u (ﬁ;ﬁ) = arg (25 — 2z4) [27].
] (ﬁ,@) = arg (i—i) = arg (zg) —arg (z,) [27].
( \

Exenple T : On donne A(2+ i) et B(—1 — 21i).
Comment déterminer les coordonnées du vecteur ﬁ, la longueur AB et 'angle (ﬁ,ﬁ) ?
w2z =25—24=—1-2i—2—i=-3-3i. Donc AB(-3;-3).

s AB = |z — z,| =|-3—3i| =3V2.
= Soit 6 un argument de zx5. On a :

cosf = 3 —@
3v2 2 = = 3w [27]

sinf = _ &
3v2 2

S—— 3T
Donc (u;AB) =-T [27].
. vy
2 o
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ L/’//é'772//554 (ﬁ7}y2é&%e {/ ﬂ
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<
~

L

Figure X.5 — Angle de deux vecteurs

Corollsire 9/ : Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;4 ;9), on

considere les points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zp,
zZo et zp.

Alors :

<E7@) = arg (zD—zC> [27] .
B T %A

Figure X.6 — Angle formé par 4 points.

Exercice & : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les condi-
tions suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

2 N _ T 3T
arg(z):? arg(z—1) = 1 arg(z):—Z
|z| = 2.
V< o v
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SrJ o /(//75/4 f/??%%ﬁ”fﬂ t/f ﬂ
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Alignement, orthogonalité, angles

Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respec-
tive z, = a + ibet z, =a’ + ib".

Re (z,7,) = aa’ + bb’. Im (z,z,) = ab” —a’b.

Théoreme IO (Colinéarité et orthogonalité de vecteurs) : Soient 4 et ¥ deux vecteurs
d’affixe respective z, et z,.

m U et U sont orthogonaux si, et seulement si Re (z,7,) = 0.

m % et U sont colinéaires si, et seulement si Im (z,z,) = 0.

Corollaire IOl : Soient @ et v deux vecteurs d’affixe respective z,, et z,,.

= 1 = z . = 7= z
ilv < *€iR et u)v = 2eR
Zu zu
(% non nul) (% et ¥ non nuls)
4 )

Corollaire I02 (Colinéarité et orthogonalité) : Dans le plan complexe muni d’un repeére
orthonormé direct (O ;1 ;7), on considere les points A, B, C et D tels que A #= B et C £ D
et d’affixe respective z,, 2, 2¢ et 2p.

A, B et C sont — AB et AC sont - 2% .p
distincts et alignés colinéaires non nuls 2g — 24 ek
(AB) // (CD) — AB e.t CD sont e #T% R
colinéaires non nuls 2p — gA
(AB) L (CD) = AB.CD =0 = D% R
ZB T ZA

Remaraue : En particulier, trois points distincts A, B et C sont alignés si, et seulement si

Za— 2
Im ((2¢ —24)(Fc —Z3)) =0 <= "2 cR < JkcRtel que 2o — 25 = k(zp — 24)-
théoréme (10) ZB T %A
corollaire (10.2)
Exercice 9 : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et

iz soient alignés.

Un exemple classique est un exercice ou I’on vous demande la nature d’une certain triangle ABC.

Sse Moo o |
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ Q/nﬁéﬁ f/ﬁi/ eI e e 10
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(HORS-PROGRAMME)

ABC est isocele en A <= AB = AC < |z — 25| = |2c — 24| -

< AB=AC et (AB;AC) Eig [27]

-

Proposition | (Nature d'un trianale) : Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral <= AB = AC =BC < |25 —2a| = |2¢c — 24l = |2¢ — 2B

2o — 2 77
< |2 —2a| = |z — za| et arg <u> =4+— [27].

ZB — RA 3

ABAC=0

ABC est rectangle en A < ( ou e CTFA R
e T ZB —ZA
arg (AB;AC) =4— [27]
2
ABC est rectangle isocele en A <~ ABAC =0 et AB=AC < Fo—2a _ +i.

B T %A

~

.

Exercice IO : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et

iz forment un triangle équilatéral.

@ TRANSFORMATIONS DU PLAN

On note P 'ensemble des points du plan.

I11.1 ] Représentation complexe

(Hors-Proaramme)

s

~
Définition 4+ : On considére une application & : P ——> P
M M’
m Lorsque J est bijective, on dit que F est une transformation du plan.
m Lorsque F est une transformation du plan, la fonction
f: C—>C
z 2
qui, & chaque z affixe de M associe 2" 1'affixe de (M) = M’ est appelée représentation
ou représentation complexe de F.
On Décrit souvent 2z’ = f(z) au lieu de z — f(z). )

Exenple & : la symétrie axiale d’axe (Oz) est une transformation du plan.

Son écriture complexe est : z +— Z.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ Q///§7ﬁ%fd f/fﬁﬁéﬂd /
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Exercice | :
Donner I’écriture complexe de la symétrie de centre O.

E Donner écriture complexe de la symétrie d’axe (Oy).

I11.2 | Translation

( )

Définition S @ Soit 4 un vecteur du plan.

On appelle translation de vecteur i, notée t;, toute transformation de P qui, a tout point M
associe le point M’ tel que :

MM’ = 4.
T’M“} - ’K/I?(Xz/>
e
M(z)
/
(0]
Figure X.7 — Translation de vecteur .
R
Remaraue :t; =t_;
( )

Proposition 2 (E criture complexe d'une translation) :  Soit @(a) un vecteur du plan.

L’écriture complexe de la translation de vecteur 4 est :

Z =z4+a

Homothétie

( )

Définition & - Soient £ un point du plan et & € R*.

On appelle homothétie de centre 2 et de rapport k, notée hg, i, toute transformation de 7
qui, & tout point M associe le point M’ tel que :

OM’ = kOM.

R
Remaraque : hg) = hg 1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : L\é L%&%ﬂ 2] (‘[/Wfd/ 12 I
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M’ (2")
/m\/,/
4\4\7://
Q-
17 o
///M(Z>
271
w” 'L/

Figure X.8 — Homothétie de centre €2 et de rapport r.

B
Proposition I3 (E criture complexe dune homothétie) :  Soient Q(w) un point du plan
et ke R*.

L’écriture complexe de I’homothétie de centre €2 et de rapport k est :

2 —w=k(z—w)

En particulier, pour k£ € R*, z — kz est ’écriture complexe de I’homothétie de centre O et de
rapport k.

I11.4} Rotation

s 2
Définition T : Soient €2 un point du plan et 8 € R.

On appelle rotation de centre Q et d’angle 6, notée rq 4, toute transformation de ? qui, a
tout point M associe le point M’ tel que :

oM’ = QM

(ﬁl\—/f, Qm’ ) =0 [27]

M’ (2')
¥
/
/
W,
/ ,/
Yy _-=
// 0 ,f” (Z
/ >
Q(zq)

Figure X.9 — Rotation de centre {2 et d’angle 6.

.
Remaraue :1qy =1q 4.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : —Led o« Jozrztires K[/WKJ . 13
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Vs

Proposition 4 (E criture complexe dune rotation) :  Soient Q(w) un point du plan et

0 eR.
L’écriture complexe de la rotation de centre §2 et d’angle 0 est :

2 —w=e¥z—w).

En particulier, pour 0 € R, z — €z est ’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle
0.

Vs

Proposition IS (E ariture complexe d'une sywétrie axiale) :  Soit (2) une droite passant
par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire u, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

S(@) A ZA + z%(%—ﬁ)

Un peu hors-proaramme

Figure X.10 — Symétrie d’axe (2).

Les transformations usuelles étudiées ci-dessus s’écrivent toutes sous la forme z — az + b ou
z+ az+ b avec a,b € C.

On montre que, réciproquement, une application de ce type correspond & une transformation
usuelle, ou une composée de transformations usuelles du plan :

p
Théoréme I6 (Interprétation des transformations affines de ©) :  Soit (a;b) € C2.

Soit ¢ : 2 > az + b avec a # 0.

(*) Sia =1, ¢ est la représentation d’une translation de vecteur 4i(b).

@ Sia =rel? + 1, il existe un point € invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre 2 par une homothétie de

rapport 7 et de méme centre.

CHAPITRE X : {,\% g//mn%/d Kﬂﬁ%é”/d ﬂ ﬂ

Lycée Jules Garnier



III. TRANSFORMATIONS DU PLAN (HORS-PROGRAMME)

PTSI VINCI - 2024

On dit que @ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
), de rapport r et d’angle 6.

. ;0
@‘ Soit p:z+—>az+baveca=rel? £0etu=e'2.

Alors ¢ est la représentation de la composée d’une symétrie d’axe (2) de vecteur
directeur 4 et passant par A, d’une translation de vecteur ai ot v € R (un glissement
le long de la droite (2)) et d’'une homothétie de centre O et de rapport r.

Exercice [ : Caractériser la transformation associée a la fonction

fizr—2iz+1.

Pourquoi le nombre zéro n’a-t-il aucune crédibilité
au sein des nombres complexes ?

Réponse : parce qu’il n’a jamais d’argument.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X : SJ Q/nﬁéﬁ f/ﬁi/ eI e e
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IV. RESUME DE GEOMETRIE COMPLEXE
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