Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 10




© Racines n-iemes d’un nombre complexe
o Racines carrées d’un nombre complexe
@ Racines n-iemes de 'unité

@ Racines n-iémes d’un nombre complexe

© Ensembles de points
o Affixe d’un vecteur
o A partir du module
e A partir de ’argument
o Alignement, orthogonalité, angles

© Transformations du plan (Hors-Proaramme)

@ Représentation complexe
o Translation

e Homothétie

e Rotation

@ Symétrie axiale




a résolution d’équations polynomiales par radicaux a motivé une part
importante de la recherche mathématique, jusqu’a ce que Niels Abel! prouve
I'impossibilité de résoudre I’équation général du 5-ieme degré par radicaux.

Peu de temps apres, Evariste Galois? élucide complétement le probleme, dans un
mémoire rédigé peu avant sa mort prématurée en 1832, et dans une lettre rédigée a la
hate & un ami, la veille du duel qui devait lui étre fatal (il avait alors 20 ans). Dans ce
mémoire, on y trouve en particulier les balbutiements de la théorie des groupes.

1. Niels Henrik Abel (1802-1829) est un mathématicien norvégien. Il est connu pour ses travaux
en analyse mathématique sur la semi-convergence des séries numériques, des suites et séries de
fonctions, les critéres de convergence d’intégrale généralisée, sur la notion d’intégrale elliptique; et
en algeébre, sur la résolution des équations. ’
2. Evariste Galois est un mathématicien francais, né le 25 octobre 1811 a Bourg-Egalité
(aujourd’hui Bourg-la-Reine) et mort le 31 mai 1832 & Paris. On a donné son nom a une branch
mathématiques dont il a posé les prémices, la théorie de Galois. Il est un précurseur dans la noti

de groupe et un des premiers & mettre en évidence la correspondance entre symétries et invariants.
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arl Friedrich Gauss montre que les racines de X" — 1 (donc

- les racines n-iémes de 'unité), peuvent s’exprimer par radicaux si n est premier.
Il va plus loin, en montrant que si n est un entier premier de la forme 22" 4 1, alors les
solutions peuvent s’exprimer sous forme de radicaux carrés. Ce résultat ameéne la
constructibilité & la régle et au compas du pentagone (déja connu depuis bien
longtemps), de I’eptadécagone, i.e. le polygone a 17 cotés (Gauss en donne une
construction) puis des polygones & 257 et 65537 cotés. On ne connait pas, & ce jour,
d’autres nombres premiers de la forme 22" 41 appelés nombres de Fermat. On ne sait
pas s’il y en a d’autres.

ierre-Laurent Wantzel montre la réciproque en 1837 : les seuls polygones
constructibles sont les polygones dont le nombre de c6tés est un nombre
premier de la forme 22" 4 1, ou des nombres ayant comme uniques facteurs (qui
doivent étre simples) ces nombres premiers ou 2 (en multiplicité quelconque).
Ce théoréme est connu sous le nom de théoréme de Gauss-Wantzel.
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@ Racines n-itmes d’un nombre complexe

@ Racines carrées d’un nombre complexe
@ Racines n-iémes de l'unité
@ Racines n-iémes d’un nombre complexe

0 Ensembles de points

o Transformations du plan

(Hors-Proaramme)




Détinition | (Racine carré) :

On appelle racine carrée d’un nombre complexe z tout nombre complexe u vérifiant :




Détinition | (Racine carré) :

On appelle racine carrée d’un nombre complexe z tout nombre complexe u vérifiant :

Exemples | :

0 admet 0 comme unique racine carrée complexe.

m —1 admet deux racines carrées complexes : i et —i qui sont les racines du
polynoéme X2 + 1.

m Si o € R, alors ses racines carrées sont ++/a, racines de X2 — a.

m Si o € R_ alors ses racines carrées sont +i+/—a, racines de X2 + S ot = —a > 0.




Sia¢R,, il est strictement interdit d’écrire /a.

Par exemple, pour —1, on aurait alors :

1=V =vV_ix-l=vV-lxvV-l=(-1)"=-11




Tout nombre complexe non nul admet exactement
deux racines carrées opposées.




Tout nombre complexe non nul admet exactement
deux racines carrées opposées.

Exemples 2 :
1+
V2

LT LT
m Les racines carrées de i =e'2 sont +e'4 = +

.
m Les racines carrées de 1 + i =+/2e'4 sont

+V2e'8 =4 (\/ﬁjl T i\/ﬂ;l).




Exemple 3 (Racines carrées de 1 — iv/3) :

Posons z =3 —4i et u € C tel que z = u?.

Sous forme exponentielle :

.
@ On cherche, tout d’abord, la forme exponentielle de z : z=2e%'3.

@ Les racines carrées sont alors évidentes a trouver :

LT .
w =v2e's et uy = —V2 e

@y




Exenple 3 (Racines carrées de 1 — iV/3) :

Posons z =3 —4i et u € C tel que z = u?.

Sous forme algébrique : Il suffit de suivre la démonstration.

©Q On pose u=a+ ib.

a?—5 =1
Q:=u <= 1—iV3=ad>—0%+2iab et 2—|u2<:>{a2+b2 =2
20b =—V3.
a2 :% a =+
(:»{ ¥ =1 = b *i\/7
2ab =—V3 %b = V3.

= u:\/i(:téii%).

Comme y < 0, a et b doivent étre de signe contraire et on ne garde que celles-ci :

2 2

ulzx/i(éf%i) et uzf\/i(ﬂfli).

-




Déterminer les racines carrées de —1 + i par deux méthodes.




Soient a,b,c € C, a # 0. On considére I’équation :

az? +bz+c=0 (Tr.C)

On appelle encore discriminant de 1’équation (Tr.C), noté A, le nombre complexe défini
par A = b% — 4ac.

e Si A =0, (Tr.C) posséde une unique solution, dite double : 7= —%.
. N . —b+4
e Si A #0, (Tr.C) posséde deux solutions : e

ou 0 est une racine carrée de A.




Exemple 4 ((1+ i)22+ 3+ i)z + (—6+4i)=0) :

A=B+1)2—4(1+ i)(—6+4i) =48+ 14i.
On cherche § = a + ib tels que :
a? — b2 =48 a® =49
5 5 % 2 a="T7 a=-—T7
0°=A <= (a*+b*=50 <= b= = ou
b=1 car ab>0 b=
2ab = 14 ab=1T
On prend § =7+ 1.

L’équation admet ainsi les deux solutions :

—B41i)—(7T+i) —-10-2i —5—i —(B+i)1—1i)

. . . . = 342i, et
i 201+ 1) 20+1i) 141 2 3421, e
—B+1i)+(T+1) 4 ,
2y = - = — =1—1i.
21+ 1) 2(1+1)




Exemple 4 ((1+ i)z + 3+ i)z + (—6+41)=0):

A=B+1)2—4(1+i)(—6+4i) =48+ 14i.

L’équation admet ainsi les deux solutions :

B4+ i)-(T+i)  —10-2i H5—i —(+i)1—i)

_ - = = =—3+42i, et
& 21+ 1) 21+ 1) 141 2 tal,e
—B+i)+(7T+1) 4 .
2y = A E — =1—1.
21+ 1) 2(1+ 1)
Les deux racines ne sont absolument pas conjuguées.




Résoudre dans C les équations suivantes :

Q 2—-2iz—1+2i=0.




Résoudre dans C les équations suivantes :

Q@ 22 —2iz—14+2i=0. Q@ t+1=0.




Soient a, b, ¢ € C tel que a # 0.

21tz = ——
z; et z, sont les racines de (Tr.C) si, et seulement si

2129 =




Soient a, b, ¢ € C tel que a # 0.

21tz = ——
z; et z, sont les racines de (Tr.C) si, et seulement si

2129 =

Exemple S (Systéme non linéaire) :

Tty =
zy = P
22 —Sz+P =0 dont x et y sont les solutions.

Pour résoudre un systéme de la forme { , on introduit donc I’équation




Trouver deux nombres complexes de somme i et de produit 2.




Détinition 2 (Racines n-iémes) :
Soit n € N* et z € C.

m On appelle racine n-iéme de z tout nombre complexe w vérifiant

€
Il
w

m On appelle racine n-iéme de 'unité tout nombre complexe w vérifiant

w" = 1.

On note U,, = {z € C /2" =1} leur ensemble.




Remaraues :

m Toute racine d’un nombre complexe z est donc racine du polyndéme X" — z.




Remaraues :

m Toute racine d’un nombre complexe z est donc racine du polyndéme X" — z.

m L’ensemble U, posséde une structure de groupe multiplicatif commutatif tres
importante.




Remaraues :

m Toute racine d’un nombre complexe z est donc racine du polyndéme X" — z.

m L’ensemble U, posséde une structure de groupe multiplicatif commutatif tres
importante.

m Toute racine de I'unité est de module 1 i.e. VneN, U, C U.




Exemples L :

m Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.




Exemples L :

m Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.
2im
m Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e 3

— =2im
etj=e 3 =j2=—1—3j.




Exemples L :

m Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.
2im o —2im
m Les racines cubiques de 'unité sont 1, j = e 3 et j=e 3 =j2=—1—j.

m Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +1i.




Exemples L :

m Les racines carrées de I'unité sont 1 et —1.
2i
m Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e 3

3

m Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +1i.

Autrement dit,

U, = {1}




Exemples L :

m Les racines carrées de I'unité sont 1 et —1.
2i
m Les racines cubiques de I'unité sont 1, j = e 3

3

m Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +1i.

Autrement dit,

U, = {1}
Uy = {1, -1}




Exemples L :

m Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.
2i
m Les racines cubiques de 'unité sont 1, j = e 3 et j=¢e 3

3
|

)

3

m Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +1i.
Autrement dit,

u')1:{1} M3:{1?j7?}
U, ={1, -1}




Exemples b :

m Les racines carrées de 'unité sont 1 et —1.
2i
m Les racines cubiques de 'unité sont 1, j = e 3 et j=e 3 =]

3
|

)

3

m Les racines quatriemes de 'unité sont +1 et +1i.

Autrement dit,

Mlz{l} U3:{15j77}
U, = {1, -1} U, ={1,-1, i, i}




Unz{wk= eLr:rk, ke [[O;n—l]]}.

En particulier, U,, est constitué de n éléments deux a deux distincts.




Figure 1 — Polygones réguliers a 3, 4 et 5 sommets.
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Résoudre dans C les équations suivantes :




Résoudre dans C les équations suivantes :

Q X =—i. 9(2_1)4—




Soient n > 2 un entier.
Alors :

2im

@ Sion notew= e n alors (Un:{wk, ke [[0;7171]]}.




Soient n > 2 un entier.
Alors :

2im

@ Sion notew= e n alors (Un:{wk, ke [[0;7171]]}.

O 1l+wtw?+...+w ! =0si, et seulement si w e U, \ {1}.




Soient n > 2 un entier.
Alors :

2im

@ Sion notew= e n alors (Un:{wk, ke [[0;7171]]}.
Q 1+tw+w?+..+w" =0 si et seulement si w € U, \ {1}.

© La somme des racines n-iémes de I'unité est égale a 0 : g w=0.
wel,,




Soient Z € C* et n € N*.

@ 7Z admet exactement n racines n-iémes.

Remaraues :




Soient Z € C* et n € N*.

@ 7Z admet exactement n racines n-iémes.

@ Plus précisément, si z; est une racine n-ieme de Z alors les racines n-iemes de Z

sont les
2ik

Zy e n"7 ke0;n—1].

Remaraues :




Soient Z € C* et n € N*.

@ Z admet exactement n racines n-iémes.

@ Plus précisément, si 2, est une racine n-ieme de Z alors les racines n-iemes de Z
sont les
2ikr
zpe n , kelo;n—1].

Remaraues :

m Pour trouver toutes les racines n-iémes d’un nombre complexe Z, il suffit donc d’en
exhiber une, notée w, et de la multiplier par toutes les racines n-iémes de 'unité.




Soient Z € C* et n € N*.

@ Z admet exactement n racines n-iémes.

@ Plus précisément, si 2, est une racine n-ieme de Z alors les racines n-iemes de Z

sont les
2ik

Zy e nﬂ7 ke0;n—1].

Remaraues :

m Pour trouver toutes les racines n-iémes d’un nombre complexe Z, il suffit donc d’en
exhiber une, notée w, et de la multiplier par toutes les racines n-iémes de 'unité.

m Géométriauement, toutes les racines n-iemes sont donc obtenues & partir du

27
point d’affixe w par n — 1 rotations de centre O et d’angle —.
n




TF i
ol

@ En déduire les valeurs de cos (%) et sin (%)

@ Calculer les racines cubiques de




o Racines n-iemes d’un nombre complexe

e Ensembles de points
@ Affixe d’un vecteur
@ A partir du module
@ A partir de 'argument
@ Alignement, orthogonalité, angles

0 Transformations du plan (Hors-Proaramme)




Détinition 3 (Ensemple de points) :

Il s’agit de déterminer un ensemble (£) de points M du plan complexe dont les affixes z
vérifient une certaine propriété.




Deux vecteurs 4 et ¥ du plan complexe sont égaux si, et seulement si leur affixe sont
égales :

u(z) =0(2") <= z=2".




Deux vecteurs 4 et ¥ du plan complexe sont égaux si, et seulement si leur affixe sont
égales :

-

u(z) =0(2") <= z=2".

Soient M; et M, deux points du plan complexe d’affixe respective z; = a; + ib; et
Zy = ay + iby.

m Le vecteur MM, a pour affixe z, — z; = (ay — ay) + 1(by — by).
2z + 2

m Le milieu I de [M;M,] a pour affixe z 3




Deux vecteurs 4 et ¥ du plan complexe sont égaux si, et seulement si leur affixe sont

égales :
u(z) =0(2") <= z=2".

Soient M; et M, deux points du plan complexe d’affixe respective z; = a; + ib; et
Zy = ay + iby.

m Le vecteur M;M, a pour affixe z, — 2, = (a5 — a;) + i(by — by).
2z + 2

m Le milieu I de [M;M,] a pour affixe z 5

En particulier, si A(z,) et B(zp) sont deux points du plan complexe, on retrouve la
relation familiere :

ﬁ(zﬁ) = (25 —2a) = (¥5 — Ta;Yg — Ya)-




PTSI

Figure 2 — Affixe d’un vecteur et du milieu d’un segment.
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b M(zq + zg)

$a

&8

oM

%) T T T
a a) +ay

Figure 2 — Affixe d’un vecteur et du milieu d’un segment.
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b M(zq + zg)

bitby | 1
2

[T
1

oM

%) T T T T
ay +ay a a) +ay

Figure 2 — Affixe d’un vecteur et du milieu d’un segment.
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3—2i 1
Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respective : Tl, 3~ iet—3—1i.

@ Déterminer I'affixe du milieu du segment [AB].




3—2i 1
Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respective : Tl, 3~ iet—3—1i.

@ Déterminer I'affixe du milieu du segment [AB].

@ Déterminer I'affixe du symétrique de A par rapport a C.




3— 1 .
Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respective : ———, — — i et —3 — 1i.

@ Déterminer I'affixe du milieu du segment [AB].
@ Déterminer I'affixe du symétrique de A par rapport a C.

@ Déterminer l'affixe de 'image de A par la translation de vecteur BC.

o BTSI (yesed@) CRapTEESTo YT



Soient A(z,) et B,(25) deux points du plan complexe (O ;4 ;) d’affixe respective z,
et 2p.

= |[OA]| = |z4]-

@

B(zp)

.
7’
7’
'
.
7’
7’
.
7’
&® .
7’
7 A
7’
7’
e
7’
. _——’7 A(zy)
. -
. of -
e _-
- e

Figure 3 — Inégalité triangulaire.




Soient A(z,) et B,(25) deux points du plan complexe (O ;4 ;) d’affixe respective z,
et 2p.

= |[OA]| = |z4]- = |[AB|| = |25 — 2al-

B(zp)

@

Figure 3 — Inégalité triangulaire.




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe et r € R,..

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = r est le cercle de centre A et
de rayon 7.

Cercle

Figure 4 — Exemples de lignes de niveaux dans C.




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe et r € R,..

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = r est le cercle de centre A et
de rayon 7.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| < r (resp. |z — 2| < 7) est le
disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon 7.

Cercle Disque fermé Disque ouvert

Figure 4 — Exemples de lignes de niveaux dans C.




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe et r € R,..

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = r est le cercle de centre A et
de rayon 7.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| < r (resp. |z — 2| < 7) est le
disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon 7.

m L’ensemble des points M(z) du plan tels que |z — z,| = |z — 2| est la médiatrice du

segment [AB].
" B
. _— “
oA
Cercle Disque fermé Disque ouvert Médiatrice

Figure 4 — Exemples de lignes de niveaux dans C.




Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes :

0 z—i|l=5




Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes :

Q@ |z—1i|=5 O [z—1+1i|=]|z—i|




Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes :

0 |z—i|=5 O [z—1+1i|=]|z—i| @ [z—i|<|z+2




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z,

et zg.

© (i;0A) = arg(z,) [2n].

ey

< .
arg (zp)

[} =
i
Figure 5 — Angle de deux vecteurs
~ pTsI (LycéeJdac ... Chapitre10 = 33/57




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z,

et zg.

© (i;0A) = arg(z,) [2n].

Q (ﬁ,ﬁ) = arg(zg — 2z4) [27).

B~ )

ey

< .
arg (zp)

[} =
@
Figure 5 — Angle de deux vecteurs =
~ pTsI (LycéeJdac ... Chapitre10  33/57




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z,
et zg.

o (ﬁ,ﬁ) = arg(z) [27]. Q (ﬁ,ﬁ) = arg(zg — 2z4) [27).

Q (O*A,O_B) = arg(zp) —arg(zy) = arg (j—i) [27] .

B~ )

Angle de deux vecteurs



Fab
Crayon


Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z,
et zg.

(4] (ﬁ,m) = arg(z,) [27). Q (ﬁ,ﬁ) = arg(zg — 2z4) [27).

Q (O*A,O_B) = arg(zp) —arg(zy) = arg (j—i) [27] .

Preuve :
|_0 %o anm ansention est o degwufzww




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;4 ;9) d’affixe respective z,
et zg.

o (ﬁ,ﬁ) = arg(z) [27]. Q (ﬁ,ﬁ) = arg(zg — 2z4) [27).

Q (O*A,O_B) = arg(zp) —arg(zy) = arg (j—i) [27] .

Preuve :
ro%wmmewﬂade@nm
Qqmdudmm&mmeMMdﬁuem:EL&ZMZZB—ZA.O%BW
ufma?ebnémxﬂtarnrnécéd.@nm:

(ﬁ;ﬁ) = (ﬁ;OT/f) =arg(zg —2a) [27).




Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe (O ;1 ;9) d’affixe respective z,
et zg.

o (ﬁ,ﬁ) = arg(z) [27]. Q (ﬁ,ﬁ) = arg(zg — 2z4) [27).

Q (O*A,O_B) = arg(zp) —arg(zy) = arg (j—i) [27] .

Preuve :
ro%wmmewﬂade@nm
QWdum&mmWMMdﬁu&m:EL&ZMZZB—ZA.O%BW
ufma@wném;ﬁtalbrnécéd.@nm:

(ﬁ;ﬁ) = (ﬁ;OT/f) =arg(zg —2a) [27).
3] &\Kw,, (ﬁ,@) = (ﬁ;@) — (71;041()

= arg (zp) —arg(z,) = arg (i—i) [27]. ~*




Exemple T :

On donne A(2+ i) et B(—1—21i).

Comment déterminer les coordonnées du vecteur AB, la longueur AB et l’angle

(i;AB) ?

myE=2—24=—1-2i—2—i=-3-3i.

Donc AB (—3;—3).




Exemple T :

On donne A(2+ i) et B(—1—21i).

Comment déterminer les coordonnées du vecteur AB, la longueur AB et l’angle

(i;AB) ?

myE=2—24=—1-2i—2—i=-3-3i.

m AB = |z — 24| = |-3—3i| = 3V2.

Donc AB (—3;—3).




Exemple T :

On donne A(2+ i) et B(—1—21i).

?onlge)nt déterminer les coordonnées du vecteur AB, la longueur AB et l’angle
u;AB)?

mog=25—24=—1—2i—2—i=-3-3i. DoncAB(-3;-3).

m AB = |z — 24| = |-3—3i| = 3V2.

m Soit § un argument de zz5. On a :

cosG——i ——Q
32 2 — =" pn
sim9——i ——Q !
3v2

Donc (a,ﬁ) = —%r [27].




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;;%), on considére les
points A, B, C et D deux & deux distincts et d’affixes respectivement z,, 2, 2¢ et zp.

Alors : (ﬁ,@) = arg (%) [27].
B~ %A

B
(25) o

Alz)

(1)

Clzc)

Figure 5 — Angle formé par 4 points.




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;¥), on considére les
points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zg, z¢ et zp.

Alors : (E,@) = arg (zD — ZC) [2n].

B — ?A

Preuve :
%mmwwauwmm&bmmu@w=

(5 op)




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;¥), on considére les
points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zg, z¢ et zp.

Alors : (E,@) = arg (zD — ZC) [2n].

B — ?A

Preuve :
%mmwwauwmm&bmmu@w=

(50P) = (:0D) - (1:45)




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;¥), on considére les
points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zg, z¢ et zp.

Alors : (E,@) = arg (zD — ZC) [2n].

B — ?A

%&wwauwmm&bwu@w=
(AB;CD) = (i;CD) — (u; AB)

=arg (2p — z¢) —arg (25 — 2a)




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;¥), on considére les
points A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z,, zg, z¢ et zp.

Alors : (E,@) = arg (zD — ZC) [2n].

B — ?A

Preuve :
B dmansiration oo identiqus & o prscidnti on uilisont fos. st do Longument
(B 0D) = (1;0D) - (1:45)
= arg(zp — 2c) —arg(zp — 2a)

=arg (M) [2n].

2B T ZA




Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

2
o arg —W

|| ’
(u,OM)
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Machine à écrire
||

Fab
Machine à écrire
(u,OM)


Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

0 s Qa1 ] =(uAM)
Ali)

o UBTSI (yesed@) Ghapitre 10

36 /57


Fab
Crayon

Fab
Machine à écrire
A(i)

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Machine à écrire
=(u,AM)


Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

2 : m 3
Q arg(z) = ?ﬂ— @ arg(z— 1):_1 ° {arg(z):—I
|2] = 2.
r ya
Z

o UBTSI (Lyese d@) Ghapitre 10

36 /57


Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon

Fab
Crayon


Soient 4 et U deux vecteurs d’affixe respective z, =a+ ib et z, =a’ + ib’.

m Re(z,%z,) = aa’ + bb’. m Im (z,Z,) = ab’ —a’b.




Soient @ et U deux vecteurs d’affixe respective z, =a+ ib et z, =a’ + ib’.

m Re(z,%z,) = aa’ + bb’. m Im (z,7,) = ab’ —a’b.

veu v

Preuve :
%m&&tdgm&;‘&e}u%Z:(achbd)Jri(adfbc)memmmmdmeeurmhmnée@metwm
&uwwmexm&mmaexa

—




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, =a+ ibet 2z, =a’ + ib’.
u v

m Re(z,%z,) = aa’ + bb’. m Im (z,Z,) = ab’ —a’b.

veu v

Remarques :
m Dans ’écriture du lemme précédent, on reconnait le produit scalaire des deux

vecteurs 4 et U :
a a’
U-0= . =aa’ + bb'.
b 14




Soient @ et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, =a+ ib et z, =a’ + ib’.

m Re(z,z,) = aa’ + bb’. m Im (z,z,) = ab’ —a’b.

veu v

Remarques :
m Dans ’écriture du lemme précédent, on reconnait le produit scalaire des deux

vecteurs 4 et U :
a a’
ﬁ-i)’=<)~( )=aa'+bb’.
b 14

m La deuxiéme expression s’appelle le déterminant des deux vecteurs 4 et ¥ :

a d
det (4;0) = =ab' —a’d.
b v
ax+b=c

a'x+b'y=c'



Fab
Machine à écrire
ax+b=c

a'x+b'y=c'


Soient 4 et U deux vecteurs d’affixe respective z, =a+ ib et z, =a’ + ib’.

m Re(z,z,) = aa’ +bb'. m Im (2,%,) = ab’ —a’b.

vFu v

Soient % et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

m U et U sont orthogonaux si, et seulement si Re(z,%,) = 0.

Z
et U sont colinéaires si, et seulement si Im (z,z,) = 0.

u
S




On en déduit une caractérisation plus commode :

Soient u et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

Z, zZ,
ilv < 2 e€iR et i) <= 2 eR
z

u

<

(% non nul) (t et ¥ non nuls)




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%ec,@a#ﬁeta;édqﬁmz@#oamw

ﬁd:ﬁwnbmlﬂocaoamum




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%ec,@a#ﬁeta;édqﬁmz@#oamw

ﬁd:ﬁwnbo'ﬁﬂo%oamum@,zuzeiﬂ?




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%ec,@a#ﬁeta;édqﬁmz@#oamw
N N . . —_ ™
ud:vboznhmiﬂo%mmum <= 2,7, € iR < arg(zvzu)E§ []




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%ec,@a#ﬁeta;édqﬁmz@#oamw
N N . . —_ ™
ud:vboznhmiﬂo%mmum <= 2,7, € iR < arg(zvzu)E§ []

z’l) —
Zv) =2 9
< arg (Zu) 3 [27]




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%ec,@a#ﬁeta;édqﬁmz@#oamw
N N . . —_ ™
ud:vboznhmiﬂo%mmum <= 2,7, € iR < arg(zvzu)E§ []

< arg (Z—”)EE [27] = 2R
2, 2 z,

u




Soient 1% et U deux vecteurs d’affixe respective z, et z,,.

5 z . - Z
il?7 <= *eiR et U)v = 2 eR
Z’LL Zu
(@ non nul) (@ et ¥ non nuls)

Preuve :

&%@ua#ﬁem;édqﬁmz@#oamm
N N . . —_ ™
ud:vboznhmiﬂo%mmum <= 2,7, € iR < arg(zvzu)E§ []

< arg (Z—”)EE 27] = 2R
2, 2 z,

u

OW%WQ'W@WMﬁ=Q&WMEMMWdMWMF&md

0ciR




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)
Preuve :
@em@me,vou}uﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:

T ob ¥ sont colinéaines




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)
Preuve :
@em@me,vou}uﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:

ﬁd:ﬁwutm&néam(:)szER




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)
Preuve :
@em@me,vou}uﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:

T b U sonk colinsaines < 2,7, €R < arg(z,z;) =0 [r]




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)

Preuve :
@em@me,vou}uﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:
Ti o ¥ sonb colinéaines <= z,7; €R <= arg (z,z,) =0 [n]
< arg(z,) +arg(z,) =0 [q]




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)

Preuve :
@em@me,vou}bﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:
Ti o ¥ sonb colinéaines <= z,7; €R <= arg (z,z,) =0 [n]
< arg(z,) +arg(z,) =0 [q]

< arg (Zv) —arg (Zu) =0 [ﬂ-]




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)
Preuve :
@em@me,vou}bﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:

T b U sonk colinsaines < 2,7, €R < arg(z,z;) =0 [r]
< arg(z,) +arg(z,) =0 [q]

< arg (Zv) —arg (Zu) =0 [ﬂ-]

= arg (?) =0 [r]

u




Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’affixe respective z, et z,.

= 0 & 2 . = M= Z
i1liv <= 2 e€iR et )0 <= 2 eR.
u ZU
(2% non nul) (t et ¥ non nuls)
Preuve :
@em@me,vou}bﬂ%ﬁet’ﬁ#amm:

T b U sonk colinsaines < 2,7, €R < arg(z,z;) =0 [r]
< arg(z,) +arg(z,) =0 [q]

< arg (Zv) —arg (Zu) =0 [ﬂ-]

= arg (z—”)zo[w] = ZeRr

u U
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;¥), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, zp, z2¢ €t zp.

A, B et C sont AB et AC sont 20— 2p
C . G2 . Aad —= R
distincts et alignés colinéaires non nuls 25 — 2Za
Preuve :

X2 w@x de thaduine e théoréme (10) et lo corollsire (10.1) altenant :

m Joient troin points A, B ok C distinets. En ponticulien, 25 e zxp vonk non muds.

ABd:Cwnl:aﬂ«améu
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;¥), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, zp, z2¢ €t zp.

A, B et C sont AB et AC sont e 7% R
distincts et alignés colinéaires non nuls 2p — Zp :
Preuve :

%m@x@mﬁe théoréme (10) e lo corollsire (10.1) altenant :
m Joient troin points A, B ok C distinets. En ponticulien, 25 e zxp vonk non muds.
AB@CWW@K‘E@EWM




1;7), on considere les

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, zp, z2¢ €t zp.

A, B et C sont AB et AC sont o FoT% g
distincts et alignés colinéaires non nuls A S
Preuve :

X2 w%,t de thaduine e théoréme (10) et lo corollsire (10.1) altenant :

m Joient troin points A, B ok C distinets. En ponticulien, 25 e zxp vonk non muds.
A B et C sont abignen <= AB o AC sont colinsainen

e
ZAC eR
o

AB

<~
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;¥), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, zp, z2¢ €t zp.

A, B et C sont AB et AC sont e 7% R
distincts et alignés colinéaires non nuls 2p — Zp :
Preuve :

%m@x@mﬁe théoréme (10) e lo corollsire (10.1) altenant :
m Joient troin points A, B ok C distinets. En ponticulien, 25 e zxp vonk non muds.
AB@CWW@K‘E@EWM

25G 20— 2
ZAC c R s ZC€ %A cR.
238 ZB — ZA

<~




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2 €t zp.

(AB) // (CD) — AB et CD sont = Zp — 2¢ cR
colinéaires non nuls 25 — 2a ’

Preuve :
X2 w@m de traduine lo théoréme (10) e b corollaire (10.1)  attenant :

-TM(AB)&(CD)WWM&@%MMWWA&W 255 & 7o

(AB) ¢ (CD) sont Pana&e@eu




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2 et zp.

(AB) // (CD) — AB et CD sont = Zp — 2¢ cR
colinéaires non nuls 25 — 2a ’

Preuve :
X2 w@m de traduine lo théoréme (10) e b corollaire (10.1)  attenant :

-TM(AB)&(CD)MWM&@%MMW@M@A&W 255 & 7o
(AB)@(CD)WWJ&&@@ AB o CD sonb colinéaines




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2 et zp.

(AB) // (CD) — AB et CD sont = Zp — 2¢ cR
colinéaires non nuls 25 — 2a ’

Preuve :
X2 w@m de traduine lo théoréme (10) e b corollaire (10.1)  attenant :

-TM(AB)&(CD)MWM&@%MMW@M@A&W 255 & 7o
(AB)@(CD)WWJ&&@@ AB o CD sonb colinéaines

—
XD eR
“AB

S




Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;% ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2 et zp.

(AB) // (CD) — AB et CD sont = Zp — 2¢ cR
colinéaires non nuls 25 — 2a ’

Preuve :
X2 w@m de traduine lo théoréme (10) e b corollaire (10.1)  attenant :

-TM(AB)&(CD)MWM&@%MMW@M@A&W 255 & 7o

(AB)&(CD)WW@E@@WM
o B R o DT R

255 ZB — ZA
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2¢ €t zp.

(AB) L (CD) = AB.CD =0 = DT R
2B — %A

Preuve :
2 MJ@L de braduine le théoréme (10) o le corollaire (10.1) attenant :

-%S"oﬁs (AB)QL(CD)MWCRDWM&KMMW@WW.&W 25
eat non mull.

(AB) o (CD) sonk WM&M%
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2¢ €t zp.

(AB) L (CD) = AB.CD =0 = DT R
2B — %A

Preuve :
2 M%«L de braduine le théoréme (10) o le corollaire (10.1) attenant :

-%S"oﬁs (AB)&(CD)WWM%@WmWW.&W&% 25
eat non mull.

(AB)&(CD)WWW@E&@WW
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2¢ €t zp.

(AB) L (CD) = AB.CD =0 = DT R
2B — %A

Preuve :
2 M%«L de braduine le théoréme (10) o le corollaire (10.1) attenant :

-%S"oﬁs (AB)&(CD)WWM%@WmWW.&W&% 25
eat non mull.

(AB)&(CD)WWW@E&@WW

#cb
ZRB

ad € iR
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ;1 ;7), on considére les
points A, B, C et D tels que A # B et C # D et d’affixe respective z,, 2, 2¢ €t zp.

(AB) L (CD) = AB.CD =0 = DT R
2B — %A

Preuve :
2 M%«L de braduine le théoréme (10) o le corollaire (10.1) attenant :

-%S"m\t (AB)&(CD)WWM%@WmWW.&W&% 25

(AB)&(CD)WW@E&@WW
@eiﬂ? o= DT o,

25H 2B — Zp




Remaraue : En particulier, trois points distincts A, B et C sont alignés si, et
seulement si

Zo— 2
T (2 — 24)(F5 — 7)) =0 > C=7A ¢R
théoréme (10) ZB T ZA
corollaire (10.15)

< 3k € R tel que z¢ — 25 = k(zg — 2,).

La premiére assertion signifie donc simplement que deux vecteurs AB et AC sont
colinéaires si, et seulement si leur affixe 2z — 2, et zo — 2, sont proportionnelles dans R.




Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et iz
soient alignés.

z-i/iz-z dans R
z-i/z(i-1)

iz-i/iz-z dans R



Fab
Machine à écrire
z-i/iz-z dans R

z-i/z(i-1)



iz-i/iz-z dans R


Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est isocele en A <= AB = AC




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est isocéle en A <= AB = AC < |25 — 2| = |2¢c — 24l -

(BC,BA)=(CA,CB) <:>arg(za—zb/zc—
zb)=arg(...)



Fab
Machine à écrire
(BC,BA)=(CA,CB) <=>arg(za-zb/zc-zb)=arg(...)


Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC

< |z — 24l = |zc — 24l = |2c — 25




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC

< |z — 24l = |zc — 24l = |2c — 28]

< AB=AC et (E;E)Eig (27




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC

< |z — 24l = |zc — 24l = |2c — 28]

< AB=AC et (E;E)Eig (27

< |z — 2| = |2c — 24| et arg <M> =42 [27].
Zp — 2 3




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC

< |z — 24l = |zc — 24l = |2c — 28]

ou
— ™
< AB=AC et (AB;AC) =+3 [27]
< |z — 2| = |2c — 24| et arg <M> =42 [27].
Zp — 2 3
ou




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est équilatéral < AB = AC = BC

< |z — 24l = |zc — 24l = |2c — 28]

ou
— ™
< AB=AC et (AB;AC) =+3 [27]
< |z — 2| = |2c — 24| et arg <M> =42 [27].
Zp — 2 3
ou

< arg (zC_ZA) = arg (M> =47 [27].
Zp — 2 Zo — 2B 3




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle en A




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABAC =0

ABC est rectangle en A <~




Soit ABC un triangle non dégénéré.

AB.AC =0
ABC est rectangle en A < < °u
arg (E,E) = ig [27]




Soit ABC un triangle non dégénéré.

AB.AC =0
ABC est rectangle en A < < °u
arg (E,E) = ig [27]

2c — ?RA
2B — 2A

€ iR.




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isoceéle en A




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A <~ ABAC =0 et AB=AC




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A <~ ABAC =0 et AB=AC

) = & .
= u:il'

2B — ?A




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocéle en A < ABAC=0 et AB=AC

Zo— 2 .
PN “C <A = 4i.
2B — ZA

Preuve :

%Wﬁ&mmwmmmmmw{mmmaﬂ‘r@m&m%mwm




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A < AB.AC =0 et AB=AC

20— 2 )
— u:il'

2B — ?A

Preuve :

TR ABAC — FCTAA s
Oan%awAB.AC—O@ZB_ZAGIR




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A < AB.AC =0 et AB=AC

20— 2 )
— u:il'

2B — ?A

Preuve :
Onbajbdéa’dﬂu@ﬁ.m:o Ed Zc” % € iR te. 3T€R+tegc1u,e, ZC T %A =7‘eiiz§r.

ZB —Zp 2B —Zp




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A < AB.AC =0 et AB=AC

Zo— 2
= C A _ 4.
B T %A
Preuve :
O sait déid ABAC = ECT2A £ iR ZcT 2 tiF
'n/bm.tdeaacTuaABAC 0<=>ZB_ZAGIRo,e.HTER-FtchTM&ZB_ZA re .

O% |2 — zal = |2¢ — 2al-




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A < AB.AC =0 et AB=AC

Zo— 2
B T %A
Preuve :
On sait déjo que ABAC =0 <> S ¢ iR 0. Ir € Rt bl quo S8 —peti’,
In, d;eaac}u@ Pa—N iR te. Jr + ETM&ZB_ZA re
O% |2 — zal = |2¢ — 2al-
Do,
r:|re'%|: i/ § Y
—a




Soit ABC un triangle non dégénéré.

ABC est rectangle isocele en A < AB.AC =0 et AB=AC

Zo— 2
B T %A
Preuve :
On sait déjo que ABAC =0 <> S ¢ iR 0. Ir € Rt bl quo S8 —peti’,
In, d;eaac}u@ Pa—N iR te. Jr + ETM&ZB_ZA re
O% |2 — zal = |2¢ — 2al-
Do,
r:|re'%|: i/ § Y
—a

2o — X% i
Condlusion, : u=eil% =4i.

ZB — 2




Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixes i, z et iz
forment un triangle équilatéral.




0 Racines n-iémes d’un nombre complexe

0 Ensembles de points

@ Transformations du plan (Hors-Proaramme)

@ Représentation complexe
@ Translation

@ Homothétie

@ Rotation

@ Symétrie axiale




Définition 4 :

On consideére une application & : P ——> P
M M’

m Lorsque F est bijective, on dit que F est une transformation du plan.




Définition 4 :

On consideére une application & : P ——> P
M M’

m Lorsque F est bijective, on dit que F est une transformation du plan.
m Lorsque F est une transformation du plan, la fonction
f: CH——>C
’ -
: © =(z-1)/(z-2i)

qui, & chaque z affixe de M associe 2’ 'affixe de F(M) = M’ est appelée
représentation ou représentation complexe de 7.



Fab
Machine à écrire
=(z-1)/(z-2i)


Désinition 4 :

On considére une application & : P —> P
M M’

m Lorsque ¥ est bijective, on dit que & est une transformation du plan.

m Lorsque F est une transformation du plan, la fonction

f: CH———>C

% &

qui, & chaque z affixe de M associe 2’ laffixe de & (M) = M’ est appelée
représentation ou représentation complexe de 7.

On Décrit souvent 2z’ = f(z) au lieu de z +— f(z).




Définition 4 :

On consideére une application & : P ——> P
M M’

m Lorsque F est bijective, on dit que F est une transformation du plan.

m Lorsque F est une transformation du plan, la fonction

f: C—> C
z 2

qui, & chaque z affixe de M associe 2’ 'affixe de F(M) = M’ est appelée
représentation ou représentation complexe de 7.

Exemple & :
la symétrie axiale d’axe (Oz) est une transformation du plan.

Son écriture complexe est : z > Z.




@ Donner ’écriture complexe de la symétrie centrale de centre O.




@ Donner ’écriture complexe de la symétrie centrale de centre O.

@ Donner 'écriture complexe de la symétrie axiale d’axe (Oy).




Définition S :

Soit @ un vecteur du plan.

On appelle translation de vecteur 4, notée t;, toute transformation de 7 qui, a tout
point M associe le point M’ tel que :

MM’ = 4.




Définition S :

Soit @ un vecteur du plan.

On appelle translation de vecteur 4, notée t;, toute transformation de 7 qui, a tout
point M associe le point M’ tel que :

MM’ = 4.
we) Y )
x””
M(z)
/

Figure 5 — Translation de vecteur 4.




Soit @(a) un vecteur du plan.

L’écriture complexe de la translation de vecteur 4 est :

Z=z+a




Soit @(a) un vecteur du plan.

L’écriture complexe de la translation de vecteur 4 est :

Z=z+a

Remaraue :t;l=1t_;




Désinition b :

Soient 2 un point du plan et k € R*.

On appelle homothétie de centre () et de rapport k, notée hy, ;, toute transformation de
P qui, a tout point M associe le point M’ tel que :

OM’ = kOM.




Désinition b :

Soient 2 un point du plan et k € R*.

On appelle homothétie de centre () et de rapport k, notée hy, ;, toute transformation de
P qui, a tout point M associe le point M’ tel que :

OM’ = kEOM.
M)
APt
RIe0te
,/m:/’
%
-7 M)
P
P
Qzq)

Figure 6 — Homothétie de centre Q et de rapport r.




Soient Q(w) un point du plan et k € R*.

L’écriture complexe de ’homothétie de centre 2 et de rapport k est :

2 —w=k(z—w)




Soient Q(w) un point du plan et k € R*.

L’écriture complexe de ’homothétie de centre 2 et de rapport k est :

2 —w=k(z—w)

En particulier, pour k € R*, z + kz est ’écriture complexe de ’homothétie de centre O
et de rapport k.




Soient Q(w) un point du plan et k € R*.

L’écriture complexe de ’homothétie de centre 2 et de rapport k est :

2 —w=k(z—w)

En particulier, pour k € R*, z + kz est ’écriture complexe de ’homothétie de centre O
et de rapport k.

Remarque : hgly = hg 1




Désinition T :

Soient (2 un point du plan et 6§ € R.

On appelle rotation de centre {2 et d’angle 6, notée g, 4, toute transformation de # qui,
a tout point M associe le point M’ tel que :

oM’ = OM
(ﬁT/L W) =0 [27]




Désinition T :

Soient (2 un point du plan et 6§ € R.

On appelle rotation de centre {2 et d’angle 6, notée g, 4, toute transformation de # qui,
a tout point M associe le point M’ tel que :

QM = QM
(ﬁT/L W) =0 [27]

M(2)
AN
7 N
WS N
ol f \
vy _x
) _ =T M(z)
ﬁ,,”, 20
&

Qzq)

Figure 7 — Rotation de centre Q et d’angle 6.




Soient (w) un point du plan et § € R.

L’écriture complexe de la rotation de centre 2 et d’angle 6 est :

2 —w=e¥(z—w).




Soient (w) un point du plan et § € R.

L’écriture complexe de la rotation de centre 2 et d’angle 6 est :

2 —w=e¥(z—w).

En particulier, pour § € R, z - €z est I’écriture complexe de la rotation de centre O et
d’angle 6, z = €'z celle de la symétrie ce centre O.




Soient (w) un point du plan et § € R.

L’écriture complexe de la rotation de centre 2 et d’angle 6 est :

2 —w=e¥(z—w).

En particulier, pour § € R, z - €z est I’écriture complexe de la rotation de centre O et
d’angle 6, z = €'z celle de la symétrie ce centre O.

ol —
Remarque :rgy =g 4.




Détinition & :

Soit (2) une droite du plan.

On appelle symétrie d’axe (2), notée S(p), toute transformation de 2 qui, a tout point
M associe le point M’ tel que (D) soit la médiatrice du segment [MM’].




Définition 8 :
Soit (2) une droite du plan.

On appelle symétrie d’axe (2), notée S(p), toute transformation de 2 qui, a tout point
M associe le point M’ tel que (D) soit la médiatrice du segment [MM’].

Figure 8 — Symétrie d’axe (D).



Soit (D) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe zy.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2= 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :

Nobo«wMQer'a@AgzetM’(z’)mWw%W

dace (D).

Tmo@‘mﬂwnxd@dez@




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe zy.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2= 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :

Nobo«wMQer'a&«xgzetM’(z’)mWw@wW

dacce (D).
Soit 6 e'amawrwnb de de zy.

QnWWEaimmmmwmd&W\wa@d‘wmape—ermw
mmdwwm%d'mw%d@'mdmaﬂwm. 3

—|




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe zy.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2= 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :
Nobo«wMQer'a&«xgzetM’(z’)mWw@wW
dacce (D).
Foie 0 Langument do de 2. "y
QnWWEaimmmmwmd&W\wa@d‘wmape—ermw X £ - —
mmdwwm%d'mw%d@'mdmaﬂwm.

hu@mMWm&T&mefeMA@Alw B
exxe/mfpe, ebtbm/nbgo'vme/e/n, A’ (zpr = Zgza).




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe zy.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2= 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :
Nobo«wMQer'a&«xgzetM’(z’)mWw@wW
dacce (D).
Foie 0 Langument do de 2. "y
QnWWEaimmmmwmd&W\wa@d‘wmape—ermw X £ - —
mmdwwm%d'mw%d@'mdmaﬂwm.

hu@mMWm&T&mefeMA@Alw B
exxe/mfpe, ebtbm/nbgo'vme/e/n, A’ (zpr = Zgza).




Soit (D) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe zy.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2= 2p + 252 (2 — Za).

M)

Preuve : . 7
pawnau&aaAAoﬂu (2)

@)

o
IS DR

D)




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe z.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :
?MWM@W—@%W@@HEW% we
?awnauxaam -

D)

LB.?WamMMmMmM'%t@W@M
Imnga,w/mébued'ome(ﬂ)w&mpmwntmdmtmmgemw

o
[V . N




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :

eew&émxt:

3

-
[PNU - N

(z—2a)

I
3

Zz (2 —2a)
D)




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :

eew&émxt:

3

-
[PNU - W

I
3

- 1
7z (2 —24) (z—2a) ‘E’Z/—ZAZZ%XZE (Z—7=)
u

@




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire
u, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

Syt 2 2p + 252 (2 — Za).

Preuve :

eew&émxt:

3

-
PPN - N

e o — 1
Z(F —2p)=Zg(2—z) &= 2 —za = =X (Z—7=)
u

@

= 2 =2y =22 (Z—ZR)

:ﬂ =

(oo)uzﬂ€[U = —=zﬁ)




Soit (2) une droite passant par le point A d’affixe z,, et de vecteur directeur unitaire

i, d’affixe z;.

La symétrie orthogonale d’axe (2) est donnée par la fonction

S(py 2= 2p + 252 (2— Za)-

Preuve :
@ewu'émt:
Z(F =) =Tg(a—zs) &= Z—za = = X% (Z2—7n)
u
= 2=y =22 (7))
u

(mZHElU=> =

= 2 =24+ 252 (2 Z3).

=)
=2z




Les transformations usuelles étudiées ci-dessus s’écrivent toutes sous la forme
z+>az+bou z+— az+ b avec a,b € C.

On montre que, réciproquement, une application de ce type correspond a une
transformation usuelle, ou une composée de transformations usuelles du plan :

Soit (a;b) € C2.




Soit (a;b) € C2

Q Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.
@ Sia=1, ¢ est la représentation d’une translation de vecteur #(b).




Soit (a;b) € C2

Q@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.
@ Sia=1, ¢ est la représentation d’une translation de vecteur 4(b).

Preuve :

@ o fa=1 2 =z2+b ek Leonibune dune tanslabion de vecteun, Ti(b).




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+ b avec a # 0.

@ Sia=re'? =1, il existe un point © invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre 2 par une homothétie de
rapport 7 et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
1] Q%a#l,mmmmrw»bmgewmwmﬂ(&&m)




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
1] Q%a#l,mmmmrw»bmgewmwmﬂ(&&m)
Q(w)ebbbwwniombrmcpwd:mﬂwwnbu,w:w+b




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
1] Q%a#l,mmmmrw»bmgewmwmﬂ(&&m)
Q(w)ebbbwwniombrmcpwd:mﬂwwnbu,w:w+b @w:%ma#l




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
1] Q%a#l,mmmmrw»bmgewmwmﬂ(&&m)

Qw )ebbbwuonjombrmcpwd:mﬂwwnhww:w+b @w:%ma#lA

Nobyms?uhanm%ommhumww&ywama% )vaa‘aedeM ]wns@a—re




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
1] Q%a#l,mmmmrw»bmgewmwmﬂ(&&m)
Qw )ebbbwuonjombrmcpwd:mﬂwwnhww:w+b @w:%ma#lA

Nobyms?uhanm%ommhumww&ywama% )vaa‘aedeM ]wns@a—re

On traduit :

M’ = s(M)




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
Q@ 0 On twaduit -
M =sM) < 2/ =az+b




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
Q@ 0 On twaduit -
M =sM) < 2/ =az+b

w=aw+b




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =s5M) < 2 =az+b < 2 —w=a(z—w)

w=aw+b




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =sM) < 2 =az+b <= Z-w=a(z—w)

|2 —wl = lallz = w]




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =sM) < 2 =az+b <= Z-w=a(z—w)

2" —w| = lal|z —w]

arg = arg(a) [27]

7 —




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =sM) < 2 =az+b <= Z-w=a(z—w)

2" —w| = lal|z —w]
= {arg (z __:) = arg(a) [27]

z

{QM' = QM
<~




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =sM) < 2 =az+b <= Z-w=a(z—w)
|2 —w| = la]|z — ]
= 2 —w
arg (z—w) = arg(a) [27]

QM = rOM
T\ (M, 0M) =6 [2n]




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+b avec a # 0.

@ Sia=rel?#1, il existe un point Q invariant par ¢ tel que ¢ soit la représentation
de la composée d’une rotation d’angle 6 et de centre {2 par une homothétie de
rapport r et de méme centre.

On dit que ¢ est la représentation d’une similitude (directe ou indirecte) de centre
Q, de rapport r et d’angle 6.

Preuve :
0 © Ontraduit
M =sM) < 2 =az+b <= Z-w=a(z—w)
|2 —w| = la]|z — ]
= 2 —w
arg (z—w) = arg(a) [27]

QM = rOM
T\ (M, 0M) =6 [2n]

M'wmﬂ'waMwwuum@mﬂad'w%aa@

contre Q e de ;;“p.n:



Soit (a;b) € C2
@ Soit ¢ : z+— az+ b avec a # 0.

@ Soit p:z+—az+baveca=re'? £0et u= eig.
Alors ¢ est la représentation de la composée d’une symétrie d’axe (D) de vecteur
directeur % et passant par A, d’une translation de vecteur aii out @ € R (un
glissement le long de la droite (2)) et d’une homothétie de centre O et de
rapport 7.

Preuve :

@ Trés treés trop hors-proaramme ...




Soit (a;b) € C2.

@ Soit ¢ : z+— az+ b avec a # 0.
. N
@ Soit p:z—az+baveca=re'? £0etu=e'2




Caractériser la transformation associée a la fonction

fizr—2iz+1.
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Le Plan Complexe

Axe des imaginaires purs

}u(u)
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Le Plan Complexe
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o 7 el = cos(0) + i sin(0)
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Le Plan Complexe

} J{o}
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/ ° N
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R N

BN [N

o 7 el = cos(0) + i sin(0)

el +1
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Le Plan Complexe

. R ; Tacosty = a
. 7 el = cos(f) + i sin(0) 2

™41

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 10 57/57



Le Plan Complexe

7,
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Le Plan Complexe

B(zg)

1
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Le Plan Complexe

Axe des imaginaires purs i B(zg)

T B
D

2 % (a;AB)
\

racosty = &

cos(f) + i sin(f)

Axe des réels

R={:=7}

)=0 [x]} U {0}
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Axe des im

(AB) = (AB; AM)

{‘1‘:\ arg

Le Plan Complexe

T B
D

2 % (a;AB)
\

racosty = &

cos(f) + i sin(f)
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(AB) = (AB; AM)

{‘1‘:\ arg

Axe des im

racosty = &

cos(f) + i sin(f)

T B
D

2 % (a;AB)
\
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