
Devoir en temps libre n𝑜7 Pour le 24/05

Calculs d’intégrales

Exercice 1 (Pour la technique) :

1 On considère la fonction 𝑓∶ 𝑥 ⟼ 1
𝑥3 + 1

définie pour 𝑥 ≠ −1.

a Déterminer trois réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que ∀ 𝑥 ∈ ℝ ∖ {−1}, 𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 + 1

+ 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑥2 − 𝑥 + 1

.

b Calculer alors la valeur de ∫
1

0

d𝑥
𝑥3 + 1

.

c À l’aide du changement de variables 𝑥 = tan(𝑢), déterminer la valeur de

∫
𝜋
4

0

cos(𝑢)
cos3(𝑢) + sin3(𝑢)

d𝑢.

2 Calculer l’intégrale ∫
ln(2)

0

d𝑥
1 + ch (𝑥)

. On pourra effectuer un changement de variables judi-

cieux.

3 Calculer les primitives ou intégrales suivantes :

(a) ∫ sin2018(𝑥) cos(𝑥) d𝑥 (b) ∫ sin2(𝑥) cos7(𝑥) d𝑥 (c) ∫
𝜋

0
cos4(𝑥) d𝑥.

Exercice 2 (Et les classiques) :

Pour (𝑝, 𝑞) ∈ ℕ2, on définit l’intégrale I𝑝,𝑞 = ∫
1

0
𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞 d𝑥.

1 Justifier l’existence de I𝑝,𝑞.

2 Calculer I𝑝,0 en fonction de 𝑝 et I0,𝑞 en fonction de 𝑞.

3 À l’aide d’un changement de variable, montrer que I𝑝,𝑞 = I𝑞,𝑝. La justification du changement
de variable n’est pas attendue.

4 Grâce à une intégration par parties, établir la relation I𝑝+1,𝑞 = 𝑝 + 1
𝑞 + 1

I𝑝,𝑞+1.

5 En procédant par récurrence sur 𝑝, démontrer que :

∀ 𝑝 ∈ ℕ, ∀ 𝑞 ∈ ℕ, I𝑝,𝑞 = 𝑝!𝑞!
(𝑝 + 𝑞 + 1)!

.

6 On définit à présent J𝑝,𝑞 = ∫
𝜋
2

0
sin2𝑝+1(𝑡) cos2𝑞+1(𝑡) d𝑡. Calculer J𝑝,𝑞 en fonction de 𝑝 et 𝑞

au moyen de factorielles.

Les élèves motivés pourront montrer

que I𝑝,𝑞 = Γ(𝑝 + 1)Γ(𝑞 + 1)
Γ(𝑝 + 𝑞 + 2)

.
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