Correction Devoir en temps libre n°F

1| () Comme 2® + 1= (z+1)(z* — x4 1), si une telle décomposition existe alors

1 a br +c
A4 —1 = . DES.1
z 7 "zt 1) (a2 —x2+1) IL‘—|-1+{L‘2—IL‘—|-1 ( )

Apres avoir multiplié les deux membre de (DES.1) par z + 1,
on évalue en x = —1 pour obtenir

Multiplions les deux membres de (DES.1) par z et regardons
les limites en +o00. On a alors :

1 b 1
lim zf(z) =0 et lim x(g( + Tt >:+b,

@400 z—3+00 z+1) 22—z+1 3
. . 1
En identifiant, on trouve b = —3

Il ne reste qu’a identifier les deux membres pour une valeur quelconque comme
x = 0 par exemple pour trouver :

1 c 2

Commentaires : Une méthode plus élégante nécessite de passer par les complexes et de
poser a € C une racine de x?> —x + 1.

On multiplie encore les deur membres de (DES.1) par 2 — x + 1 avant d’évaluer en © = « (ce

qui est autorisé car o n'est plus un pole de (x?> —x + 1) f(x) et obtenir :

1
?:baJrc — l=(a+1)(ba+c) <= 1=a?b+(b+c)a+c
«

Or, o racine de x? — x + 1 vérifie a®> = a — 1. On remplace :

2b+c= O

= 1=2bt+c)a—b+c <=
—b+c= 1

On retrouve évidemment les mémes valeurs.

1 1 1 T —2
Final t, |V -1, — == — .
inalement, | V& # —1, 3+ 1 3(;0—1—1 xQ—x—i—l)
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Devoir en temps libre n°F

») Il suffit d’appliquer le résultat précédent :

1 1 1
1 1 d —2
/ ——dr =< ( / T / L da:) par linéarité de l'intégrale,
y X0+ 1 3 , -+ 1 p LT —x+ 1
1 L N | 3 [t 1
=—111 1 ] — = —d = ——d
5[ @+ 0 2/0 2 —z+1 I+2/O 2 —z+1 w)
>0 sur [0;1]
1 1 13 1
_ = _ = 2 _ 2
=3 In(2) 2[111(3: x+1)]0+2/ 12 ﬁzdx
>0 sur R x 2 2 )
1 1 3| 2
=3 1n(2)—2x0+2[\/§arctan< )] )
1 2z — 1
=—|In(2)+ \f arctan ( )]
3 ( V3 /1,
1 1 1
=—-(In(2) + V3 (arctan ( ) — arctan (—)))
3 ( V3 V3
1
= g <ln + \/g X )
e+
3 9
<) En remarquant, sur un intervalle adéquat, que
cos(u) B cos(u) B 1 " 1
in3 - sin®(u B 3 2 ’
cos?(u) + sin®(u) cos?(u) (1 + COSgEJ)) 1+tan®(u)  cos?(u)
tan’ (u)

il est légitime de vouloir poser ¢t = tan(u) ce qui est équivalent & u = arctan(t).

Or, ¢ : u +— arctan(u) est strictement croissante et de classe ¢! de [0;1] sur
™
v([051]) = [0: .
D’ou, avec t = tan(u) et dt = %, on obtient :
cos?(u)

B3

cos(u)

cos3(u) + sin®(u)

i 1 du L | 1 V3
du = % _ g Loy V3
/0 “ /0 1—i—tan3(u) cos?(u) /0 1+t3( 3 n( )+ 9 ™

Commentaires : En PTSI, on ne demande pas plus de rigueur mais, on peut coller au théoréme du
cours en partant de la derniére intégrale pour plus de lisibilité et en posant :

f+ [0;1] ———> R et [0;2]%[0;1}
x . t

tan(t
3 +1 )

La fonction f est continue sur I =[0;1] comme inverse d’un polynome ne s’y annulant pas.

La fonction ¢ est a valeurs dans 1 =[0;1]; en effet, sit € [0; g] alors par croissance de la

i . . . ™
fonction tan sur cet intervalle, on obtient tan(t) € [tan(O) ;tan (Z)] =[0;1].
, ™ s .
La fonction ¢ est de classe €' sur J = [O ; Z] car c’est la fonction tangente. De plus, on a

q, o'(t) = .

Vit ; —.
< {O’ 4 cos?(t)
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Correction Devoir en temps libre n°F

On peut donc appliquer le théoreme de changement de variable pour les fonctions continues sur un
s T
segment (ici, les anciennes bornes sont 0 = ¢(0) et 1 = ¢ (Z) ou 0 et 1 sont donc les nouvelles

bornes et appartiennent bien a J = {O; E]) :

4
/1 1 e(T) T
o= [ @ de= [T fe) e .
0 z3 41 Jo(0) Jo
1 1 cos3(t)

leulons t) = — = = .
Calculons f(p(t)) et)P+1  tan(t)+1  sin®(t) + cos3(t)

Finalement,

N

| i cos?(t) 1 cos(t)
=TT dx = 3 - 3 — dt = a3 L B
Jo @3 +1 Jo sin®(t) + cos®(t) cos(t) Jo  cos3(t) +sin(t)

1
Comme 1+ch (z) > 2 > 0, la fonction £ — ————— est clairement continues sur R donc
2 1+ ch (2)
sur [0;1n(2)].
/ln(2) de‘ /ln(Z) d:B
b L+ch(z) 2ch2 (%)
. dz )
En posant t = th (£), on a dt = W(%) puis,
In(2)
th 2 1 9
:/ ( )dt:th (n( )> — th (0)
b 2
5 1
in(v2) _ g=In(v2) T2 2-1 1

von [ =y

b l1+ch(zx) 3
. . P e’ + e ” . . dt
Commentaires : En revenant a la définition de ch () = —5 on pouvait aussi poser x = In(t) < da = Y

aprés avoir développé :

In(2) dz In(2) dx In(2) 26T
h(z) eFfe” 2z 4 Der 1dx
b 1+ch(x) o 2 > o e?® + 2e” +

1
- 2

2 2t dt 22 1 12 1
T L =
L P2t + 10t L (E+1)2 t+11; 3

| Dans les questions qui suivent, les trois fonctions a primitiver sont clairement continues sur
R. Les primitives sont évidemment données a une constante réelle pres.

Ceci dit, on applique les méthodes :

D) /COS(:L‘) sin?918 () dz = / (sin)” (x) sin?*18(z) da = ﬁ sin?919 ().

») Ici, on a une puissance impaire sur le cosinus, on écrit
cos”(z) = cosb(z) cos(z) = (1 — sin® (x))3 cos(x)

et on pose u = sin(x) soit du = cos(z) dz.
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Correction Devsir en temps libre n°F

On a donc :

/ sin?(z) cos”(z) da

sin®(z) (1 — 3sin?(z) + 3sin®(z) — sin®(z)) cos(z) dz

—_——

u? (1 —3u?(z) + 3u*(z) — ub(z)) du

1 3 1

B E Ut L L

= 1s.in3 (x) — = sin®(z) + §sin7(ac) — 1s.in9 ()
3 ) 7 9 '

<) Pas grand chose a faire a part linéariser a l'aide des formules d’Euler, par exemple :

el + e 4 1 . . . . . . . .
COS4(33) — ( ) — E (e4zac + 4e3Z:U e i 6621x 672zx 1 4 el ef3z:v + ef4zx)

2
1 4iz —4iz 2ix —2iz
:E(e + e M L 4( M 4 e72T) 4 6)
1
=16 (2 cos(4z) + 8cos(2z) + 6) (on reconnait les formules d’Euler)
1
=3 (cos(4x) + 4 cos(2x) + 3) .

On peut maintenant calculer 'intégrale :

/O7T cos’(z) dz = ¢ /0“ (cos(4z) + 4 cos(2z) + 3) dx

1 ™
= [4 sin(4x) + 2sin(2x) + Sx]
0

1
Pour (p,q) € N?, on définit I'intégrale I, , = / 2P(1 —x)? da.
0

1| La fonction polynéme z +— zP(1 — x)? est continue sur R, donc sur le segment [0;1].
L’intégrale I, = est correctement définie.

2| Pas grand chose a dire a part calculer :

1 p+1 51 1
Ipo:/ :Epdxzrv ] = .
’ 0 p+1llp p+1

De méme,
1 1
1— p)atlql 1
qu:/ (1—x)qd$={—< 2) ] = :
’ o qg+1 o gq+1
3| Dans I, ,, on pose ¢t =1—uzie. z =1—t, donc dz = —di puis

0 0 !
I, :/1 (1—t)Pte- (—dt) = —/1 t9(1—t)P dt :/0 A=) dt =1,

(1 _ ZL‘)q+1

) sont de classe €’'. On peut donc
q

| Sur [0;1], les fonctions x F— 2Pt et z — —

effectuer une intégration par parties et obtenir :
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Correction Devoir en temps libre n°F

comme primitive. En tant que fonctions polynémes, u et v sont € sur Ret u’: > (p+1)zP,
v': x> (1 —x)9. On peut intégrer par parties :

1 1 1 1
1— q+1 1— q+
Ip+1,q = / $p+1(1 _ (lZ)q dr = [_prrl (I):| +/ (p + 1)‘%?& dz
0 0

g+1 |, q+1
=0
1/
_p:::l/ 2P(1 — )7 da
q 0
_p+1
_q_|_1 pzq"!‘l'

Commenttaires : Retenez bien ce procédé que vous retrouverez souvent dans vos épreuves de concours
qui consiste a déterminer une relation de récurrence a partir d’une intégration par parties. Les questions qui

suivent permettent alors de déterminer la dite intégrale.

lg!
5] Définissons la propriété (Hp) t«VgeN, I, = ﬁ » pour tout p € N.
Initialisation (p = 0). Soit ¢ € N. O I L Doautre part, —2 !
nitialisation (p = 0). Soi . On a vu que = ——. D’autre part, =
b 1 41 Jog q+1 P (g+1)! qg+1

donc (Hy) est vraie.
Heérédité. Soit p € N tel que (H,,) est vraie. Montrons (H,,, ), c’est-a-dire :

(p+1)lg!

quﬂ\l, Ip+1’q:(p+1—|-q—|—1)'

Soit donc ¢ € N.

_p+l

D’aprés la question précédente, 1, , = qﬁ prgtl-

Or, d’apres 'hypothése de récurrence (qui est valable pour n’importe quel ¢, donc appliquons-
la avec ¢ + 1 a la place de ¢), on obtient :

I _p+1oplg+1)! (p+1)lg!
P g+l (ptg 2! (p+lg+ D

ce qui est exactement la formule souhaitée au rang p+1. Comme q est arbitraire, la propriété
(H,, 1) est prouvée sous la condition (H,, ) vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion. Initialisée pour p = 0 et héréditaire, la propriété (Hp) est vraie pour tout p € N :

plq!
VpEN, VqED\I, Ipvq:m.

Commentaires : On obtient ainsi une formule explicite de L., pour toutes valeurs de p et q.

0| L’expression

sin®*! () cos?4*1(t) = (sin® (t))p sin(x) (cos?(t))? cos(z) = (Sin2(t))p (1— sin2(t))q sin(z) cos(x)
ressemble bigrement & xP(1 — )7 si seulement x pouvait étre égal & sin®(t)!

On a donc I'idée lumineuse de poser = = sin®(t) soit da = 2sin(t) cos(t) dt et d’obtenir :

b 1 [z
Jpg= / sin?Pt1(t) cos?at(t) dt = 3 / (sin® (t))p (1 —sin®(t))9 2sin(t) cos(t) dt
0 0 i

! 1
= / 2P(1 —xz)4dx = §Ip’q.
0
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Correction Devoir en temps libre n°F

1 lq!
Avec le résultat précédent, on a alors J, , = §Ip = ﬁ
b 9 p q !

Commentaires : Cet exercice vous aura fait effleurer la célébre fonction béta que vous rencontrerez surement
encore.

Celle-ci est une des deux intégrales d’Fuler, définie pour tous nombres complexes x et y de parties réelles strictement
positives par :

1
B(z,y) :/ t* 1 (1 —¢)v-1 dt
0

et éventuellement prolongée analytiquement a tout le plan complexe a l'exception des entiers négatifs. Nous nous
serons contenté de x = p+ 1 et y=q+ 1 entier naturels.

La fonction béta a été étudiée par Euler et Legendre et doit son nom a Jacques Binet. Elle est en relation avec la
fonction gamma que vous croiserez surement aussi par la formule

I'(z)T(y)

B(z,y) = m
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