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Nombres complexes II

Exercice 1 :

1 Soit 𝑧 ∈ ℂ. sh (𝑧) et ch (𝑧) sont définis et donc, th (𝑧) existe si, et seulement si ch (𝑧) ≠ 0.

Or, ch (𝑧) = 0 ⟺ 𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧 = 0 ⟺ 𝑒2𝑧 = −1 ⟺ 𝑒2𝑧 = 𝑒𝑖𝜋

⟺ 2𝑧 ∈ 𝑖𝜋 + 2𝑖𝜋ℤ

⟺ 𝑧 ∈ 𝑖 (𝜋
2

+ 𝜋ℤ) .

Finalement, th (𝑧) existe si, et seulement si 𝑧 ∉ 𝑖 (𝜋
2

+ 𝜋ℤ).

2 Soit 𝑧 ∉ 𝑖 (𝜋
2

+ 𝜋ℤ).

th (𝑧) = 0 ⟺ sh (𝑧) = 0 ⟺ 𝑒𝑧 = 𝑒−𝑧 ⟺ 𝑒2𝑧 = 1 ⟺ 2𝑧 ∈ 2𝑖𝜋ℤ ⟺ 𝑧 ∈ 𝑖𝜋ℤ.

Comme 𝑖 (𝜋
2

+ 𝜋ℤ) ∩ 𝑖𝜋ℤ = , th (𝑧) = 0 si, et seulement si 𝑧 ∈ 𝑖𝜋ℤ.

3 Soit 𝑧 ∉ 𝑖 (𝜋
2

+ 𝜋ℤ). Posons 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 où (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2.

|th (𝑧)| < 1 ⟺ |𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧|2 < |𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧|2 ⟺ (𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧) (𝑒 ̄𝑧 − 𝑒− ̄𝑧) < (𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧) (𝑒 ̄𝑧 + 𝑒− ̄𝑧)
⟺ −𝑒𝑧− ̄𝑧 − 𝑒−(𝑧− ̄𝑧) < 𝑒𝑧− ̄𝑧 + 𝑒−(𝑧− ̄𝑧)

⟺ 2 (𝑒2𝑖𝑦 + 𝑒−2𝑖𝑦) > 0
⟺ cos(2𝑦) > 0.

Par suite,

{ |Im (𝑧) | < 𝜋
2

|th (𝑧)| < 1
⟺ { |𝑦| < 𝜋

2
cos(2𝑦) > 0

⟺ |𝑦| < 𝜋
4

⟺ 𝑧 ∈ Δ.

4 Soit 𝑧 ∈ Δ.

D’après 1 , th (𝑧) existe et d’après 3 , |th (𝑧)| < 1.

Donc, 𝑧 ∈ Δ ⟹ th (𝑧) ∈ U.
Ainsi, th est une application de Δ dans U.
Soit alors Z ∈ U et 𝑧 ∈ Δ.

th (𝑧) = Z ⟺ 𝑒2𝑧 − 1
𝑒2𝑧 + 1

= Z ⟺ 𝑒2𝑧 = 1 + Z
1 − Z

.

Comme Z ≠ −1, 1 + Z
1 − Z

≠ 0 et on peut poser 1 + Z
1 − Z

= 𝑟𝑒𝑖𝜃 où 𝑟 ∈ ℝ∗
+ et 𝜃 ∈ ]−𝜋 ; 𝜋].

Par suite,

𝑒2𝑧 = 1 + Z
1 − Z

⟺ 𝑒2𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑒2𝑥 = 𝑟 et 2𝑦 ≡ 𝜃 [2𝜋]

⟺ 𝑥 = 1
2

ln(𝑟) et 𝑦 ≡ 𝜃
2

[𝜋]

⟺ 𝑧 ≡ 1
2

ln(𝑟) + 𝜃
2

𝑖 [𝑖𝜋] .
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Cependant, on ne peut avoir 𝜃 = 𝜋 car on aurait alors 1 + Z
1 − Z

= −𝑟 ∈ ℝ∗
− puis Z = 𝑟 + 1

𝑟 − 1
∈ ℝ.

Par suite, puisque |Z| < 1, on aurait Z ∈ ]−1 ; 1[ et donc 1 + Z
1 − Z

∈ ℝ∗
+ ce qui est une

contradiction.

Finalement, 𝜃 ∈ ]−𝜋 ; 𝜋[ puis 𝜃
2

∈ ]−𝜋
2

; 𝜋
2

[.

Mais alors,
⎧{
⎨{⎩

th (𝑧) = Z

𝑧 ∈ Δ
⟺

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 = 1
2

ln(𝑟)

𝑦 = 𝜃
2

⟺ 𝑧 = 1
2

ln(𝑟) + 𝜃
2

𝑖.

Ainsi, tout élément Z ∈ U a un et un seul antécédent 𝑧 ∈ Δ.

⎛⎜⎜⎜
⎝

à savoir 𝑧 = 1
2

ln ∣1 + Z
1 − Z

∣ + 𝑖
2

arg (1 + Z
1 − Z

)
⏟⏟⏟⏟⏟

∈]−𝜋;𝜋[

⎞⎟⎟⎟
⎠

En conclusion, th réalise bien une bijection de Δ sur U.
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