Dwai/bméemp@&KMno8

1] Soit z € C. sh(2) et ch(2) sont définis et donc, th (z) existe si, et seulement si ch (z) # 0.

Or,ch(2) =0 <= ef+e*=0 < ¥ =—1 < ¥ =¢'™
= 2zcinm+ 2inZ

= z €1 (g + wZ) .
Finalement, th (z) existe si, et seulement si z ¢ i (g + WZ).

Soit z§éi<g+7rZ).

th(z) =0 <= sh(2) =0 < e*=¢ % < ¥ =1 < 2z€2inl < z€inl.

Comme <g + 7rZ> NinZ =@, th(z) = 0 si, et seulement si z € inZ.

Soit z ¢ i <g —|—7rZ). Posons z = z + iy ol (z,y) € R2.

th(2) <1 <= |e*—e*P <|e e > <= (e —e?) (e —e?) < (" +e2) (" +e7?)

= —erF e (8 e E o (272)
= 2(2W 4 e 2) > 0
< cos(2y) > 0.

Par suite,

[fm ()| < 5 vl <35

m (z - - T

2 = ) = |y < - <= z€A.
Ith(2)] <1 cos(2y) >0 4

Soit z € A.

D’apres | 1 |, th(2) existe et d’apres ||, [th(z)] < 1.

Donc, z € A = th(z) € U.

Ainsi, th est une application de A dans U.

Soit alors Z € U et z € A.

e —1 1427
h(z) =7 =7 22 - T2
th (z) = o = e 17
1+72 1+7 .
Comme Z # —1, 1+72 # 0 et on peut poser 1+7Z =rel? our € RY et € |—m; 7.
Par suite,
1+7 .
eQZzilJ_rZ = e =rel? = 2 =1 et 2y=0 [27]
= $:51n(r) et y=3 [7]

= 2= %ln(r) + gz [i] .
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Correction Devair en temps libre n°8

1+7 1
Cependant, on ne peut avoir § = 7 car on aurait alors 1 * 7= —r € R* puisZ = rt 1 e R.
J— 7"‘ J—
Par suite, puisque |Z| < 1, on aurait Z € |—1;1] et donc ] +Z € R% ce qui est une
contradiction.
0 T
Final t,0€|—m; is — }—7;7{.
inalement, 6 € |—m; 7| puis 5 €755
1
th(z) = 2 v = () o,
Mais alors, = = z=-In(r)+ 51
ze A y= 0
2

Ainsi, tout élément Z € U a un et un seul antécédent z € A.

N b 1 ‘1+Z+2‘ <1+Z>
a savolr z = _ln|-—— |+ carg { T—
€l—m;m|
En conclusion, th réalise bien une bijection de A sur U.
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