Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 11




© Equations et opérateurs linéaires
o Linéarité et conséquences

o Equations différentielles linéaires

@ Equations différentielles linéaires d’ordre 1
@ Solutions de ’équation homogeéne
@ Solution particuliére
@ Probleme de Cauchy associé a une EDL;

@ Résolution des EDL; a coefficients constants

@ Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants
@ Solutions de ’équation homogene
@ Solution générale

@ Probléeme de Cauchy associé & une EDL,




a moindre modélisation d’un phénoméne en physique améne souvent
a la résolution d’une équation différentielle voire aux dérivées partielles
dont la solution cherchée sera la trajectoire, la température, la
tension, ... du systéme considérée. Les fonctions considérées dépendent
généralement des trois dimensions spatiales x, y, z et du temps t.

Un opérateur F : R"*! — R* ©* PIUs ot yne fonction f excitatrice donnés, une
équation différentielle prend la forme générale :

y™ =F(y™ D,y 2y g, f).

Les équations aux dérivées partielles ont une forme analogue.

-
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On est loin de savoir résoudre i.e. trouver les courbes intégrales, toutes les
équations différentielles existantes sous forme exacte ou méme approchée.
L’exemple le plus connu est la résolution des équations de Navier-Stokes qui
vous apportera un million de dollar et la gloire éternelle tant ses applications
sont nombreuses et le probleme difficile :

ov
p (E + v.Vv) = —Vp + uVZ
S0 W, Hanan

-
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% es équations différentielles sont

en général tres difficiles a résoudre, aussi nous contenterons-nous de
travailler dans le cadre a peu pres agréable des équations de la forme :

oy +a(z)y=b(z) (équations différentielles linéaires du premier ordre),

Dans ces cas la, les méthodes sont clairement définies et leur application quasi
mécanique.

-

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11 5/90



en général tres difficiles a résoudre, aussi nous contenterons-nous de
travailler dans le cadre a peu pres agréable des équations de la forme :

% g es équations différentielles sont

oy +a(z)y =b(x) (équations différentielles linéaires du premier ordre),
équations différentielles linéaires du second
o ay’ +by +cy=dx)
ordre a coefficients constants.

Dans ces cas la, les méthodes sont clairement définies et leur application quasi
mécanique.

-
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R emaraues liminaires :

© Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R. Nous nous intéresserons
parfois aux solutions réelles d’une équation différentielle et parfois a ses
solutions complexes. Les solutions réelles sont bien sfir aussi complexes,
mais quand on connait toutes les solutions complexes et qu’on cherche les
réelles, il reste du travail : la connaissance des solutions complexes ne suffit
pas.
Pour cette raison, nous travaillerons avec des fonctions a valeurs dans K ou
K désigne I'un des ensembles R ou C suivant la situation.

-
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R emaraues liminaires :

© Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R. Nous nous intéresserons
parfois aux solutions réelles d’une équation différentielle et parfois a ses
solutions complexes. Les solutions réelles sont bien sfir aussi complexes,
mais quand on connait toutes les solutions complexes et qu’on cherche les
réelles, il reste du travail : la connaissance des solutions complexes ne suffit
pas.
Pour cette raison, nous travaillerons avec des fonctions a valeurs dans K ou
K désigne I'un des ensembles R ou C suivant la situation.

@ L’ensemble E considéré au cours de la premiere section sera supposé stable
par combinaisons linéaires i.e.

Ve,yecE,VAeK, A +y € E.

Nous reviendrons sur ce point au deuxiéme semestre mais comprenez pour
Iinstant, que la structure de E permet de considérer toutes les sommes
d’éléments de E ainsi que les éléments multipliés par une constante A € K

sans que l’on ne s’échappe de E. \ ’ I )
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0 Equations et opérateurs linéaires

@ Linéarité et conséquences
@ Equations différentielles linéaires

Q Equations différentielles linéaires d’ordre 1

0 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants




Le concept de linéarité, que vous avez déja rencontré dans différents contextes,
nous occupera longuement au second semestre et une présentation tres
informelle sera pour I'instant suffisante.

Désinition | :
Soient E et F deux ensembles.

Un opérateur T : E —— F est dit linéaire si :

Va,y e E, VI e K, Tz +gy) = AT(x) +5 T(y).




Le concept de linéarité, que vous avez déja rencontré dans différents contextes,
nous occupera longuement au second semestre et une présentation tres
informelle sera pour I'instant suffisante.

Désinition | :
Soient E et F deux ensembles.

Un opérateur T : E +— F est dit linéaire si :

Va,y e E, VI e K, Tz +gy) = AT(x) +5 T(y).

En particulier, si E est non vide alors

Ve eE, T(z—2z)=T(z)—T(z) = m




Exemples | (Exemples d’opérateurs linéaires) :

B | T | T( +y) = XT(@) + T() |

EEXE fe g | O +9) =N+ |




Exemples | (Exemples d'opérateurs linéaires) :

E T T(Ax +y) = A\T(z) + T(y)
DY(R,R) [ f Af+9) =Af"+4
€%(xo) [ lim f(2) Jim (Af(x) + g(x)) = A lim f(z) + lim g(x)




Exemples | (Exemples d’opérateurs linéaires) :
E T T(\z +y) = AT(z) + T(y)
D'(R,R) f=f Af+g9) =xf+g
€0(wo) ji= Bn fe) T (V) = g@) =2 i i) <= T ¢f@)
R? (z;y) — az + by, a,b € R a(Az + ') + by +y') = Maz + by) + (az” + by’)




Exemples | (Exemples d'opérateurs linéaires) :

E T T(Az +y) = A\T(z) + T(y)
DY(R,R) f Of+9) =M+
€% () f— T,li"m‘o f(z) zlig;}l) (Af(z) +g(z)) = A}grgu flz) + }Lrgog(z)
R2 (z;y) — az + by, a,b € R a(Az +2') +b(Ay +y') = Maz + by) + (az’ +by’)
€ ((a:],R) f / ' ar / " M@) + g6 dt = A / “foar+ / gtoyar




Exemples | (Exemples d’opérateurs linéaires) :
E T T(A\z +y) = AT(z) + T(y)
D'(R,R) fr=f Af+9) =Af"+4
€0 (ap) = lim f(z) Jim (Af(2) +9(2) = A lim f(z) + lim g(z)
R? (z;y) — az + by, a,b € R a(Az + ')+ b(Ay +y') = Maz + by) + (az” + by’)
e ([a:).R) 1 [ ity / " F(0) + 9(0) it = A / ' ey ar+ / gty
{ conseuri;eeiltes } (unJnen = nEToo Un rLETm (Pt <)) =2 ILETOO Un F nEToO On




Exemples | (Exemples d'opérateurs linéaires) :

E T T(Az +y) = AT(z) + T(y)
D'(R,R) fr=f Af+9) =Af"+4
0 ; : T :
€% (o) = i ;@) S (@) - g@) = A Hm @) <= Bm 6@)
R? (z;y) — ax + by, a,beR a(Ax +2") + b(Ay +y') = Aaz + by) + (az’ +by’)
b
&(fa; ], R) 1o [ [0+t /f dt+/ ()t
Ja o
Suites . . . .
(Up)pen > lim lim (Au, +v,)=A lim u,+ lim v,
convergentes n—-+00 n—+00 n—-+o00 n—-+o0o
Poué F—d-F G-(AE+7)=\a %)+ @-9)




Exemples | (Exemples d’opérateurs linéaires) :

E T T(A\z +y) = ANT(z) + T(y)
D'(R,R) fr=f Af+9) =Af"+g
€(zo) f— lim f(z) lim (Af(z)+g(x)) =X lim flz) + lim g(x)
R? (z;y) — az + by, a,b € R a(Az + ") + b(A\y +y') = Maz + by) + (az” + by’)
b b b b
(a3, ®) e [ s [ oo +ama=n [ rwa+ [ ar
Siiiies (U ) pen F— lim w, lim (Au, +v,) =X lim wu,+ lim v
convergentes e n—too notoo T T oo ™ nStoe T
Poul F—d-F G-(AE+§) =Na-2)+ @-9)
‘ e'(LR) ‘ fr— f +af, a€C(LR)

Af+9) +alMf+9) = A" +af) + (9" +ag)




Exemples | (Exemples d'opérateurs linéaires) :

E T T(Az +y) = AT(z) + T(y)
DY(R,R) fe=f Af+9) =Af"+g
€0 (xy) fr—= lim f(z) Jim (Af(2) + g(x)) = A lim f(z) + lim g(z)
R? (z;y) — az +by, a,b €R adz+ ') +b(Ay +y') = Aaz + by) + (az’ + by’)
b b b b
((a:bl.R) e [ [0 +ama=n [ swac+ [ gar
{ congeuri;eejltes (Un)nen — nETm Un nglllao (tin o) = A nETDo tn F nETDo n
Poué Fra- T G-(\Z+9) =X\d-2)+ (@-9)
C'(LR) fr—=f +af, a € C°(LR) (Af+9) +aMf+9)=X(f +af)+ (9 +ag)
(Af+9)" +a(Mf+g) +bAf +9) =
2 " 7
C2(I,R) fr—f +af +bf, a,beR A 4 af b+ (" +ag’ +bg).




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF.




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF.

e y € E est 'inconnue cherchée.




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF.

e y € E est 'inconnue cherchée.
e [ en est appelé le second membre.




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.
m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF. @)

e y € E est 'inconnue cherchée.

e [ en est appelé le second membre.

e On note § I'ensemble des solutions de (€) et tout élément de § s’appelle une
solution particuliere et est notée en général y,,.

-




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF. @)

e y € E est 'inconnue cherchée.
e [ en est appelé le second membre.
e On note § I'ensemble des solutions de (€) et tout élément de § s’appelle une
solution particuliere et est notée en général y,,.
= On appelle équation homogene associée a (€) ou sans second membre toute
équation de la forme :

T(y) = 0. (&o)

-




Dé tinition 2 :

Soit T : E+— F un opérateur linéaire.

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme :

T(y)=b, oubekF. @)

e y € E est 'inconnue cherchée.

e [ en est appelé le second membre.

e On note § I'ensemble des solutions de (€) et tout élément de § s’appelle une
solution particuliere et est notée en général y,,.

= On appelle équation homogene associée a (€) ou sans second membre toute
équation de la forme :

T(y) = 0. (&o)

-

e On note 8, ou Sy 'ensemble des solutions de (&y).




Un des premiers avantages des équations linaires est que la recherche d’une
solution particuliére peut se faire en plusieurs temps lorsque le second membre b
se décompose en somme de fonctions plus simples :

Soient T : E +— F un opérateur linéaire et b, b, € F.

Si y; et y, sont respectivement solutions de T(y) = by et T(y) = b, alors VA € K,
Ay; + y, est solution de T(y) = Aby + by.




Un des premiers avantages des équations linaires est que la recherche d’une
solution particuliére peut se faire en plusieurs temps lorsque le second membre b
se décompose en somme de fonctions plus simples :

Soient T : E +— F un opérateur linéaire et b, b, € F.

Si y; et y, sont respectivement solutions de T(y) = by et T(y) = b, alors VA € K,
Ay; + y, est solution de T(y) = Aby + by.

Preu :
ﬁ%%d‘%h&mﬁ@T@&m:

Ty +y2) = AT(y1) + T(y2)

de T




Un des premiers avantages des équations linaires est que la recherche d’une
solution particuliére peut se faire en plusieurs temps lorsque le second membre b
se décompose en somme de fonctions plus simples :

Soient T : E +— F un opérateur linéaire et b, b, € F.

Si y; et y, sont respectivement solutions de T(y) = by et T(y) = b, alors VA € K,
Ay; + y, est solution de T(y) = Aby + by.

Preu :
ﬁ%%d‘%hW@T@&m:

T(A\y; +y = AT(y;) + T(y. = Aby + by.
Ouitm), = ) +T) | = Mi+h

de T
Y1 <€ Y2




Un des premiers avantages des équations linaires est que la recherche d’une
solution particuliére peut se faire en plusieurs temps lorsque le second membre b
se décompose en somme de fonctions plus simples :

Soient T : E +— F un opérateur linéaire et b, b, € F.

Si y; et y, sont respectivement solutions de T(y) = by et T(y) = b, alors VA € K,
Ay; + y, est solution de T(y) = Aby + by.

Preu :
ﬁ%%d‘%hW@T@&m:

T(A\y; +y = AT(y;) + T(y. = Aby + by.
Ouitm), = ) +T) | = Mi+h

de T
Y1 <€ Y2

Do lo neoullat.




L’intérét des équations linéaires ne s’arréte pas la et s’étend a la structure de
I’ensemble de ses solutions :

@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.




Q@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.

Preuve :
|_o OWMWWT(O):OMOESOWQ&WWW.




Q@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.

Preuve :
|_o OWWWWT(O)zomMsowwwmm.

Fotent X € K e g1, 90,2 deuco dléments de 8,




Q@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.

Preuve :
|_o OWWWWT(O)zowLCOeSO qui- oal toujounsy mor, wide.
P, shalifis por combinaisons linsaines est encone wne connéquence de lo, bimsanits. -
Fotent X € K e g1, 90,2 deuco dléments de 8,
Mons, T(Myo,1 +Yo,2) =




Q@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.

Preuve :
|_o OWWWWT(O)zowLCOeSO qui- oal toujounsy mor, wide.
P, shalifis por combinaisons linsaines est encone wne connéquence de lo, bimsanits. -
Fotent X € K e g1, 90,2 deuco dléments de 8,
Mors, T(Nyo1 +90.2) = M (yo.1) + Ty 2) = 0.




Q@ L’ensemble 8, des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.
On dit que &, est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :
|_o OWWWWT(O)zowLCOeSO qui- obl toujounsy mor, wide.
Fotent X € K e yg1.90,2 deuco dléments de 8,
Mors, T(Nyo1 +10.2) = M (yo.1) + Ty 2) = 0.
Done, Ao 1 + Y02 € Sg o lo nesulbat Rendhis.




@ Si § n’est pas vide alors toute solution de (£) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+38y te VyeS Iy, €8y/Y=1y,+ Y-




@ Si S n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+8, ie Vye§ 3y €S/y=y,+ Y-

Preuve :
r°€m7ww§¢®mrwwmdéhmypumdem&émmrAL& T(yp)zb.




@ Si S n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+38, te VyeS Iys€8y/Y=1y,+ Y

Preuve :
|_o€WS¢®mrmrwmm%mdeméQ@m@ T(y,) =b.
On o alons
yes < T(y) =b




@ Si 8 n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+8, de Vye§, Iy €Sy/y=1y,+ Y-

Preuve :
roms#@mr,@ubw«md@tmypmdemé&mmfbb& T(yp):b.
@’n/O/OQKyW:
yes = T(y) =b = T(y) =T (y,)




@ Si 8 n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+8, e Vye$, Iy €8y/y=1y,+ Y-

Preuve :
|_c ewnwwé’%gmrwbwwd@wvypumdemégénmmc& T(y,) =b.
On o alons, -
yes = T)=b < T =T(y) < TW)-T(y) =0, Tly—y,)=0

—




@ Si S n’est pas vide alors toute solution de () est la somme d’une solution
particuliere y,, et d’'une solution de (&) :

S=y,+8, ie VyeS§ 3y €Sy/y=y,+ Y-

Preuve :
|_Q On a alors
yed <= Ty)=b < T(y)=T(yp) = T(y)—T(yp)=0 .<I:>”T(y—yp)=0
(E)y—ypebbm&m‘ywdeeléc’awﬂmvﬂmno%é/ﬂeamdée




@ Si 8 n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+8; te Vye§ Iy, €8y/Yy="1,+vo-

Preuve :
B
yes < T(y) =b < T(y):T(yp) = T(y)—T(yp)zo '<’:>”T(y—yp)=0

= y—ype&mgqhm»deel%wﬂmuﬂmm%@necmdée

= yY—yp €35y




@ Si § n’est pas vide alors toute solution de (£) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+38y te VyeS Iys€8y/Y=1y,+ Y-

Preuve :
ro
yes < Ty =b

= y—ypebbbo?ubimde@éarmhmuﬂwnm%émeammée

= yY—Yp €38

= 3yo €80, Y= Yp =Y0




@ Si 8 n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d'une solution de (&) :

S=y,+8; ie Vye§ Iy, €8¢/Yy =1, +vo-

Preuve :
| (]
yes < T(y)=>

= y—ypwmmwﬂ'ww@mdée

= yY—Yp €35y

= Y €80, Y—Yp =Y
< Jyo €S0, ¥ =Y, + Yo

emmmyesm%e?wn%wum@{mudemmwbmc}ues=yp+5o.




@ Si S n’est pas vide alors toute solution de () est la somme d’une solution
particuliere y,, et d’une solution de (&) :

S=y,+8, ie Vye§ 3y €S/y=y,+ Y-

Preuve :
| (]
yes < T(y)=>b

= yY—Yp €38

<= Y €S0, Y~ Y=Y
<= JYg € 8o, ¥ = Yp t Yo-

&nmyeswwqu@mmoﬂ%demnhmwgzyp+5o.




@ Si 8 n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d’une solution de (&) :

S=y,+8, e Vye§, Iy €8y/y=1y,+ Y-

On dit que & est un sous-espace affine de E dirigé par §,.

Preuve :
| (]
yeS <= T(y) =b

<= Y €S0, Y~ Y=Y
<= JYg € 8o, ¥ = Yp t Yo-

&nmyGSWWwM&mdemnngzyp+5o.




Q@ L’ensemble 8 des solutions de (&) est non vide et stable par combinaisons
linéaires.
On dit que &, est un sous-espace vectoriel de E.

@ Si S n’est pas vide alors toute solution de (&) est la somme d’une solution
particuliere y, et d'une solution de (&) :

S=y,+8; te Vye§ Iy, €8¢/y="y,+vo-

On dit que § est un sous-espace affine de E dirigé par &,.

Toute solution générale d’une équation linéaire est donc la somme d’une
solution particuliere et d’'une solution de 1’équation homogene associée.




Toute solution de (&) est une solution particuliere de (£)!
Elle est dite particuliere dans le sens ou c’est celle que 'on
a trouvée et que c’est sur elle que 'on va s’appuyer, pivoter.

Pour trouver toutes les solutions d’une équation linéaire T(y) = b, il suffira d’en
connaitre une solution particuliere et toutes les solutions de 1’équation
homogene T(y) = 0.

Ceci est un guide pour nos démarches futures :
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Toute solution de (&) est une solution particuliere de (£)!
Elle est dite particuliere dans le sens ou c’est celle que 'on
a trouvée et que c’est sur elle que 'on va s’appuyer, pivoter.

Pour trouver toutes les solutions d’une équation linéaire T(y) = b, il suffira d’en
connaitre une solution particuliere et toutes les solutions de 1’équation
homogene T(y) = 0.

Ceci est un guide pour nos démarches futures :
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Toute solution de (&) est une solution particuliere de (£)!
Elle est dite particuliere dans le sens ou c’est celle que 'on
a trouvée et que c’est sur elle que 'on va s’appuyer, pivoter.

Pour trouver toutes les solutions d’une équation linéaire T(y) = b, il suffira d’en
connaitre une solution particuliere et toutes les solutions de 1’équation
homogene T(y) = 0.

Ceci est un guide pour nos démarches futures :

0 Determiner 8,
e@mmmwzmyp

e%M@Q‘WWMW@%W%+%0@%GSO.

Chapitre 11 20 /90




Exemple 2 :

Posons E = DY(R,R), T I'opérateur différentiel et b = cos.

On considere I’équation linéaire :
T(f) =cos < Vz R, f'(z)=cos(z).

@ Les solutions de 1’équation homogéne associée f/ = 0 sont toutes les
fonctions constantes sur R i.e. S5 = {z > A\, A € R}.

@ La fonction Yp = sin est une solution particuliere.

Il ne reste plus qu’a additionner :

5=yp+50:{xl—>sin(a:)+)\,)\EIR}.




Définition 3 (E quation différentielle lindaire) :

Soient ay, ..., a,,b € C° (R;K).

s Gy

m On appelle équation différentielle linéaire d’ordre r d’une fonction inconnue
1, toute équation de la forme :

a,(2)y") + ... + ay (@)Y + ag(z)y = b(z), (©)

ou a, n’est pas la fonction nulle.




Définition 3 (E quation différentielle lindaire) :

Soient ay, ..., a,,b € C° (R;K).

s Gy

m On appelle équation différentielle linéaire d’ordre r d’une fonction inconnue
1, toute équation de la forme :

a,(2)y") + ... + ay (@)Y + ag(z)y = b(z), (©)

ou a, n’est pas la fonction nulle.

m On appelle équation homogene associée a (&), I’équation :

a, ()Y + ...+ ay (2)y + ag(x)y = 0. (&o)




Définition 3 (E quation différentielle lindaire) :

Soient ay, ..., a,,b € C° (R;K).

s Gy

m On appelle équation différentielle linéaire d’ordre r d’une fonction inconnue
1, toute équation de la forme :

a,(2)y") + ... + ay (@)Y + ag(z)y = b(z), (©)

ou a, n’est pas la fonction nulle.

m On appelle équation homogene associée a (&), I’équation :
a,(2)y ") + ... + ay(@)y’ + ag(x)y = 0. (&o)

m On appelle ordre d’une équation différentielle, le plus haut degré de
dérivation apparaissant dans I’équation.




Définition 3 (E quation différentielle lindaire) :

Soient ay, ..., a,,b € C° (R;K).

s Gy

m On appelle équation différentielle linéaire d’ordre r d’une fonction inconnue
1, toute équation de la forme :

a,(2)y") + ... + ay (@)Y + ag(z)y = b(z), (©)

ou a, n’est pas la fonction nulle.

m On appelle équation homogene associée a (&), I’équation :
a,(2)y ") + ... + ay(@)y’ + ag(x)y = 0. (&o)

m On appelle ordre d’une équation différentielle, le plus haut degré de
dérivation apparaissant dans I’équation.

m Résoudre ou intégrer une telle équation différentielle revient a trouver
toutes les fonctions = > y(z) solutions de (&) sur un intervalle & préciser.




Définition 3 (E quation différentielle lindaire) :

Soient ay, ..., a,,b € C° (R;K).

s Gy

m On appelle équation différentielle linéaire d’ordre r d’une fonction inconnue
1, toute équation de la forme :

a,(2)y") + ... + ay (@)Y + ag(z)y = b(z), (©)

ou a, n’est pas la fonction nulle.

On appelle équation homogene associée a (&), 'équation :

a, ()Y + ...+ ay (2)y + ag(x)y = 0. (&o)

On appelle ordre d’une équation différentielle, le plus haut degré de
dérivation apparaissant dans I’équation.

Résoudre ou intégrer une telle équation différentielle revient a trouver
toutes les fonctions = > y(z) solutions de (&) sur un intervalle & préciser.

On appelle § 'ensemble des solutions et tout élément de & s’appelle une
solution particuliere.

v




Vocearulsire et notations :

m On notera EDL,, pour « signifier équation différentielle linéaire d’ordre n ».




Vocearulsire et notations :

m On notera EDL,, pour « signifier équation différentielle linéaire d’ordre n ».

m On note traditionnellement la fonction inconnue y ou z, et x ou ¢ sa
variable.




Vocearulsire et notations :

m On notera EDL,, pour « signifier équation différentielle linéaire d’ordre n ».

m On note traditionnellement la fonction inconnue y ou z, et x ou ¢ sa
variable.

m Lorsque a,(z) est constante & 1, on dit que ’équation est normalisée ou
résolue.




Vocearulsire et notations :

m On notera EDL,, pour « signifier équation différentielle linéaire d’ordre n ».

m On note traditionnellement la fonction inconnue y ou z, et x ou ¢ sa
variable.

m Lorsque a,(z) est constante & 1, on dit que ’équation est normalisée ou
résolue.

m Les courbes représentatives des solutions de (&) sont appelées courbes
intégrales.




Exemples 3 :

m y +a(xz) = b(x) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.




Exemples 3 :

m y +a(xz) = b(x) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

m Yy +a(z)y’ + b(x)y = c(x) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2.




Exemples 3 :

m ' + a(z) = b(z) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
m Yy +a(z)y’ + b(x)y = c(x) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

m "z + 2%y = y? est une équation homogene non linéaire.
En effet, z — x en est solution mais pas x +— 2x ce qui contredit la
premicre assertion du théoréme (2).




Exemples 3 :

m ' + a(z) = b(z) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
m Yy +a(z)y’ + b(x)y = c(x) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

m "z + 2%y = y? est une équation homogene non linéaire.
En effet, z — x en est solution mais pas x +— 2x ce qui contredit la
premicre assertion du théoréme (2).

m 2y’ —y = e” n’est pas homogene.




Remaraques :

m La fonction nulle z — 0 est toujours solution d’une équation homogene.




Remaraques :

m La fonction nulle z — 0 est toujours solution d’une équation homogene.

m Les solutions d’une équation différentielle d’ordre r seront donc, par
construction, r fois dérivables.
Elles seront en fait de classe " sur tout intervalle ou a, ne s’annule pas

car : 1
y™ = NG (b(x) — ap(x)y — ay ()Y’ — ... — a,_1y" V),

somme de fonctions continues donc continues.




1. Equations et opérateurs linéaires

2. Equations différentielles linéaires

Remaraques :

m La fonction nulle z — 0 est toujours solution d’une équation homogene.
m Les solutions d’une équation différentielle d’ordre r seront donc, par
construction, r fois dérivables.
Elles seront en fait de classe €" sur tout intervalle ou a, ne s’annule pas

car :

P = 5 (o) = aolaly = ay () = =, 9 Y),

somme de fonctions continues donc continues.

m On notera souvent 'inconnue y au lieu de y(z), y compris dans I’équation
afin de bien différencier notre inconnue.
Ainsi, on parlera, par exemple, de 'équation zy’ + 322y = 0.

-
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1. Equations et opérateurs linéaires

2. Equations différentielles linéaires

Remaraques :

m La fonction nulle z + 0 est toujours solution d’une équation homogene.
m Les solutions d’une équation différentielle d’ordre r seront donc, par
construction, r fois dérivables.
Elles seront en fait de classe €" sur tout intervalle ou a, ne s’annule pas
car :

P = 5 (o) = aolaly = ay () = =, 9 Y),

somme de fonctions continues donc continues.

m On notera souvent 'inconnue y au lieu de y(z), y compris dans I’équation
afin de bien différencier notre inconnue.
Ainsi, on parlera, par exemple, de 'équation zy’ + 322y = 0.

m L’équation (&) correspond a lopérateur

T: € (R;K) ——> €°(R;K)

f 0, fO + ot ayf + aof 3 |
ol les coefficients a; sont des fonctions continues.

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11 25 /90



Exemples 4 (Lin peu de physique) :

m La tension u aux bornes d’un condensateur de capacité C en série avec une
résistance R et un générateur de force électromotrice E(t) vérifie I’équation
différentielle linéaire d’ordre 1 :

RCu’ +u = E(t).




Exemples 4 (Lin peu de physique) :

m La tension u aux bornes d’un condensateur de capacité C en série avec une
résistance R et un générateur de force électromotrice E(t) vérifie I’équation
différentielle linéaire d’ordre 1 :

RCu’ +u = E(1).

m L’intensité i dans un circuit RL constitue d’une résistance R, d’une bobine
d’inductance L et d’un générateur de force électromotrice E(t) vérifie
I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

Li’ + Ri = E(t).




Exemples 4 (Lin peu de physique) :

m La tension u aux bornes d’un condensateur de capacité C en série avec une
résistance R et un générateur de force électromotrice E(t) vérifie I’équation
différentielle linéaire d’ordre 1 :

RCu’ +u = E(1).

m L’intensité i dans un circuit RL constitue d’une résistance R, d’une bobine
d’inductance L et d’un générateur de force électromotrice E(t) vérifie
I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

Li’ + Ri = E(t).

m La proportion y de carbone 14 dans le carbone total des étres vivants est
constante. Apres la mort, la vitesse de désintégration y’(t) est
proportionnelle & sa concentration dans un rapport de 1/8000 par an et
vérifie donc ’équation différentielle linéaire d’ordre 1 suivante (ou le temps
est exprimé en années) :

1
Y+ 30007 =

On peut ainsi dater la mort d’un étre vivant grace a cette relation




Exemples 4 (L\n peu de physique) :

m [’allongement x d’un ressort vertical de raideur k sans frottement auquel
on a suspendu une masse m est régi par I’équation différentielle linéaire
d’ordre 2 :

k
'+ —z=0.
m




Exemples 4 (L\n peu de physique) :

m [’allongement x d’un ressort vertical de raideur k sans frottement auquel
on a suspendu une masse m est régi par I’équation différentielle linéaire
d’ordre 2 :

k
'+ —z=0.
m

m [’évolution au cours du temps de 0 angle formé par un pendule de
longueur ¢ et de masse m avec la verticale est donnée par 1’équation
différentielle non linéaire d’ordre 2 :

9 + % sin(6) = 0.




@ Montrer que, quels que soient les réels a, 5, la fonction
2 (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Y’ =2y +y = 6we”. (Ey)




o Montrer que, quels que soient les réels «, 3, la fonction
2 — (23 4+ ax + B)e” est une solution de I’équation différentielle :

y" =2y +y = Gze". )

O ot fixr— (2% +az+ Be®
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o Montrer que quels que soient les réels «, 3, la fonction
2+ (23 4+ ax + B)e® est une solution de I’équation différentielle :

Y’ =2y +y = 6ze”. (Ey)

(1) ?ml:f:ml—)(acg’—l—ozac—l—ﬁ)ex

VzeR, f(z)=(32>+a)e® + (23 + az + B)e”

o UBESI (yesed@) @laopiine 11 B et



@ Montrer que quels que soient les réels «, 3, la fonction
2 (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Y’ =2y +y = 6we”. (Ey)

O %oib f:a— (23 + az + B)e”

VzeR, f(z)= (324 a)e” + (23 + ax + B)e”
= [23 + 322 + az + (a + B)]e®

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 BT



@ Montrer que quels que soient les réels «, 3, la fonction
2 (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Y’ =2y +y = 6we”. (Ey)

O %oib f:a— (23 + az + B)e”

VzeR, f(z)=[2+32>+az+ (a+f)e”
7 (z) = (32% + 6z + a)e® + (2 + 32% + az + a + B)e®

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 BT



o Montrer que quels que soient les réels «, 5, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Yy’ — 2y +y = 6xe®. (Ey)

O %oib f:2— (23 4 az + B)e”

VzeR, f(z)=[2%+32%>+az+ (a+f)e”
7 (z) = (3z% + 6z + a)e® + (2% + 322 + az + a + B)e®
= [22 + 622 + (a + 6)x + (22 + B)]e”

\g)

o UBESI (yesed@) @laopiine 11 B et



o Montrer que quels que soient les réels «, 5, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Yy’ — 2y +y = 6xe®. (Ey)

O %oib f:2— (23 4 az + B)e”

Ve eR, f(z)=][2+32%+az+ (a+p)e”
7 (z) = [2% + 622 + (o + 6)x + (2 + B)]e®
f(@) —2f(2) + f(z) = [2° + 622 + (a + 6)z + (20 + B)]e”

\g)

o UBESI (yesed@) @laopiine 11 B et



() Montrer que quels que soient les réels «, 5, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

Yy’ —2y +y=6ze”. (Ey)

(1) SDwa:x|—>(:c3+ax+ﬁ)e“”

VzeR, f(z)=[z>+322+ax+ (a+p)e”
f/(z) = [#° + 622 + (o + 6)x + (2a + B)]e®
f(2) = 2f'(z) + f(z) = [2® + 62% + (a + 6)z + (22 + B)]e”
—2[x3 + 322 + az + (a + B)]e®

=Y

o BTSI (yesed@) @laorpiione 11 BT



o Montrer que quels que soient les réels «, 3, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

y" =2y +y= Gxe". )

O Bt fixr— (2®+az+ Be®

Ve eR, f(z)=[2>+32%+az+ (a+B))e®
f(z) = [2® + 62° + (a + 6)z + (2a + f)le”
() = 2f (z) + f(z) = [2® + 627 + (@ + 6)z + (20 + B)]e”
—2[z% + 322 + ax + (a + B)]e”
+ (2% + az + B)e®
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o Montrer que quels que soient les réels «, 3, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

y" =2y +y= Gxe". )

O Bt fixr— (2®+az+ Be®

Ve eR, f(z)=[2>+32%+az+ (a+B))e®
f(z) = [2® + 62° + (a + 6)z + (2a + f)le”
() = 2f (z) + f(z) = [2® + 627 + (@ + 6)z + (20 + B)]e”
—2[z% + 322 + ax + (a + B)]e”
+ (2% + az + B)e®

= 6ze” )
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@ Montrer que, quels que soient les réels a, 3, la fonction
2+ (2% + az + B)e” est une solution de 1’équation différentielle :

y' — 2y +y = 6xe”.

(E)

o ?oitf:ml—)(x3+am+ﬁ)ez.

Ve eR, f(z)=[x3+32%+az+ (a+B)e”
f’(z) = [#3 + 622 + (o + 6)x + (22 + B)]e”.
/(@) =2f (z) + f(x) = [23 + 62% + (. + 6)x + (2 + B)]e”

—2[x3 + 322 + az + (o + B)]e®
+ (23 + az + B)e*

= 6ze”

fagoaMxH(w3+ax+ﬂ)ez etk donc bien, solution, de (E;).

Chapitre 11

27/90



@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

e’y +axy +2y=1z—3. (E,)




@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

e’y +ay +2y=1z—3. (Ey)

Q?mtf:xHax+bQo,m&ﬂuma%AmoRMcﬂée.
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@ Déterminer une solution affine de 1’équation différentielle :

ey’ +zy +2y=1x—3. (E,)

© Joit f x> az +b b solution offine denchce.

Ve eR, f(z)=axr+Dd
fl@)=a
f7(z) =0.
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@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

e®y" +ay +2y=1z—3. (Ey)

ﬁ?&bf:ml—)ax+b&wm&ﬂmma%&mcﬁmxﬂé&

VeeR, f(x)=ax+b
f(x)=a
f"(@) =0.
f etk sollution de (By) < Vz €R, ey’ +ay +2y=x—3
<~ VzeR, O+za+2ax+b)=x—3

o BTSI (yesed@) @laorpiione 11 B et



@ Déterminer une solution affine de 1’équation différentielle :

ey +ay +2y=x—3. (Ey)

egoo&fiwl—>a$+b&»bopuﬂmvc%xmcﬂ,@uﬂé&

VeeR, f(z)=ar+bd
f(z)=a
17 (z)=0.

f st solubion de (E,) <= Vo €R, ey +ay +2y=x—3
< VzeR, O0+za+2(ar+bd)=z—3

— VzeR, 3Bax+20=x-—3

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11

27/90



@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

ey’ +ay +2y=x—3. (Ey)

Q%&l:f:ml—>ax+b@o,m&ﬂun,a%mcﬁmcﬂé&

f@abm&ﬁmude(Ez)@Vxeﬂ?, ery +xy +2y=2x—3
< VzeR, O+za+2ar+b)=x-—3
— VzeR, 3ar+2b=x-3

3a=1
<~
2b = —3

o UBTSI (Lyesed@) @laorpiione 11 BT




@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

ey’ +ay +2y=x—3. (Ey)

e?oibf:wl—>aw+beo/bo&bﬁun/c&&m@cﬂencﬂé&

f%tm&»hmude(EQ)@Vxeﬂ?, e*y’ +ay +2y=2—3
< VzeR, O+za+2ar+b)=x—3
— VzeR, 3ar+2b=2x-3
1

{3(1:1 azg
<~ <~
2b = —3 9% —

£
2

-

o UBTSI (yesed@) @laopiioe 11 BT



@ Déterminer une solution affine de ’équation différentielle :

e’y +xy +2y = —3. (E,)

G?abf:ml—>a:c+b9aw&wmma%m@cﬂewﬂée.

f%tbo&»bimde(Eﬁ@VmEﬂ?, ey’ +axy +2y=x—3
< VzeR, O+za+2ar+bd)=x—3
= VzeR, 3ar+2b=2x-3

&@mxH%x—gmm&ma@(Eg. y
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arcsin(z)

V1i—a2’

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

@ Soit f:xz+—




arcsm

@ Soit T
U V1— x2

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

arcsin(z)

T (1 —22)"2 arcsin(z) dévsable sun |—1;1].

Q@ %t fizi—

o UBESI (yesed@) @laopiione 11 BT



arcsm

\/1—51:2

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

Q@ %ot fizr— % = (1—22)"2 arcsin(z) dévsable sun |—1;1].

Vael—1,1 f(z) = [—%(—29:)(1 — xz)*%} arcsin(z) + (1 — 22)~=

@ Soit f:x+— ——

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 BT



arcsm

\/1—x2

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

o %t fizr— % = (1—22)"2 arcsin(z) dévmsable sun |—1;1].

Vo e —1,1 f(z) = [—%(—295)(1—932)—%] srsall) (0GP

@ Soit f:ax+— —

_ T arcsin(z) 1
_1—1172 \/1—;1;2 1—22

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 BT



arcsm

@ Soit T —=
U \/1—3:2

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

Q@ Kt fixrs % = (1 —a?)"2 arcsin(z) dénisalle sun ]—1;1[

vael-11] f(z) = |-

1 1

(—2z)(1— xz)*%} arcsin(z) + (1 — 2?)~2 Wi

B arcsin(z) 1

X
1—2z2 \/1_x2+1—m2

1
:l—mef(w)—’_l—wT )

o BESI (yesed@) @laopiine 11 B et

N:I»—l




arcsin(z
® Soit £+ 71— T2
V1—a?
Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

@ Yot fiz— % = (1—22)"2 arcsin(z) dévisable sun |—1;1].

Vo —1,1], f(z) = [—%(—2@(1 —x2)_%} e (1—302)_%\/%:62

_ ® arcsin(z) 1

T2 e 1-a

1

- l—xﬁ @)+ 1—a2

&\,WAMQ/WCPM 1—$z,fruyn//|wﬂmm]—l,1[ g
Vezel—1,1, (1—-22)f(z)=x2f(z)+1
Chapitre 11 27 /90



arcsm

@ Soit f:z+— m

Déterminer une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.

Q@ %ot fr:a g\/l) (1 — 22)~% arcsin(z) déninalle sun ]—1;1[

&Wf@mmmaﬂww

(1—22)y —zy=1.

Chapitre 11 27 /90




Q Equations et opérateurs linéaires

© Equations différentielles linéaires d’ordre 1
@ Solutions de ’équation homogene
@ Solution particuliére
@ Probléeme de Cauchy associé & une EDL;
@ Résolution des EDL; a coefficients constants

o Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants




Le programme prévoit I’étude des équations différentielles linéaires du premier
ordre, résolues (i.e. le coefficient de y’ vaut 1) :

Yy +a(z)y = b(x), (EDL,)

ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle 1.

L’équation homogene associée (EDL,) s’écrit :

Yy +a(z)y =0. (EDL1)0




Le théoréme (2) de structure s’applique a cette situation. On peut donc se
contenter d’étudier I’équation homogene, et de trouver une solution particuliére.

Solutiem Solution générale de
Solution générale _|_

particuliere
de (EDL,)

I’équation homogene

de (EDL,;) (EDL,),
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Soit a € €9 (I;K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne 4" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y e e N WS [R},

ou A est une primitive sur I de a.




Soit a € €% (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne 4" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y e e R WS [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Preuve :
Fmﬂwo&m&/goa\mae&mmmIMe&e%mmWA.




Soit a € €° (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(x)y = 0 sur I est :
Sy = {y cx b Ae @) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Preuve :
PMWLWGMWMIM%%WWWA.
?uﬂm&quey%tm%yn&mdﬂwuaﬂ?ermmugwmxl—)y AT) ot done




Soit a € €° (I;K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(z)y = 0 sur I est :

Sy = {y:xl—))\e’A(x), Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

P :
Pm%ﬁeuwammmlm%wmmwA
.Soacﬂwnbﬂueyebtumgoawhmudyumaﬁgermmmreeagxwmuzi—}y A®) ent, done




Soit a € €° (I;K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y cz s AeA@) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

PMRMCMW@%WMIM%%WWWA
?MwymeMwW%WzHy(z)eA(w)%tdo,m
é(ac.@amyntd@uma%emlebwm:
y€Sy = y +alx)y=0
&W%@&ummmﬂmw eA@) £ 0 on olitient: :
=y et 4 A (z)yerl® =0
= Vzel (yeA(m>)/:0 (on neconmail)




Soit a € €° (I;K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y cz s AeA@) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Preuve :
yeSy <= ¥y +al@)y=0
= Vzel (yeA(z)),:O
fagomxﬂm»xi—)y(x)eA(z),ded@xjméem&emelvmoﬂ)elehbdmownbtwnlbmj:

= IAeR, Vazel, y(z)er® =) et




Soit a € €% (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne 4" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y sz Ae ) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Preuve :
FmWM%WameWIMe%%WWWA.

yeSy <= y +alz)y=0
< INeR, Vel y(z)er® =)
= INeR, Vzel, ylz) =re A,




Soit a € €% (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne 4" + a(z)y = 0 sur I est :
Sy = {y sz Ae ) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Preuve :
FmWM%WameWIMe%%WWWA.

yeSy <= y +alz)y=0
< INeR, Vel y(z)er® =)
= INeR, Vzel, ylz) =re A,




Soit a € €° (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(x)y = 0 sur I est :
8y = {y cx = Ae A Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Toutes les solutions de (&,) sont donc colinéaires & z s e,




Soit a € €° (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(x)y = 0 sur I est :
8y = {y cx = Ae A Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Toutes les solutions de (&,) sont donc colinéaires & z s e,

On dit alors que ’ensemble des solutions est une droite vectorielle, ou d’une
autre maniére que 8, est un espace (vectoriel) de dimension un.




Soit a € €° (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(x)y = 0 sur I est :
8= {y i AeAE) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Toutes les solutions de (&,) sont donc colinéaires & z s e,

On dit alors que ’ensemble des solutions est une droite vectorielle, ou d’une
autre maniére que 8, est un espace (vectoriel) de dimension un.

ATTENTION

Il n’y a qu’une solution de (EDLI)O qui s’annule : J




Soit a € €° (I; K).

L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3" + a(x)y = 0 sur I est :
8= {y i AeAE) Ve [R},

ou A est une primitive sur I de a.

Toutes les solutions de (&,) sont donc colinéaires & z s e,

On dit alors que ’ensemble des solutions est une droite vectorielle, ou d’une
autre maniére que 8, est un espace (vectoriel) de dimension un.

ATTENTION

Il n’y a qu’une solution de (EDLI)O qui s’annule :
la fonction nulle.




Exemple S :

Si a est une constante, les solutions de I’équation 3" + ay = 0 sont toutes les
fonctions
> e ¥ A e K




Exemple & :
(I+z?)y +y=1

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients continus
(non constants), avec second membre.

@ L’équation homogene associée a pour solution les fonctions de la forme :
T de~2retan(@) ) e R,
@ La fonction constante égale a 1 est solution particuliere évidente.
D’apres le théoréme (2), la solution générale est donc

T 1+ de arctan@ -y e R,




Exemple 7 :

Y +xy=x.

@ L’équation homogénze associée a pour ensemble de solutions les fonctions de
la forme x /\e_%.

@ Une solution particuliere évidente est la fonction constante égale a 1.

@ Les solutions de ’équation sont donc de la forme :

2

x»—)l—Q—)\e_%, AeER.




&W@W@uw&e@oﬂm&%m@mo@@&é@

Qﬁ:w@houi%mwd?@mnmdebrﬂwww

1) mammmwy(WmWanmwww
QA,KLVHLDM\/M@UJM\ME@[\Q@I)
Sgecrwhmv s'éonit alors v = a(x).

2] O/ruhewn/naib?@déml/uée,:cyieln|y| (a,muefée/démmée,?o%ahdﬂmwdey)
QGmeqmram@@wﬁmymb@%eet?gm%tdoue
ﬁf&wrﬁorh@iﬂ%bpﬁé&éhoﬁ@ed'uﬂ&mmwnt@mwdumw

oy
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Résoudre les équations différentielles suivantes :

Q vy = ay ol a est une constante.




Résoudre les équations différentielles suivantes :

Q vy = ay ol a est une constante.

P . o
@ y' =yx® sur R si a >0, sur R sinon.




Résoudre les équations différentielles suivantes :

Q vy = ay ol a est une constante.
@ y =ya® sur Rsi >0, sur R} sinon.

@ sin(z)y’ — cos(z)y = 0 sur I =]0; [

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 S5/



Pour commencer, il s’agit de fractionner éventuellement le probléme en
problémes plus simples par le théoréme (1) de superposition.

Supposant cette premiere étape effectuée, on cherche une solution particuliere
de ’équation générale
Y +a(x)y =b(x). (EDL;)

En premier lieu, essayez de DEVINER une solution particuliere. Vous pouvez
par exemple pour cela vous aider de I’homogénéité. Vous pouvez aussi
rechercher une solution constante ou polynomiale comme dans 1’ exenple (7)
ou I’ exemple (8) .




Exemples 8 :

Soient a,b € K et a € R.

b
@ ' +ay = b : La fonction constante z . est solution.

Q vy +ay=0be* : La fonction z — \e®” est solution si A vérifie ’équation

(a+a)X =b.




Méthode3:
Q%M@Q'WW@M@%MxHAG’A@)M
MWWW&@@W (EDLl)mmRumota@rwmem
@ommxHA(x)efA(w) bz e @ e Ve, comdienlis aemislils

® En nempllaant dans bequation differentialle (EDL,) e apes simplification,




Preuve :
Joit yo : @ = XA une sdlution de (EDL) te. V& € R g+ ayo = 0.




Preuve :
| Joit yo : @ = XA une sdlution de (EDL) te. V& € R g+ ayo = 0.
On derdle alorss une solubion (Pmm&m) Yp de (EDLI)0 sous la go'l/m Yy, = Ne—A@) oo )

%Lume%om(hmd@tmm.@?&




Preuve :
| Foit yo 2 7= A=A wne solution de (EDL ), e. ¥ € R, yj +ayo = 0.
On Rendle alors une solubion (Pan,t«mfwne) Yp de (EDLl)0 sous la, gon/me Yp = AeA@) oy A




Preuve :
| Foit yo 2 7= A=A wne solution de (EDL ), e. ¥ € R, yj +ayo = 0.
On Rendle alors une solubion (Pan,t«mfwne) Yp de (EDLl)0 sous la, gon/me Yp = AeA@) oy A




Preuve :
| Foit yo 2 7= A=A wne solution de (EDL ), e. ¥ € R, yj +ayo = 0.
On Rendle alors une solubion (Pan,t«mfwne) Yp de (EDLl)0 sous la, Kon/me Yp = AeA@) oy A




Preuve :
| Foit yo 2 7= A=A wne solution de (EDL ), e. ¥ € R, yj +ayo = 0.
On Rendle alors une solubion (Pan,t«mfwne) Yp de (EDLl)0 sous la, Kon/me Yp = AeA@) oy A

vz eR, y,(z) = Az) e A@)
yp(z) = (X (@) — a(@)A(2)) e A
Yp() + a(@)yp(x) = N () e~ A")




Preuve :
|_5Doit Yo : & — Ae 2@ une sollufion de (EDL1)0 ie. Vo €R, y +ayy =0.
On derdhe alanss une solution (panticulizne) y, de (EDLy) | sous ba forvme 4, = Ae™4(%) ou X
vz eR, y,(z) = Az) e A@)
Uy@) = (N (&) — a(@)A@)) oA
(@) + ale)y(x) = N (@)e A
O, y,, et solution de (EDL;) si, ef seulement si
Yp(@) + alz)yp(z) = b(z)




Preuve :
|_5Doit Yo : & — Ae 2@ une sollufion de (EDL1)0 ie. Vo €R, y +ayy =0.
On derdhe alanss une solution (panticulizne) y, de (EDLy) | sous ba forvme 4, = Ae™4(%) ou X
vz eR, y,(z) = Az) e A@)
Uy@) = (N (&) — a(@)A@)) oA
(@) + ale)y(x) = N (@)e A
O, y,, et solution de (EDL;) si, ef seulement si
Yp(@) + alz)yp(z) = b(z)

s, e seulloment si
N(z) e @) = p(x)




Preuve :
|_5”ou; Yo+ @ — Ae 2@ yne sollubion de (EDL,), ie. ¥z € R yg +ayy = 0.
On dRerdle alors wne sollubion (meém) Yp de (EDLy) | bous lo Ko'ume yp = Ae A oy A
vz eR, y,(z) = Az) e A@)
yp(@) = (N (2) — a(z)A(x)) e~ A=)
Yp(@) + a(@)y,(z) = N (z) e A"
O, y,, et solution de (EDL;) si, ef seulement si
Yp(@) + a(z)y,(z) = b(z)
N(z) e @) = p(x)
N (z) = b(z) eA®),




Preuve :
|_5”ou; Yo+ @ — Ae 2@ yne sollubion de (EDL,), ie. ¥z € R yg +ayy = 0.
On dRerdle alors wne sollubion (PMMW) Yp de (EDLy) | bous lo go'urma yp = Ae A oy A
etk une gwrwm dérimsalle.
VaeR, yp(:c) = \z) e A)
yp(@) = (N (2) — a(z)A(x)) e~ A=)
Yp(@) + a(@)y,(z) = N () e A"
O, y,, et solution de (EDL;) si, ef seulement si
Yp(2) + a(z)yy(z) = b(z)
N(x) e ™A@ = p(z)
N (z) = b(z) eA®),
En condlusion, y,, est solufion de (EDL) %@W&A@M@@W

mem

7 = bel@),




Preuve :
| it Yo : & = Ae @) yne solubion de (EDL1)0 ie. Vx € R, y +ayy =0.
On derdle alorss une solubion (Pmm&m) Yp de (EDLI)0 sous la goh/n'ue Up = Ne A oy A

%tmgummmaﬂﬂe

&n condlusion, yp%tm%umd@(EDLl)watmﬂym\th%tm&mmde@w
7 = beh®), (1)




Preuve :
|_5Doit Yo : & — Ae 2@ une sollufion de (EDL1)0 ie. Vx € R, y +ayy =0.

On dhendhe alons wne solltion. (onticulisne) 3, de (EDL ) sous b forme 1, = Ae™A() ob &
w;mgcymmdmmﬂﬂe
&n condlusion, yp%tm&inmd@(EDLl)watmﬂym\th%tm&mmde@w
M@WW

7' =beAl®), (1)
MWZMWQMMWWW
%WMM@Q@W;

Yp & Z(z) e A,




Preuve :
| it Yo : & = Ae @) yne solubion de (EDL1)0 ie. VT €R y) +ayy=0.
O'n, cRe)wRe, aﬂohb wne bOQAJrM:Vn/ (tha&m) Yp de (EDLI)O Soub Qc, gon/me, Yp = Ae Al oo A

w;mgcymmdmmﬂﬂe

&n condlusion, yp%tm&inmd@(EDLl)watmﬂym\th%tm&mmde@w
aj@m' mn-ﬂemrnmmm:

7/ =belrl®), (1)
%WMM@Q@W;

Yp & Z(z) e A,

Y=Y +yp: T ()\-i-Z(w)) e 2@ NeC.




Résoudre sur R, (1 +22)y’ + 22y — 1 = 0.




Résoudre sur R, (1+ z2)y + 27y = 1.

2z )
°€MMWI+I2>O,QO/WMGZIHW%tWWMRMW

[\hhn\/ibllue%tAixl—)ln(l—l—xz).

o UBESI (yesed@) Chapitre 11 Yo



Résoudre sur R, (1+ z2)y + 27y = 1.

2
°€MMWI+QZ2>O,Q@KOMOUMGZ$I—>—1:Z%EW\D/M@WRMW

[\hi/m/ii)l/ueebtA:xl—)ln(l—l—xz). b
%M@Q‘WWWM@Q@W%&HH%.
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Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

—
o%mmw@www@mde%gwwyo x;—>1+x2.
© O dondl donc uns sation, particaditne sous b forma 1, + 01— 20

1+a2°

y

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11
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Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

—
o%mmw@www@mde%gwwyo x;—>1+x2.
© O dondl donc uns sation, particaditne sous b forma 1, + 01— 20

1+a2°

pebtbo&Jhmde(l—i—:c)y + 22y =1 si, eb seuement si

y

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11

41 /90



Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

—
o%mmw@wﬂmww@mde@@gmm&yo x+—>1+x2.
© O dondl donc uns sation, particaditne sous b forma 1, + 01— 20

1+a2°

y, et salution de (1+22)y’ + 22y = 1 bi, eb seulement 51

N(x 2z )\ (x 2z \(z
(1+$2)<1+(x)2_(1+§:2;2>+ 1+(x2) -

y

o BESI (yesed@) Chapitre 11 Yo




Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

offmm&nmde@wwemmae&l@mwyo:mﬁr%.
® On dhordle donc, une solution pantialisns sous b e 1, 2> 0
y, et salution de (1+22)y’ + 22y = 1 si, eb seuloment si

1

N(z) =

v

 PTSI (Lyege @) SrT—— a0 )&




Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

—
o%mmw@wﬂmww@mde@@gmm&yo x+—>1+x2.
© O dondl donc uns sation, particaditne sous b forma 1, + 01— 20

1+a2°

y, et salution de (1+22)y’ + 22y = 1 bi, eb seulement 51
N (z 2z (z 22\ (x
(1+$2)<1+(x)2_(1+§:2;2>+ 1+(x2) -
N(z) =
ANz) =z (4p).

o UBTSI (yesed@) Chapitre 11 Yo



Résoudre sur R, (1+ z2)y’ + 22y = 1.

Correction:
o%MwQ'WWmmwuwyO:lejﬂ
© O dondl donc uns sation, particaditne sous b forma 1, + 01— 20

1+a2°

y, et salution de (1+22)y’ + 22y = 1 bi, eb seulement 51

N (z 2z )\ (x 2z \(z
e <1+(a:)2 - (1+§:2;2> * 1+(x2) -
N(z) =
ANz) =z (4p).

%mho&ﬂumpuhhmfwheebbdmmypxl—)ﬁ j)

 PTSI (Lyege @) gt i Yo




Résoudre sur R, (14 z2)y’ + 22y — 1 = 0.

: A

eﬂnwbo&ﬂmuwmebtdumyp $|—>1+x2
Qfebm&mmwﬂwewfeade (1+ 22?) y+2xy—1=0wd;dmwdega,gomme:

A T
T ——  — A eR.
y:= 1+a:2’+1+:v2
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Résoudre sur R, (14 z2)y’ + 22y — 1 = 0.

: A

e%m&mwm%tm% T —

1+:1:2

e&bm&mmwﬂ@mmde (1+22)y +2xy—1=0w¢dmwde@a,@omme:

At
yl.Tl—)m, AeR.

Chapitre 11

41 /90



Dans certains cas de seconds membres bien particuliers, quand a est une
fonction constante, on peut systématiquement se dispenser de la méthode de
variation de la constante développée ci apres, et chercher directement une
solution particuliere d’une forme pas trop compliquée.

Soient A, € C et P € C[X] un polynéme a coefficients complexes.

On considere I’équation
y +ay=AP(z) e*®, onaek. (EDL,)
L’équation (EDL;) admet au moins une solution particuliére sous la forme :
z > Bz™ Q(x) ™7,
ou B € C et Q € C[X] est un polynome de degré deg(Q) = deg(P) et

mm=0sia+a0.

m m = 1 sinon. l)

o BTSI (yesed@) Chapitre 11 Yo




Ce théoreme permet d’envisager les cas suivants :

m Yy +ay=P(z), ot acKetP e K[X] est une fonction polynomiale &
coefficients dans K de degré n, admet une solution particuliére polynomiale
de degré n.




Ce théoreme permet d’envisager les cas suivants :

m Yy +ay=P(z), ot acKetP e K[X] est une fonction polynomiale &
coefficients dans K de degré n, admet une solution particuliére polynomiale
de degré n.

my +ay=Ae*, ol a, A, a € K, admet une solution particuliére de la forme :

T y,(r) =Be*™ ou zr—y,(r)=DBre*, Bek




Ce théoreme permet d’envisager les cas suivants :

my +ay=Px), otacKetP e K[X] est une fonction polynomiale &
coefficients dans K de degré n, admet une solution particuliére polynomiale
de degré n.

my +ay=Ae*, ol a, A, a € K, admet une solution particuliére de la forme :
T y,(r) =Be*™ ou zr—y,(r)=DBre*, Bek

m Yy +ay = Acos(wz) et y +ay = Asin(wz), ot a, A € K, et w € R, admet une
solution particuliere de la forme :

x +— y,(x) = Beos(wz) + Csin(wz), (B;C) € K.




II. Equations différentielles linéaires d’ordre 1
2. Solution particuliére

Ce théoreme permet d’envisager les cas suivants :

m Yy +ay=P(z), ot acKetP e K[X] est une fonction polynomiale &
coefficients dans K de degré n, admet une solution particuliére polynomiale
de degré n.

my +ay=Ae*, ol a, A, a € K, admet une solution particuliére de la forme :
T y,(r) =Be*™ ou z+—y,(r)=DBzre, B e K.

m Yy +ay = Acos(wz) et ¥ +ay = Asin(wz), ot a, A € K, et w € R, admet une
solution particuliére de la forme :

7+ y,(z) = Beos(wr) + Csin(wz), (B;C) € K2

m y +ay = Ach (wz) et ¥’ + ay = Ash (wzx), ot a, A € K, et w € R, admet une

solution particuliére de la forme :

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11 43 /90

x> y,(z) = Bch (wr) + Csh (w2), (B;C) € K.



Déterminer des solutions particuliéres pour les équations suivantes :

Q y +ycos(z) =0.




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

Q y +ycos(z) =0.

Correction:
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Déterminer des solutions particuliéres pour les équations suivantes :

Q@ (1+z22)y +zy=1+z+2z%




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

O (1+z2)y +azy=1+z+2z%

Correction:
QMMWWWWM%WW%(m):ax+b

Chapitre 11 44 /90




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

O (1+2%)y +zy=1+z+2z%

(Correction:
GMWMW%%wyP(x):ax+b:

Ve eR, y,(v)=ar+d
Yp(z) = a

Chapitre 11 44 /90




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

Q (1+22)y +ay=1+z+ 222

(Correstion:
Q%mmwﬁe%%wyp(m)zax+b:

Ve eR, yylz)=ar+d
yy(z) =a

yp%tmmrmnm&mwd;w@mmtu

(1+a?)y, +zy, = 1+ + 22°

Chapitre 11 44 /90



Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

Q (1+22)y +ay=1+z+ 222

G@mcﬂmnbummwma&m@dé%mwyp(m):ax+b:
Ve eR, y,(z)=ar+d
Yp(z) = a
Y, wm&m@wm%am&mmta
(1+2?)y, +zy, =1+ 2z + 22°
(14 2%)a + z(ax +b) = 1 + x + 222

 PTSI (Lyege @) SrT—— )G



Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

Q (1+22)y +ay=1+z+ 222

G@mcﬂmnbummwma&m@dé%mwyp(m):ax+b:
Ve eR, y,(z)=ar+d
Yp(z) = a
Y, wm&m@wm%am&mmta
(1+2?)y, +zy, =1+ 2z + 22°
(14 2%)a + z(ax +b) = 1 + x + 222

2022 + bz +a =1+ x + 222 j)

 PTSI (Lyege @) SrT—— )G




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

© (1+2%)y +ay=1+az+ 222

Correction:
Oamxﬂmnbwmm&mmwma@medé%mwyp(x)zax+b:
2= 2

2z +br+a=1+z+2z%2 < <{b=1

a =

o UBTSI (Lyesed@) Chapitre 11 Yo



Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

O (1+z2)y +azy=1+z+2z%

Correction:
QMWWW%%@W%(m):az+b:
2a =2

2z +br+a=14+z2+222 <= <b=1
a:

%wbo&;ﬂmmpamﬁxémw:yp:xl—)1+x.
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Déterminer des solutions particuliéres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(z) —sin(z).




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(z) —sin(z).

Correction:
o%mm&mmrmmgm?@gmm

Y, © T > Acos(x) + psin(z).
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Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

@ y' — 2y = 3cos(x) — sin(x).

Correction:
QMWWWWQJP@MW?@@MM

Yp : T > Acos(z) + psin(z).

Vo eR, y,(z)= Acos(x)+ psin(z)
Y, (®) = prcos(z) — Asin(z)

o UBESI (yesed@) Chapitre 11 Yo



Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(x) —sin(z).

QWWWWW%M

Yp T > Acos(z) + psin(z).
Vo eR, y,(x)= Acos(x)+ psin(z)
Yp(x) = peos(z) — Asin(z)
Yy, enl solution Faﬂﬁw&e’w i, ef seulement i

’

Yp

2y,, = 3cos(z) — sin(z)




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(x) —sin(z).

QMWWWW%M

Yp T > Acos(z) + psin(z).

Vo eR, y,(z) = Acos(z) + usin(a)

A cos
peos(z) — Asin(z)

Yyp(2)
ypebtbo{)uﬁmruhﬂm&eﬁewd)mﬂmnM\b%

/

Yp
(r—2X) cos(z) — (A + 2u) sin(z) = 3 cos(z) — sin(z)

2y, = 3cos(z) — sin(x)

T PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11
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Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(x) —sin(z).

Correction:
ewmmmmwmmuw

Y, : & > Acos(z) + psin(z).

ypebtbo&ﬂmram&mb@etmﬂemwntbb

nw—2A=3

(p—2X) cos(z) — (A + 2u) sin(x) = 3cos(z) — sin(z) < {)\ bou=1

-y

Chapitre 11 44 /90




Déterminer des solutions particuliéres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(z) —sin(x).

e%wm&wrﬂmm%gom

Yp T > Acos(z) + psin(z).

yp%tw&mwnm&m%etmﬁymma

(1 —2X) cos(z) — (A + 2p) sin(z) = 3cos(z) —sin(z) <~ {

 PTSI (Lyese @) SrT—— )G



Déterminer des solutions particuliéres pour les équations suivantes :

@ y — 2y = 3cos(z) —sin(z).

e@bAMWMwM&Mmmehmmmbu%mw

Yp + T > Acos(z) + psin(z).
%e&u&mmeRJ@waﬂanwwwa

A=-1
p=1

Usne sollubion rmhwzm enlb y, @ > —cos(x) + sin(x). j)

 PTSI (Lyese @) SrT—— )G

(o —2X) cos(z) — (A + 2u) sin(x) = 3cos(z) — sin(z) < {




Déterminer des solutions particulieres pour les équations suivantes :

Q y +ycos(z) =0.
O (1+z%)y +zy=1+z+2z%
@ y — 2y = 3cos(z) —sin(x).

Correction:
e‘llmbo&bumrmnw&pm%typ:xHHx.
Q anm&)ﬂmwmebtyp:xH—cos(m)+sin(w).
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Définition 4 (Proeléme de Cauchy d'une EDL,) :

Soient a,b € €° (1;K), y, € K et z, € L.

On appelle probléeme de Cauchy associé a ’équation différentielle du premier

ordre tout systeme de la forme :

{ Y +a(z)y = b(x) (EDL,)
y(xo) = Yo-

La condition y (z,) = y, est appelée sa condition initiale.

(C.Ly)




Définition 4 (Proeléeme de Cauchy dune EDL,) :

Soient a,b € € (I;K), y, € K et 2, € L

On appelle probléeme de Cauchy associé a I’équation différentielle du premier
ordre tout systéeme de la forme :

o a(@)y= b(s) (EDLy)
{ y(o) = bio- (CLy)

La condition y (z) = y, est appelée sa condition initiale.

Soient a,b € C(I,K), z, € I et y, € K.

Pour tous z; € I et y, € K, le systéme (C.L;) posséde une unique solution sur I.




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Yy +a(x)y = b(x) (EDL,) (C.Ly)

y(zg) = Yo

Preuve :
FmA%wmm@ugwnmmmmaymmﬁmmxo.

Vzel, y +alz)y = b(z)




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

e =) (EDLy)
{ u(zo) = %o, (CLy)

Preuve :
|_500{tApulmmeedegmgom‘hmm¢ﬁmuea&ammupambmxo.
Qeﬂ Aubiofn;]'l,clib I

Vo el, 2@ (y +a(z)y) = eAMPb(x)




Détinition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

y' +a(z)y = b(x) (EDL,)
{ 4(z0) = %o, (GL)

Preuve :

SoatAﬁquaeﬁmgmmmmaswwﬁwm%.

Bomme eA(w)%OmmemWkamuﬂﬁTmﬁwdmnwm@mde
Qeﬂuohmrm eA®)

Vael, eA®(y +a(z)y) = eA®)b(2)

d oA A
Vzel 1 (e (:”)y(z)) = eA@)p(z)




Détinition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(zo) = Yo-

Preuve :

S%wAﬁ@WmmdeQ@gwxmmmmaymﬂwnL%xo.

&WEA(E)%OMLMQWWMWQ@@QmMWWPmWWnMdQ
Q'éﬂuab‘o'n,]'wn ehla)

Vael, eA@(y +a(z)y) = e*@b()
d A _ oA
Vzel, i (e (””)y(x)) = A@)p(z)

.ﬁnmy(wo)=y@%rhmw/oon\b9/nwaoetx€Lmo@u@mt:

x
AW@y(z) — eAGoly, = / AW p(y) du
o




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(zo) = Yo-

Preuve :
|_ vz el, eA@(y +a(z)y) = eA@b(x)

d Az — Al

Fsec y(xo):yamwmmmwmxoetxeLwoﬁu%b:

x
AW@y(z) — Aoy, = / A®p(u) du

o

Bomme A(zo) =0, on o :

T
eA(z)y(x) —yo= / eA(u)b(u) du

o




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(To) = Yo

Preuve :
|_ Vel 2@ (y +a(z)y) = eA®)b(x)

d Az — oAz
Vzel, a(e ()y(z)) = AMPp(x)

ﬂmeoy(xo):y@mrnx/mm/wmbemm%etxelmowz

A eAl@o)y Awp(y

Bomme A(zo) =0, on o :

y(x) —

\

eAWp(y) du

(yo + [ eAWbw)d ) &A@

I|
\




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(To) = Yo

Preuve :
r ‘
Ay (x) —yy = / eAWp(u) du
@I
) e Al@)
o

= yoe A@ 4 (/m eAWp(u) du) e A,

o

y(t)

I
/N
<
(=}

+
\H
@

=
&
=
&
o
S




Définition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(To) = Yo

Preuve :
r ’
eA@y(z) —yy = / eAWp(u) du
T

0

y(t) = (yo + / ’ eAWp(u) du) eAl)

o




Détinition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

{ Y +a(z)y =b(x) (2nt) (C.Ly)

y(To) = Yo

Preuve :
r ‘
Ay (x) —yy = / eAWp(u) du
&

0

y(t) = (yo I /z eAWp(q) du) e A@)

o

T
=yye Al + (/ eAwp(u) du) e Al)

o

yo(@) yp(@)

g@bo&ﬂmy%&mramz%d@vmmé@demwd'mgemh




Détinition 4 (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

oo a(m)y=b(s) (EDLy)
{ y(2o) = bio- (CLy)

T
y(t) = yoe Al + </ eAWp(u) du) e~Al@)

o

|— Preuve :
yo(z) yp(2)

%Wymmﬁmmm@mmwdmﬂem&m

—

Remaraue : La preuve de ce résultat montre que toute solution de (C.L;) est
bien de la forme z — A(z)e=2(*)| ce qui justifie la méthode (3) de variatipn
de la constante.




Commentaires :

m Les probléemes de Cauchy associés a des équations linéaires homogénes du
premier ordre ont donc toujours une solution unique : la valeur imposée
permet de fixer la constante .




Commentaires :

m Les probléemes de Cauchy associés a des équations linéaires homogénes du
premier ordre ont donc toujours une solution unique : la valeur imposée
permet de fixer la constante .

m La fonction exponentielle est 'unique solution de I’équation différentielle
y’ =y, avec condition initiale y(0) = 1.




II. Equations différentielles linéaires d’ordre 1
3. Probléeme de Cauchy associé & une EDL;

Conmmentaires :

m Les problémes de Cauchy associés a des équations linéaires homogénes du
premier ordre ont donc toujours une solution unique : la valeur imposée
permet de fixer la constante .

m La fonction exponentielle est I'unique solution de I’équation différentielle
Yy’ =y, avec condition initiale y(0) = 1.

m Dans la méme idée, I'unique solution de y" + a(x)y = 0 telle que y(zy) =0
est la fonction nulle.
En effet, la fonction nulle est solution et vérifie y(x,) = 0.
D’aprés le théoréme (?7), c’est la seule.

-
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II. Equations différentielles linéaires d’ordre 1
3. Probléeme de Cauchy associé & une EDL;

Conmmentaires :

m Les problémes de Cauchy associés a des équations linéaires homogénes du
premier ordre ont donc toujours une solution unique : la valeur imposée
permet de fixer la constante .

m La fonction exponentielle est I'unique solution de I’équation différentielle
Yy’ =y, avec condition initiale y(0) = 1.

m Dans la méme idée, I'unique solution de y" + a(x)y = 0 telle que y(zy) =0
est la fonction nulle.
En effet, la fonction nulle est solution et vérifie y(x,) = 0.
D’aprés le théoréme (?7), c’est la seule.

x
m La formule y(t) = | y, +/ eAWp(u)du | e A®) donnant la forme générale
To
de la solution de (C.L;) n’est & peu prés d’aucune utilité pour le calcul
pratique de solution, puisqu’on ne saura pas, en général, calculer I'intégrale.
Pour réellement résoudre une équation différentielle, il faut (et c’est bien le

plus difficile) trouver une solution particuliére. !
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Exemple 9 :

Considérons I'équation différentielle y” + 2zy = 0 (sur R), avec comme condition
initiale y(1) = 2.

Les solutions de I’équation sont de la forme )\e*zZ, et la condition initiale se
traduit alors par Ae ™! = 2, soit A = 2e.

Donc, 'unique solution de ce probléeme de Cauchy est la fonction

Yy T et




1
Résoudre y' — —y = /z sur I = R*. avec y(1) = 0.

2x




Résoudre y" — —y =/ sur I = R" avec y(1

o&m&nmw@'wm%wmmemexﬁ AER

o

o UBESI (yesed@) @laorpiione 11 =T



Résoudre y" — —y =/ sur I = R" avec y(1

o&m&nmw@'wm%wmmemexﬁ AER

e?m%m@mwum@mwmwm&md@(ch)
ebbxl—)xﬁmﬂ?j_

o

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 =T



Résoudre y" — —y =/ sur I = R" avec y(1

osﬁo,bopuﬂmvde@éxrwhmvawmmaﬁunemﬂ?iebtml—))\\/i AER

e?m%m@mwum@mmmwm&md@(ch)
ebbxl—)x\/iuunﬂ?j_
Q&M&M%m&aﬁede(c.Ll)ebtdum$l—>(A+x)\/5, AeR

o
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1
Résoudre y' — 2= Vv sur I = R% avec y(1) = 0.

Ofﬁam&mmvde@éc?uahmupmwmmaﬁunemﬂ?iebtml—))\\/i AER

e?m%m@mwummmm&wmwm&md@(ch)
ebbxl—)x\/imm,ﬂ?j_
Qfﬁam&;ﬂm»%éménaﬁede(c.Ll)ebtdunQarl—)()\+x)\/§, AeR

anwndwwmvmhaﬁewme/\:—l.

o
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1
Résoudre y' — 2= Vv sur I = R% avec y(1) = 0.

o&m&mae@'wmwmm%mHAﬁ, AER

e?m%m@mwum@mmmwm@(c.m
ebtacl—>ac\/5wfz,ﬂ?1
Q&M&MW@(C.LQ@MmH(AM)@ AeR

Qfawwmmwaﬂewm/\:—l.

&M&MMM%M@WWWMxH(x—l)ﬁ@@W

sun RY. )
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(Hors-Proaramme)
On considére deux fonctions a et b continues sur un intervalle I et a valeurs
dans K ainsi que I’équation différentielle
Y +a(z)y = b(z). (EDL,)
Alors :

m Une seule courbe intégrale définie sur I passe par le point M (zg,y,) € I x K.

m Deux courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper dans I x K.

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11 49 /90



Soit a et b deux éléments de K.

L ’ensemble des solutions de I’équation différentielle 4" + ay = b est :

b
S={y:3:l—>)\e_‘“”—|—a, )\GIK}.
En particulier, 'unique solution telle que y(z,) = y, est :

YT (yO = 9) e—a(z—xo) -+ é
a a




Exemple IO (Un peu de physiaue : Cireuit RL) :

On considére un circuit électrique constitué d’un échelon de tension E, une
résistance R, une bobine d’inductance L et un interrupteur.

E

()
/

R
| —
| S|

Figure 1 — Circuit RL




Exemple IO (Ln peu de physiQue : Circuit RL) :

A Tinstant ¢ = 0, on ferme Pinterrupteur, qui était jusque la ouvert.
On note 4 : t — i(t) intensité dans le circuit en fonction du temps ¢.
L’intensité vérifie ’équation différentielle :

di
L— +Ri=E, (2)

et la condition initiale ¢(0) = 0.
L L . . s Rt
En notant 7 = R (constante de temps du circuit), ’équation précédente s’écrit :

E
T 3)

. 7
7+ - =
-




Exemple IO (Lin peu de physiQue : Circuit RL) :

t
@ Les solutions de I’équation homogene sont de la forme iy : ¢ — Ae™ 7,




Exemple IO (Lin peu de physiQue : Circuit RL) :

t
@ Les solutions de I’équation homogene sont de la forme iy : ¢ — Ae™ 7,

E
@ la fonction constante a i, : { R est solution particuliere de 1’équation.




Exemple IO (Lin peu de physiQue : Circuit RL) :

t
@ Les solutions de I’équation homogene sont de la forme iy : ¢ — Ae™ 7,
E
@ la fonction constante a i, : { R est solution particuliere de 1’équation.

@ Les solutions générales sont donc de la forme

E t
i:t}—>ﬁ+)\677. (3)




Exemple IO (Un peu de physiaue : Cireuit RL) :

¢
@ Les solutions de I’équation homogene sont de la forme iy : ¢ — Ae™ 7,

E
@ la fonction constante a i), : t R est solution particuliere de ’équation.

@ Les solutions générales sont donc de la forme

it E )\_E
i >—>ﬁ+ e 7. (3)

E
@ Comme i(0) = 0, on obtient A = R soit :

t
it a(t) = g(l — e_?), (sit >0, bien entendu). (4)

-




Exemple IO (Ln peu de physiQue : Circuit RL) :

G
Pt i) = 2(1 7). (si£>0, bien entendu). @)

Commentaires : En pratique, t € [0;4o00[ et 7 > 0. La fonction i est alors une
fonction d’atténuation dont la courbe ressemble a la figure ci-dessous.

i(t)

B B et e s S T

Régime transitoire | Régime permanent
1
1

Figure 1 — Intensité dans un circuit RL en régime forcé.




Exemple IO (Ln peu de physiQue : Circuit RL) :

t
it a(t) = g(l — ef;>7 (sit > 0, bien entendu). (2)

Commentaires :

m En particulier, la fonction 7 est strictement croissante sur R, .




Exemple IO (Un peu de physique : Cireuit RL) :

E t
it a(t) = R (1 — e7T>, (sit >0, bien entendu). (2)
Commentaires :

E
m La courbe de ¢ admet une asymptote horizontale en 400 d’équation y = R




Exemple IO (Un peu de physiaue : Cireuit RL) :

E t
it a(t) = ﬁ(l — ef'r), (sit > 0, bien entendu).

Commentaires :

m La tangente & la courbe en ¢ = 0 a pour coefficient directeur

di E E

E
Cette tangente, d’équation y = i t, coupe donc 'asymptote a la courbe

== —7

= —€enx =
¢ R

R

| =lE
=




Exemple IO (Ln peu de physiQue : Circuit RL) :

E t
it a(t) = R (1 — ef'r), (sit > 0, bien entendu). (2)

Commentaires :
m En physique, on dit que U'intensité est :

® en régime permanent quand elle s’approche fortement de son asymptote.
® et en régime transitoire dans sa période de forte croissance.




Exemple IO (Ln peu de physiue : Circuit RL) :

E t
it a(t) = R (1 — 677')7 (sit > 0, bien entendu). (2)

Commentaires :

m En physique, on dit que l'intensité est :
® en régime permanent quand elle s’approche fortement de son asymptote.
® ct en régime transitoire dans sa période de forte croissance.
En pratique, on considére le régime permanent atteint pour t = 37. A & cet
instant, I'intensité vaut environ 95% de sa valeur maximale.




Quelle est la réponse en intensité d’un circuit RL en régime alternatif lorsque
E = v2cos(wt), ol w € R?




o Equations et opérateurs linéaires

Q Equations différentielles linéaires d’ordre 1

© Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants
@ Solutions de ’équation homogene
@ Solution générale
@ Probléeme de Cauchy associé a une EDL,




Le programme prévoit ’étude des équations différentielles linéaires du deuziéme ordre, a
coefficients constants

ay” +by’ +cy = f(z) (EDL,)

ol a,b,c sont des constantes, et f est une fonction de la forme :

> Ae®® avec A,aeC ou x+— Bceos(wr) ou x+— Bsin(wz) avec BeC,weR.




III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants

Le programme prévoit 1’étude des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre, a

coefficients constants
ay” +by’ +cy = f(z) (EDL,)

ol a,b,c sont des constantes, et f est une fonction de la forme :

> Ae®® avec A,a€C ou x+— Bceos(wz) ou x+— Bsin(wz) avec BeC,w€R.

Les méthodes ne sont pas tres différentes de celles vues pour le premier ordre
méme si leur complexité augmente.

En accord avec le programme, on se restreindra au cas de coefficients
constants :

ay” +by +cy= f(x), oua,bceKet feccC®(I;K). (EDL,)
L’équation homogene associée (EDL,) s’écrit :
ay” + by +cy = 0. (EDLQ)O
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Solution générale de

Solution
Solution générale
= particuliere
de (EDL,)
de (EDL,)

—|— I’équation homogene

(EDL,),

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11
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Seliiiem Solution générale de
Solution générale _|_

particuliere
de (EDL,)

I’équation homogene

de (EDLy) (EDLy),

Notre démarche sera donc la méme que pour les EDL;.

o UBTSI (Lyesed@) @laorpiione 11 ERYET



En pratique, ce sont généralement les solutions réelles des équations
différentielles qui nous intéressent, mais nous commencerons pourtant par le cas

complexe car c’est lui le cas théorique fondamental, celui dont la preuve est
naturelle, et ceci entierement grace a l’exponentielle complexe.




En pratique, ce sont généralement les solutions réelles des équations
différentielles qui nous intéressent, mais nous commencerons pourtant par le cas
complexe car c’est lui le cas théorique fondamental, celui dont la preuve est
naturelle, et ceci entierement grace a l’exponentielle complexe.

Définition S (PolynSme caractéristiaue) :
Soient a,b,c € C, a # 0.

On appelle polynéme caractéristique de I’équation ay” + by’ + cy =0 le
polynéme P, = aX? + bX + ¢ de discriminant A, = b? — 4ac.




Soient a,b,c € C, a # 0.
On considere I'équation différentielle linéaire

ay” + by’ +cy = 0. (EDL2)0

m P, =aX?+bX + ¢ son polyndme caractéristique et A, = b*> — 4ac son
discriminant.

m S I'ensemble des solutions de (EDLQ)O.




Soient a,b,c € C, a # 0.

On considere 1’équation différentielle linéaire
ay” + by’ + cy = 0. (EDLz)O

Alors, les solutions sont données par le tableau suivant ou A\, € C :

A Racines de P_,,. 8§

A, #0 | 7 et ry distinctes | x > Ae™® + pe™?

=0 7 x> (Az+p) €




Autrement dit, §§ = {)\u +uv/ (A;p) € C2} ou

msi A

mSiA,,=0aorsu:zt— e etv:az— ze™.

car FOalors u:xt— eM? et vz 2%,

Dans les deux cas, toute solution est combinaison linéaire de deux solutions
fondamentales u, v, déterminées a partir des solutions de 1’équation
caractéristique.




III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
1. Solutions de I’équation homogéne

Autrement dit, §§ = {/\u +pv/ (Asu) € @2} ou

msiA,, #0alorsu:z+— e® et v:x— e2”.
mSiA,,,=0alorsu:axr— e®etv:ar—xe™.
Dans les deux cas, toute solution est combinaison linéaire de deux solutions

fondamentales u, v, déterminées a partir des solutions de I’équation
caractéristique.

Ces solutions fondamentales ne sont pas multiples 'une de I’autre.
On dira bientot qu’elles sont libres et qu’elles constituent une base de Sg.

On dira alors de ce dernier qu’il constitue un sous-espace vectoriel de D2 (R;C)
de dimension 2 et que, dés lors, S¢ est un plan affine de direction 58.

-
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Remaraques :

m Si A, # 0, la premiére étape de la méthode exposée pour trouver ces
solutions nous fournissait déja la totalité des solutions (puisqu’on pouvait
choisir indifféremment r; ou 7, et puisque ’ensemble des solutions est
stable par combinaison linéaire).

La deuxiéme étape ne sert dans ce cas seulement qu’a prouver qu’il n’y a
pas d’autre solution.




III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
1. Solutions de I’équation homogéne

Remaraques :

m Si A_,, # 0, la premiére étape de la méthode exposée pour trouver ces
solutions nous fournissait déja la totalité des solutions (puisqu’on pouvait
choisir indifféremment r; ou r, et puisque ’ensemble des solutions est
stable par combinaison linéaire).

La deuxiéme étape ne sert dans ce cas seulement qu’a prouver qu’il n’y a
pas d’autre solution.

m Dans le cas ou A, =0, la deuxiéme étape nous fournit une solution que la
premiere étape ne nous permettait pas d’obtenir.
Meéme si les coefficients a et b sont réels, il peut arriver que I’expression
obtenue au bout fasse intervenir des exponentielles complexes (cas o
A, <0).
La solution générale obtenue est alors une fonction a valeurs complexes.
Parmi celles-ci, certaines sont a valeurs réelles. On est souvent intéressé par

ces fonctions spécifiquement. C’est le propos de la et du

théoréme (7).
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III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
1. Solutions de I’équation homogéne

Remaraques :

m Si A_,, # 0, la premiére étape de la méthode exposée pour trouver ces
solutions nous fournissait déja la totalité des solutions (puisqu’on pouvait
choisir indifféremment r; ou r, et puisque ’ensemble des solutions est
stable par combinaison linéaire).

La deuxiéme étape ne sert dans ce cas seulement qu’a prouver qu’il n’y a
pas d’autre solution.

m Dans le cas ou A, =0, la deuxiéme étape nous fournit une solution que la
premiere étape ne nous permettait pas d’obtenir.
Meéme si les coefficients a et b sont réels, il peut arriver que I’expression
obtenue au bout fasse intervenir des exponentielles complexes (cas o
A, <0).
La solution générale obtenue est alors une fonction a valeurs complexes.
Parmi celles-ci, certaines sont a valeurs réelles. On est souvent intéressé par
ces fonctions spécifiquement. C’est le propos de la et du
théoréme (7).

m La méthode exposée ci-dessus est aussi valable pour des coefficients
variables, & partir du moment o1 on connait une solution particuliere. E&U‘.y

trouve la toute sa pertinence.
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Déterminer les solutions complexes des équations suivantes :

0y +4y=0




Déterminer les solutions complexes des équations suivantes :

Qy +4y=0
@y —y+(1+i)y=0

o UBESI (yesed@) @laorpiione 11 EEYET)



Déterminer les solutions complexes des équations suivantes :

0y +4y=0
@y —y +(1+i)y=0
@y —2+9)y +(1+49)y=0

o UBESI (yesed@) @laorpiione 11 EEYET)



Voici un résultat permettant de retrouver facilement I’ensemble des solutions a
valeurs réelles :

Soient a,b,c € R, a # 0.

On considere ’équation différentielle linéaire a coefficients réels :

ay” + by + cy = 0. (EDL2)0 .

En notant §§ I'ensemble des solutions de (EDL,)

celui des solutions & valeurs réelles, on a :

86 = {Re (v) /y € S5}

oF A valeurs complexes et S&
,




Soient a,b,c € R, a # 0.

On considere I’équation différentielle linéaire

ay” + by’ +cy = 0. (EDLQ)0 .

m P, =aX?+ bX + c son polynéme caractéristique et A_,, = b*> — 4ac son
discriminant.

m S5 'ensemble des solutions de (EDL2)O .




Soient a,b,c € R, a # 0.

On considere 1’équation différentielle linéaire

ay” + by’ +cy =0. (EDL2)0 .

Alors, les solutions sont données par le tableau suivant ou A\, u € R :

A,y Racines de P, SK
Ay >0 r, et ry réelles distinctes T = Ae"® + pem®
A, =0 r(€R) T+ Az +p) e™

A, <0 | 7+ iw complexes conjuguées | =+ €' (/\ cos(wzx) + usin(wx))




Autrement dit, 8§ = {/\u +uv/ (A\;p) € [RQ} ol

msiA,, #O0alorsu:zr— e* et v:a— e2".




Autrement dit, 8§ = {/\u +uv/ (A\;p) € [RQ} ol

msiA,, #O0alorsu:zr— e* et v:a— e2".

mSiA,,=0alorsu:zr— e etv:axi— xe™.




Autrement dit, 8§ = {/\u +uv/ (A\;p) € [RQ} ol

msiA,, #O0alorsu:zr— e* et v:a— e2".
mSiA,,=0alorsu:zr— e etv:axi— xe™.
mSiA

car < 0 alors u: z +— € cos(wz) et v: x+— e sin(wz).




Autrement dit, 8§ = {/\u +uv/ (A;p) € [RQ} ol

msiA,, #0alorsu:zr— e* et v:a— e2".
mSiA,,=0alorsu:zt— e etv:azr— ze™.
mSiA,,, <Oalorsu:zr— e*cos(wz) et v:zr— e sin(wz).

Comme dans le cas complexe, toute solution est combinaison linéaire de deux
solutions fondamentales u, v, déterminées & partir des solutions de I’équation
caractéristique.




Autrement dit, 8§ = {/\u +uv/ (A\;p) € [RQ} ol

msiA,, #O0alorsu:zr— e* et v:a— e2".
mSiA,,=0alorsu:zr— e etv:axi— xe™.
mSiA

car < 0 alors u: z +— € cos(wz) et v: x+— e sin(wz).




Exemple |l :

En physique, on privilégie d’autres formes équivalentes des solutions.

m Dans le cas périodique, on peut aussi réexprimer les solutions en
regroupant sin et cos a l'aide d’une transformation de Fresnel :

56R = {y :x — Ae™ cos(wz + @), (A;p) € [RZ}’




Exemple [l :

En physique, on privilégie d’autres formes équivalentes des solutions.

m Enfin, dans le cas A > 0, les solutions peuvent aussi s’exprimer sous une
forme trigonométrique mais hyperbolique cette fois :

T1+7ry L ) T1—To x)

A €M7 4 et = e 2 x(Ale 2 T4pue 2

T+

r{—T
A =22

O =
n pose r 7

= e ()\1 (ch (wz) + sh (wz)) + g (ch (wz) — sh (ww)))
= @%@ ( (/\1 =+ ,ul) ch (OJLE) a4 ()\1 - ,Ul) sh (w:l?))

=e' ()\ch (wzx) + psh (wa:))

8K = {y sz €"(Ach (wz) + psh (wz)), (A\;u) € [RQ}

=yy:z > Aech(wr+¢), (Asp) ER?}.




Déterminer les solutions réelles des équations :

o y//_2y/_3y:0




Déterminer les solutions réelles des équations :

0y -2 —3y=0
Qy +2y +y=0




Déterminer les solutions réelles des équations :
° y//_2yl_3y:0

@y +2)+y=0
Q@ Yy +2y+4y=0

o UBTSI (yesed@) Chapitre 11 YT



Remarque : Des équations différentielles de la forme :

Yy +uwly=0 ou Yy’ —wy =0,

avec w € R sont fréquentes en physique.

Leurs solutions respectives s’écrivent :

x > Acos(wz) + psin(wz) ou 2+ Ach (wz) + psh (wz)
x +— A cos(wz + ¢). z +— Ach (wz + @).

A\;p) €R? et (Ajp) € R2




Exemple [ (Cirecuit LO) :

La charge ¢ au cours du temps d’un condensateur dans un circuit LC constitué
d’un condensateur de capacité R et d’une bobine d’inductance L vérifie
I’équation différentielle linéaire a coefficients constants :

1
” —g=0.
q + ch

Figure 1 — Circuit LC.




Exemple [ (Cirecuit LO) :

La charge g au cours du temps d’un condensateur dans un circuit LC constitué
d’un condensateur de capacité R et d’une bobine d’inductance L vérifie
I’équation différentielle linéaire a coefficients constants :

b1l
q LCq_ .
1
En posant w? = ic :
¢ +wqg=0. (LC)

Les solutions s’écrivent alors sous la forme :
q: t > Acos(wt) + psin(wt) = A cos(wt + ¢).
o 2m
avec (A;p) ERPouAeRet o€ |0;—].
w

La constante A est appelée amplitude de la solution et la constante ¢, son
déphasage.

Y




Exemple [3 (Lin peu de physiue : Circuit RLC) :

On considere cette fois un circuit RLC série muni d’un interrupteur que 1’on
fermera & t = 0 et on suppose le condensateur chargé avec une certaine charge
qo avant la fermeture de celui-ci.

B A'A'ATA
K)\‘\ R ——
1

Figure 1 — Circuit RLC.




Exemple I3 (Ln peu de physiaue : Circuit RLC) :

On considere cette fois un circuit RLC série muni d’un interrupteur que 1’on
fermera a t = 0 et on suppose le condensateur chargé avec une certaine charge
qo avant la fermeture de celui-ci.

On s’intéresse a I’évolution de cette charge ¢ au cours du temps.

d
Comme £ = i, elle est, mathématiquement parlant, la primitive de I'intensité i.

, oll

Qle

Par ailleurs, la tension aux bornes d’un condensateur est donnée par u, =

C est une constante appelée charge du condensateur.

La loi des mailles appliquée au circuit s’écrit :

di
ug +up, tug =0 < Ld—erRiJr%:O.

Equation qui se met sous la forme habituelle :

”+E/+L =0
T4 Tgl="




Exemple I3 (Lin peu de physiQue : Circuit RLC) :

//+B /+i =
q Lq LCq_ -

On note usuellement en physique :

1
w, = ——, constante appelée pulsation propre du circuit.
0 VIC 1YY p prop
1 /L . N
m Q= —1/—==——, qu'on appelle facteur de qualité du circuit.
RV C Ruw

Notre équation différentielle devient :

w
2g +wiqg=0.

ql/ +
Q




Exemple I3 (Ln peu de physiaue : Cirecuit RLC) :

W,
q’ + 60(1/ +wiq=0.

On a, par ailleurs, les conditions initiales ¢(0) = ¢, et ¢’(0) = i(0) =0
(continuité de la charge et de l'intensité).




Exemple [3 (Lin peu de physique : Circuit RLC) :

W,
g+ wiqg=0.

"
q +
Q

9
w
Son équation caractéristique a pour discriminant A = —2 (1 —4Q?).

QZ




Exemple I3 (Ln peu de physiaue : Circuit RLC) :

Wo
- Q2 (1 o 4Q2)
L . 1 .
m Le discriminant est positif quand Q < 2’ auquel cas les deux racines de

Wo

I’équation caractéristiques sont 20 (£ V1 —4Q? — 1), négatives toutes les

deux.
La charge est donc une somme de deux exponentielles décroissantes.

On parle alors de régime apériodique, la charge se contentant de décroitre

de g, vers 0.

a(t)

Figure 1 — Décharge aux bornes du condensateur d’un circuit RLC en régime apériodiqué@




Exemple I3 (Ln peu de physiaue : Circuit RLC) :

1
m Au contraire, lorsque Q > —, le discriminant de I’équation est négatif, et on
a donc une charge qui est le produit d’une fonction périodique par une

exponentielle décroissante.
On parle alors de régime pseudo-périodique : la charge tend toujours vers 0,

mais en oscillant avec une amplitude décroissante au cours du temps.

Figure 1 — Décharge aux bornes du condensateur d’un circuit RLC en régime

pseudo-périodique.
~ pTsI (LycéeJdac ... Chapitrell  68/90



Exemple [3 (Lin peu de physiQue : Circuit RLC) :

1
m Enfin, dans le cas ou Q = = il y a une racine double et une charge qui est

produit d’une fonction affine par une exponentielle décroissante.
On parle de régime critique, la courbe ressemble a celle du régime

apériodique.

att)

o

Figure 1 — Décharge aux bornes du condensateur d’un circuit RLC en régime critiqu




On considére a nouveau notre équation générale :

ay” + by +cy= f(x), oua,bccKet fecc®I;K). (EDL,)

En accord avec le théoréme (2), toute solution de (EDL,) s’obtient en
ajoutant a une solution particuliere y,, de (EDL,) une solution de I’équation
homogeéne associée (EDL2)0 ce que 'on résume par :

S =y, + .




III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
2. Solution générale

On considere & nouveau notre équation générale :
ay” +by +cy = f(z), ota,bcecketfecC®(;K). (EDL,)

En accord avec le théoréme (2), toute solution de (EDL,) s’obtient en
ajoutant & une solution particuliére y, de (EDL,) une solution de 1’équation

homogene associée (EDL,) ce que l'on résume par :
270

S=y,+ S

Le probleme principal reste donc de trouver une solution particuliere. Certes, il
existe une méthode, dite « de variation des constantes » mais elle est plus
délicate a mettre en ceuvre et n’est pas au programme de PTSI qui nous
restreint au second membre de la forme

fixr—Ae*™, aeC.

-
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III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants
2. Solution générale
On considere & nouveau notre équation générale :
ay” +by +cy = f(z), ota,bcecketfecC®(;K). (EDL,)

En accord avec le théoréme (2), toute solution de (EDL,) s’obtient en
ajoutant & une solution particuliére y, de (EDL,) une solution de 1’équation

homogene associée (EDL,) ce que l'on résume par :
270

S=y,+ S

Le probleme principal reste donc de trouver une solution particuliere. Certes, il
existe une méthode, dite « de variation des constantes » mais elle est plus
délicate a mettre en ceuvre et n’est pas au programme de PTSI qui nous
restreint au second membre de la forme

fixr—Ae*™, aeC.
Par extension, seront également concernés tous ceux de la forme

x> e* cos(Qzr) ou z+H— e*sin(Qz) ou z+— sin(Qz) ou z+— sin(Qx).

(a;2) e C xR \*‘2
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III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
2. Solution générale

On considere & nouveau notre équation générale :
ay” +by +cy = f(z), ota,bcecketfecC®(;K). (EDL,)
En accord avec le théoréme (2), toute solution de (EDL,) s’obtient en

ajoutant & une solution particuliére y, de (EDL,) une solution de 1’équation

homogene associée (EDL,) ce que l'on résume par :
270

S=y,+ S

Le probleme principal reste donc de trouver une solution particuliere. Certes, il
existe une méthode, dite « de variation des constantes » mais elle est plus
délicate a mettre en ceuvre et n’est pas au programme de PTSI qui nous
restreint au second membre de la forme

fixr—Ae*™, aeC.
Par extension, seront également concernés tous ceux de la forme

x> e* cos(Qzr) ou z+H— e*sin(Qz) ou z+— sin(Qz) ou z+— sin(Qx).

(a;Q2) e CxR. 2
Quitte & user du théoréme (1) de superposition, tous nos exemples se \‘ty
rameneront a un des ces cas.
PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11 69 /90



Soient A, a € C. On considere ’équation

ay” +by +cy=~Ae* oua,bceKeta#. (EDLs,)
L’équation (EDL,) admet au moins une solution particuliére sous la forme :

z+— Baz™ e, ouBeCet

m m = 0 si a n’est PAS racine du polynome caractéristique.
m m = 1 si « est racine SIMPLE du polynéme caractéristique.

m m =2 si « est racine DOUBLE du polynéme caractéristique.




Exemple 4 :

On veut trouver les solutions générales de ’équation




Exemple 4 :

Equation homogene : Les solutions de I'équation y” — y = 0 sont toutes les
fonctions
T Ae® + pe (\;p) € R?

car les racines du polynéme X2 — 1 sont -1 et 1.




Exemple 4 :

Solution particuliere de I’équation y” —y = e€?* : Comme 2 n’est pas racine de
X2 — 1, cherchons-en une sous la forme

x — Be??, BekR
x — Be®® est solution de y” —y = €** <= 4Be?* —Be?* = 22
1
<= B=-.
&




Exemple 4 :

Solution particuliére de 1’équation y” —y = e* : Comme 1 est racine simple de
X2 — 1, cherchons-en une sous la forme

r +— Bre®, BeR

x> Bz e® est solution de y” —y = e* <= (Bxe® 4+ 2Be”) —Bzre® = e”

1
— B=-.
2




Exemple 4 :

2

Conclusion : Les solutions de I’équation compléte y” —y = e** — e® sont

finalement toutes les fonctions

1
w}—>(/\—g) e””+,ue*x+§e2””, (X ) € R2.




Résoudre 1'équation différentielle y” + 3" + y = e” cos(x).




Soient A € K,Q € R. Pour a,b,c € K, a # 0, on considére 1’équation
ay” + by’ +cy = Acos(Qx) ou ay” +by +cy=Asin(Qz). (EDL,)
L’équation (EDL,) admet au moins une solution particuliére sous la forme :

= z™ (Bcos(Qac)—i—Csin(Qx)), ouB,CeKet

m m =0 si Q n’est PAS racine du polynome caractéristique.

m m =1 si Q est racine SIMPLE du polynéme caractéristique.

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 e



Déterminer les solutions de y” — 4y’ + 13y = 8 cos(x) + 16sin(z).




Méme si nous n’irons guére plus loin, ce théoréme se généralise aisément a des
seconds membres un poil plus compliqués :

Soient A, € C et P € C[X] un polynéme & coefficients complexes.

On considere I’équation
ay” +by’ +cy=AP(z) e, ot a,b,c€Keta0. (EDL,)
L’équation (EDL,) admet au moins une solution particuliére sous la forme :
z+— Bz™ Q(z) e**,
ou B € C, Q € C[X] est un polynome de degré degQ = degP et

m m = 0 si a n’est PAS racine du polynome caractéristique.
m m = 1 si « est racine SIMPLE du polynéme caractéristique.
m m =2 si « est racine DOUBLE du polynéme caractéristique. I

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 R



Par superposition, le corollaire (8.2) permet d’envisager les équations (EDL,)

avec des seconds membres de la forme :

m f(z) =Ae™.




Par superposition, le corollaire (8.2) permet d’envisager les équations (EDL,)

avec des seconds membres de la forme :
m f(z) =Ae™.
m f(x) = Az™ et par superposition f € C[X].




Par superposition, le corollaire (8.2) permet d’envisager les équations (EDL,)
avec des seconds membres de la forme :

m f(z) =Ae™.
m f(x) = Az™ et par superposition f € C[X].
m f(z) = Bcos(Qx) et plus généralement f(z) = Be*® cos(Qz), B, a, 2 € R.




Par superposition, le corollaire (8.2) permet d’envisager les équations (EDL,)
avec des seconds membres de la forme :

) = Ae®®.

f(z) = Ax™ et par superposition f € C[X].

f(z) = Bcos(Qz) et plus généralement f(z) = Be** cos(Qz), B, o, 2 € R.
flz) =

fla

z) = Bsin(Qx) et plus généralement f(z) = Be**sin(Qz), B, a, Q2 € R.




III. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
2. Solution générale

Par superposition, le corollaire (8.2) permet d’envisager les équations (EDL,)
avec des seconds membres de la forme :

m f(z) =Ae™.

m f(x) = Az™ et par superposition f € C[X].

m f(z) = Bcos(Qx) et plus généralement f(z) = Be* cos(Qz), B, a, Q € R.
m f(z) = Bsin(Qz) et plus généralement f(z) = Be*”sin(Qx), B, o, 2 € R.

m Par superposition, le cas ou f est une somme de fonctions sinusoidales de
méme pulsation, cette méme somme produit par une exponentielle
complexe, ...

-
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Déterminer les solutions réelles de y” — 3y’ + 2y = x e?®.




Définition b (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :
Soient a,b,c,yo,y; €K, a#0, f € C°(1;K) et 2, € L.

On appelle probleme de Cauchy associé a ’équation différentielle linéaire du
deuxiéme ordre tout systéme de la forme :

ay” + by’ +cy = f(x) (EDL,)
Y (wg) = ¥y (CLy)
y(To) = Yo

La condition {y (o) =1

est encore appelée sa condition initiale.
y(zo) =wo




Définition b (Proeléme de Cauchy dune EDL,) :

Soient a,b,c,yo,y; €K, a#0, f € C°(1;K) et 2, € L.

On appelle probleme de Cauchy associé a ’équation différentielle linéaire du
deuxiéme ordre tout systéme de la forme :

ay” + by’ +cy = f(x) (EDL,)
Y (wg) = ¥y (CLy)
y(To) = Yo

') =
La condition Y (@) =1 est encore appelée sa condition initiale.
y(zo) =wo

Comme pour les (EDL;), on peut s’attendre & l’existence et 1'unicité d’une
solution dans notre cas tres restreint :




Soient a,b,c € K, a # 0 et f € C° (1;K).

Pour tous z, € I et yy,y; € K, le systéme (C.L,) posséde une unique solution sur
1.




Exemple IS :

y//_y: eQz_ez

On veut résoudre le probleme de Cauchy : < y(0) =1
y'(0) =0.

D’apres 1" exemple (14) , les solutions générales sur R soit de la forme :
T - I 2
xl—)()\—i)ex—i—,uex—l—gez, (A ) € R

L’unique solution pour laquelle y(0) =1 et y’(0) = 0 est obtenue sous réserve

1 1
que \ et p satisfassent les relations A + p + 3= let A—p+ 5= 0, i.e. (A;p)

est solution du systeme linéaire :

1 1

A | = =
+u+3 A 1
1 e 5




Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

(1]
y' =3y +2y=0
y(0) =1
y'(0)=0

Chapitre 11
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Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

(1) Q
y' =3y +2y=0 y” 4y = cos?(t)
y(0) =1 y(0) =1
y'(0)=0 y'(0)=0

o UBTSI (yesed@) @laorpiione 11 i /e



La démonstration de ce théoreme dans le cas général nous échappe encore et de
loin mais nous pouvons toujours en démontrer une version affaiblie :

Soient I un intervalle de R, a,b € R, z, € L et (y,;,) € K2

Le probleme de Cauchy linéaire homogene a coefficients constants

Y +ay +by=0
y(o) = Yo
¥ (2g) =y

admet une unique solution.




La démonstration de ce théoreme dans le cas général nous échappe encore et de
loin mais nous pouvons toujours en démontrer une version affaiblie :

Soient I un intervalle de R, a,b € R, z, € L et (y,;,) € K2

Le probleme de Cauchy linéaire homogene a coefficients constants

Y +ay +by=0
y(o) = Yo
¥ (2g) =y

admet une unique solution.

Remaraue :Ici encore, la seule solution de (EDL2)O telle que

y(zg) = y'(zy) = 0 est la fonction nulle. . )
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Exemple |6 :

Considérons y” — 2y’ +y = 0.

Les solutions sont de la forme z +— (A 4+ Bx)e”, et la seule vérifiant y(0) = 1 et
y'(0) = 1 est la fonction
T e’




(Hors-Proaramme)

On considére des scalaires a, b, ¢ € K, a # 0 et une fonction f continue sur un
intervalle I & valeurs dans K ainsi que 1’équation différentielle linéaire a

coefficient constants :
ay” + by’ +cy = f(z). (EDL,)

Alors :
m Une seule courbe intégrale définie sur I passe par le point Mg(zg,y,) € I x R

avec une tangente de pente donnée y'(zy) = y; € K en ce point.

m Deux telles courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper dans I x K
avec une tangente commune.
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(Hors—Proaramme)
On considére des scalaires a, b, ¢ € K, a # 0 et une fonction f continue sur un
intervalle I & valeurs dans K ainsi que 1’équation différentielle linéaire a
coefficient constants :

ay” + by’ +cy = f(z). (EDL,)
Alors :

m Une seule courbe intégrale définie sur I passe par le point Mg(zg,y,) € I x R
avec une tangente de pente donnée y'(zy) = y; € K en ce point.

m Deux telles courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper dans I x K
avec une tangente commune.

Vocarulaire :Le second membre d’une équation différentielle
ay” + by’ + cy = f(t) est également appelé signal d’entrée et les solutions de
I’équation définiront la réponse du systeme étudie.

On parle de régime libre si f est la fonction nulle, et de régime forcé sinon.
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Résoudre sur R, I'équation y” — 4y’ + 5y = 2e” avec les conditions initiales

{y(O) =2
y'(0)=5




e e a(x)y = b(z) ow ay” + by +cy=d.
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e e a(x)y = b(z) ow ay” + by +cy=d.
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A Yy +a(z)y=b(z) ow ay” + by’ + cy = d.
QM@WWRWWIZ/H b;eha/d,e?o,@oh/nw
o xHAe-A(x>WwwmwmmAwmmmasa

sun |
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A Yy +a(z)y=b(z) ow ay” + by’ + cy = d.
QM@WWRWWIZ/H b;eha/d,e?o,@oh/nw
o xHAe-A(x>WwwmwmmAwmmmasa

sun [
© z+— \e"1? 4 €27 g — Az + p) e’ ouw x> €% (Acos(wz) + psin(wz)) pown

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 11

86 /90



A Yy +a(z)y=b(z) ow ay” + by’ + cy = d.
QM@WWRWWIZ/H be)t@d,a?@@oh/nw
o mHAe‘A(x)WWWm»mWWMAMWWMdea

sun [
© z+— \e"1? 4 €27 g — Az + p) e’ ouw x> €% (Acos(wz) + psin(wz)) pown

Qtﬁmmumbo&ﬁmraﬂﬁa»&m:yp
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Exemple [1 (Ln peu de physiaue : Oscillateur linéaire en
réaime ligre) :

Considérons le mouvement d’une masse m suspendue a
un ressort vertical de raideur K et de longueur L, et
soumise & une force de frottement fluide (par exemple
en placant Poscillateur dans un liquide visqueux)

—

Ff = —Qav.

Figure 2 — Oscillateur
harmonique en régime lib,




Exemple [T (Un peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime lisre) :

Mise en équation : Si 'origine est en haut du ressort et 1’axe vertical oriente
vers le bas, la loi fondamentale de la dynamique donne :

mz” = —az —K(z—L)+mg < mz" + az’ + Kz = KL + mg.

Cette équation équation différentielle a un second membre
m
constant, et on vérifie que z; = L + ?g est solution constante
(correspondant a 1’équilibre).
En portant I'origine en z, ¢.e. en posant Z = z — %, on obtient :

mZ" + a7 +KZ =0 <= 7" +2\7/ + w?Z = 0.




Exemple [T (Un peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime lirre) :

I’équation du mouvement est donc régie par 1’équation différentielle :
2"+ 202 +wiz=0. (Oscily)
Ou on a noté, comme d’usage en physique :

o
m 2\ = — le coefficient d’amortissement de ’oscillateur,
m

|k
m w, = {/ — qui représente la pulsation propre.
m




Exemple [T (LUn peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime lisre) :

Interprétation géométrique : Dans le cas d’un oscillateur harmonique amorti en
régime libre, on parle de :
m Régime apériodique quand A > wy,

On retrouve des courbes semblables, respectivement, a celles des
figures (?77), (77) et (?7).

Par exemple, dans le dernier cas, on observe un comportement
transitoire qui présente quelques oscillations périodiques avant
de retrouver un état stable.




Exemple [T (LUn peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime lisre) :

Interprétation géométrique : Dans le cas d’un oscillateur harmonique amorti en
régime libre, on parle de :
m Régime critique quand A = wy,

On retrouve des courbes semblables, respectivement, a celles des
figures (?77), (77) et (?7).

Par exemple, dans le dernier cas, on observe un comportement
transitoire qui présente quelques oscillations périodiques avant
de retrouver un état stable.




Exemple [T (LUn peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime lisre) :

Interprétation géométrique : Dans le cas d’un oscillateur harmonique amorti en
régime libre, on parle de :
m Régime pseudo-périodique quand A < wy.

On retrouve des courbes semblables, respectivement, a celles des
figures (?77), (77) et (?7).

Par exemple, dans le dernier cas, on observe un comportement
transitoire qui présente quelques oscillations périodiques avant
de retrouver un état stable.




Déterminer le mouvement d’un oscillateur harmonique en régime libre donné
par ’équation

2" +22 +52=0. (A=1et wy=5)

avec les conditions initiales z(0) = 10 et 2’(0) = 0.
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Exemple 1& (Un peu de physique :

Oscillateur linéaire en réaime £oreé) :

On reprend 1’équation précédente mais

avec un second membre non nul :

2" + 222" + wiz = F cos(wt).

(Oscil)

Moteur

Figure 2 — Oscillateur harmonique en régi
forcé



Exemple 18 (Ln peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

Solutions générales : Selon la théorie, la solution générale d’une telle équation
est égale a la somme de la solution générale de I’équation
homogene et d’une solution particuliere de I’équation non
homogene.




Exemple 18 (Ln peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

Solutions générales : Selon la théorie, la solution générale d’une telle équation
est égale a la somme de la solution générale de I’équation
homogene et d’une solution particuliere de I’équation non
homogene.

Interprétation physique : Ceci se traduit en disant que le mouvement obtenu
est la somme de l'oscillation propre, qui dépend des conditions
initiales, et de l'oscillation forcée par la force extérieure ; on parle
aussi de réponse a ’excitation décrite par le second membre.
Généralement, il suffit de ne considérer que cette réponse qui
subsiste seule apres extinction de ’oscillation propre due a
I’amortissement.




Exemple 18 (Un peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

Résolution : Pour ce faire il est commode d’utiliser les nombres complexes en
considérant I’équation :

2"+ 202 +wiz =Felvt.
La recherche d’une solution particuliére sous la forme £, = Th@
conduit a
1

2 w4+ 2iMZ=F <<= Z=———
(wg — ™+ 210w) wE —w?+2idw




Exemple 18 (Lin peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :
1
Wi —w? +2i\w

Fonction de transfert : En posant H(w) = , cette équation se

réécrit :
Z = H(w)F.
H(w) représente la fonction de transfert qui décrit la réponse en
fonction de la pulsation.
Ecrite sous sa forme exponentielle on a H(w) = [H|e!? puis
£, = [H(w)|F el “te),
Notre solution particuliere s’écrit alors :

2z, = [H(W)|F cos(wt + ¢).




Exemple 18 (Un peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

2z, = [H(w)| F cos(wt + ¢).

Interprétation : Ainsi, & une excitation sinusoidale un systéme linéaire fait
correspondre une réponse sinusoidale de méme pulsation.
De méme, a une somme de sinusoides correspond une somme de
sinusoides. Pour chacune d’entre elles le module et 'argument de
la fonction de transfert représentent respectivement
Pamplification et le déphasage.




Exemple 18 (Lin peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

1
Wi —w?+2idw’

2, = [H(w)|F cos(wt +¢) avec H(w)=

Systeme conservatif : A = 0.

1
wi — w

La fonction de transfert est alors H(w) =
[H(w)|

Nl
L’amplification croit avec un déphasage nul a partir de la valeur

) F e .
statique — jusqu’a l'infini lorsque w atteint la valeur wj.
Wo




Exemple 18 (Ln peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

1

2z, = [H(w)|F cos(wt + ¢) avec H(w)= AW

Systéme conservatif : A = 0.

1
wh — w

La fonction de transfert est alors H(w) =

1
Hw)|= ———.
)| = [
Ensuite elle décroit jusqu’a zéro avec un déphasage égal a —, le
déphasage étant défini par :

R D _ 2 _
cosp = wl_l}gloo(wo w?)|H(w)] 1
sing = — wl_l&loo 2 w|H(w)| =0




Exemple 1& (Ln peu de physique : Oscillateur inéaire en réaime fored) :

1
Wi —w? 421w’

2z, = |H(w)|F cos(wt +¢) avec H(w)=

Systéme conservatif : A = 0.

1
La fonction de transfert est alors H(w) = ——— € Ret

2
wi — w
1
2

[w? — 2|

La valeur infinie correspond a la résonance lorsque le systéme est
excité a sa pulsation propre w.

Dans la conception d’un systeme, le simple calcul de cette
pulsation (ou fréquence ou période propre) peut conduire &
modifier U'inertie ou la raideur d’un systéme pour ’éloigner des
excitations attendues.

En tout état de cause, la réponse ne peut étre que finie & cause

de 'amortissement qui est négligé ici. ;

[H(w) =




Exemple 1& (Lin peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime £oreé) :

1

z, = [H(w)|F cos(wt +¢) avec H(w)= eI TRV

P
Systéme dissipatif : A # 0.
Dans ce systéme plus réaliste, ’amplification est :

1

Sl (wE — w?)? + (2Mw)?

Il apparait que le dénominateur de la fonction de transfert ne
peut plus s’annuler : pour un amortissement faible on a une
courbe de réponse voisine de celle du systéme non amorti mais
avec un maximum fini.

En annulant la dérivée de |H(w)| par rapport a w?, on obtient la
pulsation qui donne ce maximum :

w? = wi —2)%. )




Exemple 18 (Lin peu de physiaue : Oscillateur linéaire en réaime foreé) :

1

z, = |H(w)| F cos(wt +¢) avec H(w)= PSR TR

P

Systéme dissipatif : X # 0.
Dans ce systéme plus réaliste, ’amplification est :

(wWE —w?)? + (22w)?’

A mesure que le coefficient d’amortissement A augmente,
Pabscisse du maximum diminue jusqu’a 0 ou la fonction |H(w)|
de w devient décroissante, ce qui se produit pour ’amortissement

critique :

wo

crit — E

WE—2)2, =0 = )\




Exemple 18 (Lin peu de physique : Oscillateur linéaire en réaime £foreé) :
1
Wi —w? +2idw

2, = [H(w)|F cos(wt +¢) avec H(w)=
Systéme dissipatif : A # 0.
Le déphasage est, ici, défini par :

{COSSO = (wf —w?)[H(w)|
sing = —2\wH(w)|

m Pour les plus petites valeurs de la pulsation on a le régime
quasi statique dominé par la raideur dans lequel la réponse
est en phase avec ’excitation.

m Pour les plus grandes, on atteint le régime dominé par
I'inertie dans lequel la réponse est en opposition et

Pamplification est de l'ordre de —.

w
L’amortissement devient essentiel loin de ces deux extrémes. I




Déterminer le mouvement d’un oscillateur harmonique en régime forcé donné
par ’équation

2" +27 +52=>5cos(t). (A=1etwy=V5)
avec les conditions initiales z(0) = 10 et 2’(0) = 0.

On déterminera également le comportement asymptotique correspondant
physiquement a ’état stable.
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