Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

Nomerres complexes Il - éaquations et Géométrie

Exercice | : Calculer les racines carrées des nombres suivants sous forme exponentielle et algé-
brique si possible

1 ES—Gi 7—24i

—2i 54121 —15 + 8i
3+4i @7+4i |E|9+40i
Correction :

%%@W%WZQ—Iz(Z—l)(Z+1).

f%mmé%dglw&dmolzem”et—lzei”.

?oitu:a—l—ibECbJ,cTueuQ:—Qi :

2 2 _ 1
o o 2 72 . a“—b =0 a
21u2<:)>{ 2; _ |au|2b+2abl @{a2+b2 =2 << =1
2ab = —2. ab -1
= up=1—1 ou uy=-1+41i.
ab<0
Soit u = sei¥ .
—2i =u? <= 27 =5%e%Y = $2=2 o 2@5—% [27]
T
=v2 & =—-
= s=V2 p=—7 In
. .37
= uy=vV2e T o uy=+V2e'1.
.y 3T
@W,,5:{1+i7—1+i}={\/§ef‘47\/§e14}
Soo&tu:a+ibe([3te€c1u,eu2:3+4i:
2 2 _ 2 = 4
. o 2 72 . a —b = 3 a
3+4i:u2<:>{3+4; _ |au|2 bt zabi @{a%lﬁ -5 =< =1
2ab = 4 Clb
= up=2+1 ou Uy =-2-—1.
ab>0
} 3 4 iarcané
GWMedaﬂm%gommwme%d@3+4iz5(g+gi>:5e tan(3),

Saou;u:sei“" :

; 4 )
34 4i =2 e 5e‘arCtan(3) =s2e?2lY «— 2=5 2<pzarctan(%) [27]

1
= s=V5 & (pEEarctan(g) [7]

5=0

— u, = \/S ei%arctan(%) ou Uy = \/g ei(%arctan(%)Jﬁr).

Done, S = {2+ 1,-2— i} = {\/5 o bartan(3) /e ei(é"“ctan(@”)}.
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

SOOiJ;u:a—i—ibe(DteﬂcTueuQ:S—& :

2 2 2 _
a o 2 72 . a‘—b = 8 a
861_u2<:>{8 61(1) - |au|2 b 2abi @{a2+b2 = 10 = 4o =
- 2ab = —6. ab = =3
= up=3—1 ou U =-3+1.

ab<0

~—

@«LM@OL'MQ@MW@@%@ 8—6i=10 (%—%i) 10 ¢ Feretan(3),

—i arctan(%) i(arctan)(

3 4
Remarque : arctan (1) T arctan (5) donc 10 e =5e

2

i(arctan) (

=be
Roit u = sei¥ .

i arctan ( %)

8—6i =u? < 10e =s%e?¥ « =10 o 2¢p=arctan(2) [27]

1 .
<= s=V10 & ¢ =carctan(3) [7]

s>0 2

= uy = \/E ei%arctan(%) o Uy = m ei(%arctan(%)-‘rﬂ-)'

S1 3 (1 3
@0'“‘0; 52{3_ 17_3+ i}:{melzarctan(Al)’mel(zarctan(4)+ﬂ)}.
Soo&tuza+ib€([)te@wu2:5+121 :

a?—b? = 5 a’> = 9
5+12i:u2<:>{5+121; - l“j|;b2+2“bi <:>{a2+b2 =13 = =4
2ab = 12. b = 6
ﬁ)u1=3+21 ow Uy = —3 —21i.
@ncﬁywﬁgd’oﬂmd@@gmmwﬁe%de5+12i:13<£+Bi):13eimta“(%).
13713

Boit u = sei¥ .

. 12 .
taretan( ) =s%e?? < =13 & 2p=arctan () [27]

5+12i =u® < 13e 2

! arctan (12) [n]

= s=VI13 & ¢= =

5=>0 - 2
12 12

— u, = \/ﬁ ei%arctan(g) o u, = \/ﬁ ei(%arctan(F)Jrﬂ').

1

@om;o, 5:{3+2i,_3_2i}:{\/ﬁeiéar‘:tan(5),\/ﬁei(;arCtan(5>+ﬂ')}4
[9) %ot w=a+ibeCted quo u? =9 +40i .

2= = 9 a* = 25
9+4Oiu2<:>{9+4211 - |aj|2_b2+2abi (:}{GQMQ DT IR
Qab = 40. ab > 0

= u; =5+41 ou uy, =-5—4i.

ab>0

Omﬂmﬁeot'aﬂmd%@ommwnb@%de 9+ 40i = 41 (%+%i) =41 ei“‘:tan(%).
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

it u=sel? .
iarctan(%o)

9+40i =u? < 4le =s52e?i? = 2=41 & Q@Earctan(%) [27]

1
S s=V4l £ p= §arctan(%) [7]

5=0
il 40 i(arctan 40 T
= u; = V4l elEarCtan(‘?) ow u2=v4lel(2 ‘ (9)+).
i 40 i 5 arctan 40 e
Done, S:{5+4i,—5—4i}:{\/4l elé"“““(%)),\/m ol (3aretan(g)+ )}.
Exercice 2 :
. , 141
Calculer les racines carrées de .
V2
P T T
En déduire les valeurs de cos <§> et sin <§)
T T
En suivant la méme idée, calculer les valeurs de cos <E> et sin (ﬁ)
Correction :
Sous forme algébrique : soib 2 =2+ iy avec z, y € R.
22:1+1 = x2—y2:§ = y2:2*\/§ S y=1 2—-V2
\/i mezﬁ \/45 \/52
2 2552!:7 20y = — >0
2
14
Fer nacines cannses de R nonb :
V2
2+V2  V2-V2 <\/2+ﬂ+. 2—\/§>
— 1
2 2 2 2

T
Sous forme trigonométrique : on o a = e'4.
27

@W%M%Wm@am %ei% b %ei(ng?) ie. €8 of —elB.
Bomme eigzcos(g)—f—isin(g)etcos(g)>()jo,m% it que
T 2442
T V2+V2 V22 coSg =49
e8 = +1i =
2 2 T V2—V2
ing= 5

@em@m&rmcméddeOS(%) &sin(%),mcﬂmcﬂe%mmmmmé%dea: e'6 :§+

Sous forme algébrique : soib z=2+ iy awec x, y € R.

P ty?=1 m2:2+4\/§ xz:ti\&;\/g
; 3
z2:\/§+l(:> 2oypr=Y2 ), 2-V3 o V2—+3
2 2 YT = 1 y=i42
2y = - 92 :} _ 1
ry 2 Qxyfi

sonb done :

gwmmwméeude

\/2+\/§+i\/2—\/§ . (\/2+\/§+i\/2—\/§>
2 2 2 2

V34 i
2
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

T

Sous forme trigonométrique : on o a = ¢'6.
, . |
@W%m@%mmmmdeam e 12 of —e 12,

gcvm/m,e eil% = cos (1) + isin (1) b cos(ﬁ

. déduib :
12 12 12) >0 on en e

cos () V2443

11127\/2+\/§ .\/2*\/5 12) 9

e R T sy V2B

sin(13) = 5

Remarque :

V21V3 Var2y3 VOV 143 (1>_\/§+1
2 22 22 22 :>00812*2\/§
V2-V3 Va3 JI-VB? 31 sin(;;):\/g\;l
2 22 2v2 22 V2

Exercice 3 : Résoudre dans C les équations suivantes :

2 +2+1=0. (2+1i)22—(5—i)z+2—2i =0.

2 ; 3 —
2] #—(+20)z+1-1=0. [B] 2% —(5—141)22 —2(12+51) = 0
22—\32—1i=0. A

24— (3+8i)22—16+ 121 = 0.

23— (3+42i)2° 4+ (3+11i)2—2(1+7i) = 0. ] ( )
24 41022 + 169 = 0. A+ (3-61)2" —2(4+31) =0.
[6] 2> —(3+4i)z—1+51 =0. 22+ (2i —1)22—1—i=0.

Correction :
A3M5{ i }{J,J =j}
A=1pus §={1+isi}
V3 1. V3 1

. - N\ 2 . _ v I 3
A=3+4i=(2+1) Mé’_{ 5t ltgiig —1-gig
2 — (3+2i)22 + (34 11i)2—2(1+7i) =0. (E)

—@mtﬂpjwpueumema/ruehé&ﬁe.soo&)\GR

N —(B+20)M+ B4+ 11)A—2(1+ 7)) =0 < (A3 =32 +30—2)+ 1 (—2A2+11A—14) =0

A =3\ +30x—-2=0 (1)
2\ +1IAN—-14=0 (2)

carn A € R.

Sﬁ'wm(z)mmm&maw:utz.

2
%m@‘w (1) - 2%1:@30%@@?@-%&9(1).
2%mem&mmd@2'wm (E).

Remarque @nW%WWW%WWMA%ﬁWW%

— 22 1124+14=0
mmmw&bmw.
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

%w@x@?@mde@w%mwﬁam&mm2mmetdew,
- @«LWW(Z—@;

(E) < (2—2)(2* = (1+2i)z2+ (1 +7i)) =0.

Done, §=1{2,2— i, -1+3i}.
[B] #*+1022+169 =0 <= Z*+10Z + 169 = 0 en osant Z = 22
= Z=-5+12i ouw Z=-5-12i
— 22=-5+12i ou 22=-5-12i
e 2=2+431 ou 2=-2-3i ouw 2=2-3i ow 2=—2+3i.
Done § ={2+3i, —2—3i,2—3i, —2+3i}.
&mmwm:de@w22—(5—142’)2—2(5i+12)=om

A = (5—141)2 4+ 8(5i + 12) = —75 — 100i = 25(—3 — 44) = (5(1 — 2i))2.

5— 141 4+5—10:¢ 5—14i — 5+ 10¢

=512 et Zy =

Emwmm&bmm&mwzlz
&mﬂ'e,
Z%tho@uﬂmude@léﬂ;\wb\mmmée = 2=5-12i=(3—20)% ou 22=—2i=(1—i)?

2 2

<= 2=3—21 ow 2=—-34+21 ouw 2=1—17 ouw z2=—1+1.

. 9
Exercice 4 : On considere le polyndme P(z) = 2* — 323 + §z2 —3z+1.

. . _ 1 ) )
Montrer que si z est une racine de P, alors z et — sont également des racines de P.
z

Vérifier que 1+ i est une racine de P.
Déterminer toutes les racines de P.

Correction :

emm\eP%tdwe%AdmmnéJb, Z%mewdePwethEQ'%t:

9
P(2) =0 = P(z) =0 «=> 24 =35+ 022 =32 +1=0
9
= 24—3z3+552—3z+1:0

<~ P(z) =0.

ﬁz#O,J?m@P(%):Z—{L—Sz%ﬁ—gi—i%—i-l:z%(1—3z+gz2—323+z4):Z%P(z).
@mz#O%thdePb@etw&@mnbuéQ'%Lé%ofymmb
%M@L@M.&@Wm@&wm@wmwm@%: 141 =v2e'7

P(ﬁeig) —dei™—6v2e3 T 49612 —3v2e' 4 41 =—-446-—6i+9i —3—3i+1=0.

gDom,o 1+ 1 esk rnoacime de P.

@'W%WWW@@%W@RwM@%W:

S 1 1-i 7 1 1+
S=41+i,TFi=1—i - — :
{J”’ ol S 2 ’(1+i) 2 }

= —2i.
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

Exercice S : Déterminer toutes les solutions réelles et imaginaires pures de I’équation d’inconnu
zeC
2 —4(14+4)22 +12i22 +8(1 —i)2 —5=0. (IX.1)

En déduire toutes les solutions complexes.

Correction : WWMWMM@QWWWWWM%MM
m%&%@&WW?W%IGWQWWLxeRW%W@%QM

ot —4(1+4)23 + 12122 +8(1 —i)x — 5 = 0.

xt —4(1 —i)2® —12i22 +8(1 +i)r —5=0,

414 i)ad + 12122 +8(1—i)p —5 =
x4 ( —|—z')a:3+ %x2—|—8( z)x g 0 = (—43@2—1—123:—8)1'3::0.
=41 —d)x® — 1212 +8(1 +9)x —5 =0 on netnandians

Ewmeazzon'%t&pm@mm&mwmw%twmax2—3x+zzowﬂw

mmmgoafe/mnbxlzlebe:—Z.

%W@W%mu@ﬁ%&qﬂeb@uﬂezlzlwm@@ﬂx.l).
@%W&WWWWWWWVWW?MlymyERW%WOn
O/OEO’W:

y*t —4(1 —i)y? —12iy? +8(1 + i)y — 5= 0.

41 =iy — 1212 +8(1+di)y—5 =0 f
L — 4y 8y —5=0.
Yyt =41 +i)y® +12iy* +8(1 —i)y =5 =0 en ajoutant
@%W(M)Wy:1ebtwnemnue%@mdmmebmwémgmﬂue%:lxi:ie&m
de (IX.1).
.G)Gaxfxyuwnb:
2 —4(1+9)23 412122 +8(1 —i)z —5 = (2 — 1)(2 — i) (az® + bz + ¢).

%%Ldéafmcﬂmnwazlgbc:5i.©nﬁwb%@rmmz:—ljrmwwm:

—8424i = —2(—1 —i)(1 — b+ 5i) <= —8+24i = —8+ 12 —2(1 +i)b

6
= b=———=-3-3i

141
Dov, 24 —4(1+1i)2® + 12122 +8(1 — i)z — 5 = (z— 1)(z — i) (22 — (3 + 3i)z + 5i).
%mmterfm%'amﬁwmmdez2—(3+3i)z+5i:
A =-2i=(1—i)>
- ﬁwmmm&mmm%:wzﬂi@Lzﬁwzlmz.

OW%W@‘M&MWMTQWA@(IXJ):

Y:{l, i, 2 41, 1+2¢}.

Exercice & : Résoudre dans C les systémes suivants :
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Fewille d exercices n°10

Nombres complexes 11 - équations et Gésmetrie

z4+2 =4+2i
{

2z =244i o=
_ : u+v=3
{“+b_1+T E{1+1_9+3i
ab=2—1. 2 0" 10
Correction :

{u—l—vzl

w402 =—-142i

EI { w?v+w? =6

ub+1v3 =9

z et 2’ sonk len nacimes du tindme Z2—(4+21)Z+2+41 de discriminant A = (4421)2—4(2+4i) =4

On trowse done 2 =241 +1=3+ie 2/ =24i—1=1+i.
a &b b sonk les nacimes du imdme 22— (14 1)2++2— 1 de discrminant A = (14 i)2—4(2— i)

141 +1+3i
GWMMa=¥=1+2ietb= .

=—8+6i=+(1+3i)%

1+1—-1-3i

= —1.

u et v sonk len nacimes du tindme 22 — 2z + 2 de discviminant A = —4 = (2i)?

@mbwwuedomou=1—|—i dv=u=1-—1.

uv 10

u v 10

u o v sonk les nacines du bumsme 22—32+3— i de discriminant A = 9—4(3— 1)

O trowse done u=2+1 #£0 e v=1—1 0.

&Ww(u+v)2:u2+02+2uv,m@:

u+v=1 — ut+v=1
w402 =—142i

(u+v)?— (u? +0%) =12 — (-1 +21i)

u+v=3 u+v=3 u+v=3 -
{1+19+3i <:>{u+v9+3i <:>{ 10 <:>{u+v_3

uv =

uv =3 —1i

341

= —3+4i = (1+2i)2

{u+v1
<~ .
uv=1—1

u ef v sonk les nacines du buimsme 22— z4+1—i de disovminant A = 1—4(1—i) = —3+4i = (142 )2

On trowse done =1+ 1 e v = —1i.

IE MWW%W‘LW (u+v)3 =u® 4+ 03 + 3 (u?v + uw?).

u?v +uv? =6 — uv(u+v) =6
ud+0v3 =9 (u+wv)3 =27

— uy = 2 w = 2j?
wtv=3 ¥ u+v=23]j

Uetvmtdmodcﬂmmrmm@eummmmwme:

e 22 32142 ie. lon nacimes on suidence 1 o 2.

35 4
e 22— 3j2+42j2 de discuminant A = 9j2 —8j2 = j2. $n nacines sont donc Ul

uv = 2j
u+v=3j2

=2j &
-
5 .
9 .9 . o . . . -2 ) 3i2+73 .
o 2*—3j Z—|—2Jd,edAqu/rrwrmbtAZQJ—SJ:J:(J>.SD%MWMMMT:2]
3j -1 _~
oL — =j.
B) J

2in A= 24wt
Exercice T: Soitw=c¢ 7 . On pose wrw e
B=uw+uw +ub

Calculer A 4+ B et AB.

Lycée Jules Garnier
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

En déduire A et B.

Correction :

6
1) Comme ew,@wﬁmmtA+B: k=1
we U, ;w

@er,@m, AB= (w+w? +wh) (W +w +w) =uw (1+w+w?) (14 w?+wd)
=w!(1+w?+wd +w+w +w +wd +wd +ub)

4 <1+w+w2+w3+w4+w5+w6+2w3> =27 = 2.

@'WQ@WW@A&BWMQ%WMW

P X 42 (X;ﬁ) (Xﬂ>

@«L%@W%WW

Im (A) = sin (277r> + sin (g) + sin (8;) = sin (277T> + sin (g) —sin (g) .

Bomme sin esb croissante sur {O;g], sin (2;) > sin (;) ek 5111(277T> —sin(g) > - Done

Im(A)>51n<7>>OetomcﬂmwaounA@a,mmewa,wnb I\amevmaxaf.muwrmwme

A:7_1+1ﬁ b Bzi_l_lﬁ.
2 2
. 2ir
Exercice & : Soitw=¢e5 .

Calculer 1 + w + w? + w? + w*.

1 2w
En déduire une équation du second degré vérifiée par {2 = w+ —, puis les valeurs de cos =
w

T
et cos (—)
5

Comment utiliser ce qui précede pour construire un pentagone régulier a la regle et au
compas ?

Correction :

1—w 1 — e2im
gmwilwal+w+w +ut ot = < - 1e —0.
—w _

11 , , 1 1
—+—+l+twtw =0 <= w'+ 5 +twt+t—-—+1=0
w?  w w? w

n? o, 1
On (wt+~) =w?+ 5 +2
w w

1\2 1
<:>(w+f) +<w+7>—1:0.
w w

<w+£> wm&mw@'wmmw;
= 7°+7—-1=0

1B 1-V5
Z:%[ ow Z:T\[.
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fewille d exercices n°10 Nombres complexes 11 - équations et Gésmetrie

m Dzad/tb!mvne%ne/nb :_1+\/5 ‘o :1+\/5 ' P
On note o 5 L o mombre dion, o 1 ,dee@@mm@
nacine de Z2 + 7 — 1 soib :

27 T
2 cos <€> = ek 2 cos (g) = .
@W%W@-WQ@WAFC%tW%C(m%femmmmdm,-wde)

@nad;om;o,
FC = 2cos (%T) = .
@em@m&%wnbid@zmnb@ebﬁamﬁgeAFBjo%o@M

—1+\/5et 1++5

T nette done & contbwine ¢ ek 1, cent-a-dine 5 5

%demm%&m@%mmwwﬂumlanW%&mmwTW

wmmo%t@emdameenzotom%@eAFLG ?@WFGWM@\/S.
1 V5
iﬂi@be%ﬂne/anIa/romww 7
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fewille d exercices n°10 Nombres complexes 11 - équations et Gésmetrie

ﬂ:)a)vco'n)aécr/\»mt,wa,:

FH

S

:ﬂ: of FK:1+ 5

2 ¥ 2

@'M%WMMWB&E,MC&D%MMMTw%@MWFB:FE:FK

£ FC =FD = FH.

= ).

Exercice 9 : Trouver les racines cubiques des nombres suivants :

2—2i 11+ 2i L+
& 2] B 5

Correction : T sl de trouser une nacine ulique du nombre puis de b mulliplien pon leo nacines
wﬁaﬁmd@@wré 1L j _ T etj2=e*i2?7r Pom@%mtoufm.
2-2i=(v2)’ o 'i dont une nacine culique et V3 its,
Condlusion, 8 = {\@e_il% X l,ﬂe_i% X j,\/ﬁe_i% x j2}
Z{\/iefil%m/ﬁei%,\/ie*i%ﬂ}.
. 11 2 . —1i arctan 2 —i.larcan -
11—1—21:(\/5)3 <m+m1)=(\/5)3e ‘ (11>memw&we&\/5e g arctan( 1y )
R.emaraue %nlmwwmwmffeuwm@amw&'mmm@hew&m

e [ o, S — {ﬁe—iéarctan(ﬁ)’\/ge—ié(arctan(lzl)—%r)’Jge—i:;(arctan(fl)-ﬁ—%r)}.

1+i  V2e'l V2 j5r 1 or
e — =" e'12 dont i i e — e' 36 Crouwse :
S%11Vi11V=7 28 wnemwneujuﬂue 2%6 , omn

\/g_i a 2e7i%
1 5 ] .29 1 . 197
5:{71,3’36,71@1 36 ,Te_l 36 }
26 26 26

Exercice O : Résoudre dans C les équations suivantes :

2z +1\* 16v/2
=1. 4 —
(z—l) S
1—i
8 _
2] 27(:— 1)° + (2 4+ 1)° = 0. @ 2=
Correction :
ﬁwmaaﬁmw—ln'%twm&mmd@27(2—1)6+(z+1)6:0.®nwm

Wz#—l.

Dot 27(z = 1)+ (2 +1)6 =0 < 27(z2—1)6 = —(z+ 1)8
. 6
o T2 (1%"‘?@—1)) o

(z+1)¢ z+1
iv3(z—1
@ME[U6
z+1
v 3(z—1 ikm
ikm
i3 3
i\/g—eii
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

gDom,o, 52{2_1\/572+i\/§,1+21\/§’1_1\/§ 2—|—1\/§ 2_1\/5}.

2 7 7
16v/2

imy 4 V2
@mf <2€16>,madeaabmeWWuedel6 %m’l@hﬁe‘m@qb%@
ﬂmw WW@QMI,—l&—I&%@m@d@IWWW?@@

im . im im . im im 9im _15iw _9iw
5”:{2(316,21616,—2616,—21616}:{2616,261 ,2e 16 [ 2e 16}.

&m%ma@mmm&wwmoad@mﬁmz

n+1

Exercice | : Soit n € N*. On considére ’équation (E) : 2" = z d’inconnue z € C.

Si z # 0 est une solution de (E), que vaut |z| ? Résoudre alors (E).

Correction : z =0 est une solution éuidente de (E).
?WWMZ#O.@%@M:

n+1

=7 = " =zl <= 2 (]x]"—1)=0 <= z2=0 ou |z/=1

@%%dédu,ibwbbz#()afonb|Z|:19LZ:eiermm/9€R.
P souati (E) se néduib ) S eln+)0 — (=10 o (i(n+2)0 — | o nt+2 — |
@WMMS:{O}UMHH.

Exercice [ : Résoudre de deux maniéres 1’équation (z +1)% — (2 — 1) = 0.

En déduire la valeur de cotan (g)

Correction : Wm&lwwzilnlwwwﬁo«bd@(ZJrl)S*(Z*l)S:O. On

[\euﬁdom@bumobm,z#l
(1P —(2—1)° = 0 <> (

1\° 1
G ) :1<:>Z+16[U5

1 . 2km
<~ 2 =e''5 O/weokG[[O;él]]
z—1
. 2km
| cos (Ex
<:>Z=e2k7r+ =—i (k57r> avec k € [1;4].
el’s —1 sin (%)

= zzicotan(%) awvec k € [[1;4].
Developnons le dewso binsmen de mewskon. -

(241 —(2—1)°=0 < 25 +52*+102° + 1022 + 52+ 1 —2° + 522 — 1022 + 1022 =52+ 1 =0
< 1028 +2022+2=0 < 52+ 10Z+1=0 en povant Z = 2*

5425 —5—-2v5
= Z=—""3" o Z=-——"Y°
5 5
o —5+2\/ 2 —5—2f

{\/ﬁ \/s—zf \/5+2f \/5+2f}
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

woggéga@wcotan(g)>l&mﬂemaﬁaw%wmm%tdm@ 5+52\/5:

m 54 2v/5
cotan (7) = .
5 5

Exercice [3 : Résoudre I'équation (z+ i)™ = (2 — i)" dans C pour n € N*.

COFF&Q‘tiO"\Z&Wwinl%bwmde(z+i)"izf1 I\MHGN*Q@
mwwauwww@'mwmw

i —(z— i) =0 (”?) 1 e ey,

zZ—1 zZ—1

i . 2km
<:>Z+1:e1 n Q/u@ok‘E[[l;’l’L—l]] (I\md@bo&m/om/wkz())

z— 1
. 2km
T 41 cos(kzx
<:>z:162:;r+ = (kﬁ) avec k€ [1;n—1]
i sm( )

> z=cotan (ET) amec k€ [1;n —1].

Exercice 4 :
Soit w = e2i_7r Calculer i " wh
. k=0 k .

n
Soit n € N* et w une racine n-ieme de 1. Calculer Z kwh—1.
k=1

Exercice IS : SoitneN, n>2
Factoriser dans C le polyn()me P(z)=2""1+ 4+ 2+1.

Démontrer que 1— ") =n.
2]

. En déduire que H sin ( "

Correction :

[1] Ona
. . 7”*1 2ikry o n_l ZieQifﬂ-
(2= 1)P(2) = (2= 1) (=" 4d 24 1) = 2 1}1_[0(ze ) (z—1) ( )
%WWWZZl&LM@%WMOM
- 1:] (z— ez‘f”) .

3] J%WMW&@LWLQ@@WJB@WMWQM%QBWW

2iknm ik km
l—e n =-—-2ien sm< )
n
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

k=1
A n—1 2yn—1 Ee km w1 TT km
l—e n =2""1 x(—1%) Ig&n(n):Q gsm(n)
Gfmxaﬂ@me/n/t,
T (57) - 2
Pt n gn—1
Exercice [ : Résoudre dans C les équations suivantes :
B4 (241)22—3(1+4i)z+5(i —2) = 0. ef 4o = i
2

24 —8(1+1)22+63+161 =0
P4+2302+1)32 4 (2+1)°0=0
22— (2+1)224+2(1+1i)z2—2i =0
224+2(1+1)z—5(1+2i)=0 0] e#=1+1.
2 =4V2(1+ i) 1] 22 +322—-4=0

2?2 —2zcos(0) +1=0,0 € R.
24— (5—141)2%2 —2(12+ 51) = 0.

B EEEEE
= =
FElE®E

Correction :
Tout done de PTSL doib sawoin que 22— 2zc05(0) + 1= (2 — i) (z — e17).

Ceci. commence pon caloullen, A = 4cos?(0) —4 = (2i sin())?, s bt solutions :

2 cos 21 si .
a= cos() + 21 sin(9) = cos(f) + isin(f) = ei? e non wwe a=e

5 —107
IE eomedmwgecoww

. 1
1 e F =261 e Re(z) =52 o Im(z)zg [27]

1
— z:§1n2+£ [2i7].

Exercice [T : Soit (z,y,2) € U3. Montrer que |z +y + z| = |vy + z2 + yz|.

| =

Correction : %w‘%{bdebem,ﬁwpyvc?uemﬁzuﬂetwrmfoubueu lul =1 et @=—, (u0)

S

2y 4+ 2 +yz* = (zy + 22+ yz)(2y + 22 + yz) = (2y + 22 + y2)(TY + T2 + JZ)

2 2 2 — _ — _ _ _
= [zy|” + [v2|” + |y2]” + [yl 22 + |z yZ + |y 2§ + |2 2Y + |y] 2T + |2| y7
=3+2z+yz+2y+ay+z2x+yr
=3+ 2Re (zy + 2z + y2)
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

@e'mé/m,e,

lz+y+z?=(@+y+2)(z+y+2)
= |z[* + |yl + |2l + 27+ 22+ yT + yE+ 2T + 2
=34+ az+yz+2y+ay+ 2T +yx
=3+ 2Re (zy + 22 + y2)

V(x,y,2) € U3, | +y+ 2| = vy + 22 + yz2|.

Exercice 18 : Soit n € N, n > 3.
Calculer la longueur d’un c6té d’'un polygone régulier a n c6tés inscrit dans le cercle unité.

Exercice |9 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les condi-
tions suivantes :

o |2 =3 2= 2| = |z~ 4i Be-2] _
2] |3l =2 (6] 2e—i]=1 (2] ,|zz++z_1’zz
3] [x—2| =14 =
H | z+1 _1

[4] Iz +il <5 - 242

Correction :

KJ | I

B

i v
OUU Ol i1 o i
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

. . 3

V2

Exercice 20 : Montrer que les points du plan dont l'affixe vérifie |z — 3| = >

un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

bbo?/
\/72

2

|z — 5| forment

— 1
|z —3| = —|z— 5| < (273)(2—3):5(275)(2—5)
& 222—62—62+18 =22 —52—52+ 25
= Zz—z—2=17

= z-1(z-1)—-1=7
= |z—1]=2V2.

8%@@%@&%}2@@@@?@@&@@%9(1)@@%2&.

Exercice 21 (Lne éauation de dearé 3) :  On considére 1'équation d’inconnue z € C :
P —22+42=0 (E)

[1] Vérifier que 2° — 2> + 2 = (2 + 1)(2* — 22 4 2) pour tout nombre complexe z.
En déduire la résolution de ’équation (E).
Placer dans un repére orthonormé les points dont les affixes sont des solutions de ’équation.

‘ Démontrer que le triangle obtenu est isocele.

. 2
Exercice 2222 : Montrer que pour tout ¢t € R, le point d’affixe 7 ; appartient au cercle de

centre 1 et de rayon 1.

1 ! o 2 ). .
Correction : @%@wwth[R,Qeurmnﬁad/a%/m 1+itw¢wmect@nwntde%/rmrmtoubt.%
M%Ldemﬁot&eﬂ/:

‘ 2 ‘_l—il‘,_‘l—iﬂ_l
L+t | 1+ itl [T—1¢
! A 2 .
@cvlw, VtER,Qdeo%wl+ithw¢mw&edewnbw1&dewl.
Exercice 23 :

Traduire géométriquement la condition

(z—i)(z—1)=9
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

[2] Développer et simplifier autant que possible I'expression (z —i)(z —i).

Représenter dans le plan complexe ’ensemble des points dont 'affixe z vérifie

2|2 — 2Im (2) = 8.

Correction :
1] G-dz—i)=9 <= |z—i|=3

Cest le condle de contre (i ) e de nayon 3.
(z—i)z—i)=|2P—Tz—iz—1=|2°+i(z—2) —1 =22 —2Im () — 1

3] @'W%W@V@@a@m |22 —2Im (2) =8 <= |22 —2Im(2) —1=9 <> |z —i| =3.
Leonsemble dendhe est done le cendle de contre (i ) e de nawon, 3.

Exercice 24 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les condi-
tions suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

™ _
[1] arg(2) 2; arg(z—l):§ arg(z 1) *; [7].

i)= "
arg(z>:§ E} arg(z—1—21)—g 5] arg ((z—1-2i)?) = 3
arg (2%) =0 [6] arg(z—3i+1):§ [9] arg(z—3i+1) = arg(2—1)
Correction : ?M%Wﬁomwmm@mwww@w—mymgmn%dew
'm/OdAJﬂOQW:

Lycée Jules Garnier 16 | PTSI - Vinci



fewille d exercices n°10 Nombres complexes 11 - équations et Gésmetrie

E')

]

/ ? o

Exercice 25 : Dans chacun des cas suivants, vérifier si le triangle ABC est rectangle en B

[1] A(+21), B(0) etC(—1+gj>;
A2—1i),B(1—4i)et C(—2—-31);
A(—4), B(—2+3i) et C(4— i).

Dans les cas ou il est rectangle vérifier s’il est isocele.

Correction :

3
—142i
Zg —ZB _ 2 _ 1. Y Ta I e n
ZA_ZB_ 3+21 —21dmw(BA,BC>—arg<ZA_ZB) et&wm%&ABc%:mn%fe
20— 2 3+1 . = ==\ Zg—Zg) _ T A
2] o = Tiar C e (BA;BC) —arg<ZA_ZB> = 5 < b buangle ABC ek nectangfle
on B.
zC—zB_6—4i__. B1.5A) Zc T
S T 21d0m(BA,BC)_arg<ZA_ZB>— @&WABC%W
%Bmmvwow@e

Exercice 2L : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que :
les points d’affixes j, z, jz sont alignés.
‘ les points d’affixes z, 22, 23 forment un triangle rectangle.

Les points d’affixes 1, z et 2z sont alignés.

Correction :

!hmdo@«mlzgzwwoﬁ%nmm&w&nm ;__jjeﬂ?fecabwz—je&bumag

On,
2] eR s jzf?': (]27J> = jizf,j:?fj
z2—J = = Z—=1J Z—]
. . ‘27 .2
jz—j  JE—] =
= - =, carn j = j2.
z—1] Z—]
= (Jz—5)(EZ-7)—(2=5) (%272 =0
= (j—2)zZ+(-1+z+(1—45z=0, can 3 =
= (j—jz —(1—jz+(1—jz =0, can j2 =]

=—Z+7Z=2iIm(Z) oo Z=(1—j)z
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

@wwzzwriy, 2Im ((1 — 5)Z) = —V/3z — 3y, on obbient: :
= V32— i (VB2 +3y) =0, can j—j=2ilm(j) = iV/3.
GWMMJZ;%@@ iv3 .
= x2+y2—x—\/§y20
2 2
= (o= 1) +(¢j) L
<~ l\loﬁwnﬂmbmcm/cﬂedewnbzeﬁ(l+j): (;;2> etdem;axyml.

hm@'@%mz,z% Zgw&a&%méub@ebbeuﬁammwmz:O(mW)Z=1<me)w
@uQAJAL@ZZBQ__Zj:ZGiRwzz:izerlGﬂR.
i'wmmtmumde@mmwde%mdwx:q@mw
db@ml

Sﬁwmd'o@ml,,z;z%mw@&%mé@%etmﬁymmzuz:l(mw)z:o(mw)w
3

:Z)V;;:z(z—i—l)eRm&mwz#l.fmmemmmesww

O,

24+ ER <= 2(2+1)=2(Z+1) &= 22 -2 +2-2=0
= (z—2)(z+zZ+1)=0

= z€R ou Re(z):—%.
i'ammm%tmﬁamde@'mm@etd&umwwx:—%.

29T
3

Exercice 277 : Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes a, b, c. On note j = e
Démontrer qu’il y a équivalence entre :

Le triangle ABC est équilatéral.
L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet pour solution j ou J.

a? +b% +c? = ab+ be + ca.

1 1 1
Bor\us: + + =0.
b—c¢c c¢c—a a—05b

Correction :

ABC est eﬂwﬂobmﬂﬂ —= C= TAvﬂ/g(B)OUC = 7”A,77r/3(B>

c—a=(—j*)(b—a) ow c—a=(—j)(b—a)
(-1=7%)a+5b+c=0 ouw (—1—jla+jb+c=0
ja+572b+c¢=0 ou jPa+jb+c=0

() ’a+b+c=0 ouw 2a+jb+c=0

j ouw j2mm@Q'waz2+bz+c:o.

LI A

Erouite
j ou j2mw&m<ie@w az? +bz+c=0 < ja+2b+c=0 ouw j2a+jb+c=0
<= (ja+j*b+c)(jPa+jb+c)=0
= a?+ b2+ + (j+5%) (ab+ac+be) =0
<= a® +b%+c? =ab+ac+ be,
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

[w}\b,

A4+ +E=abtact+bc = a?+b>+c*—ab—ac—bc=0

= —a’+ab+ac—bec—b*+bc+ba—ac—c?+ca+cb—ab=0
= (c—a)la=b)+(a=b)(b—c)+(b—c)(c—a)=0
(c—a)la—b)+(a—b)(b—c)+ (b—c)(c—a)
= (b—c)(c—a)la—Db) =0
1 1 1
= + + =0.

b—c c¢c—a a—b»

Exercice 2.8 : Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. On construit a Iextérieur de ce
triangle les trois triangles équilatéraux de base [AB], [AC] et [BC].

Montrer que les centres de gravité de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

Correction : &WWABC@MMMQ%%MMWM%
W@'WWM%%mmm@W(Wmmm)Mmm
w&ﬂw@' exercice (27) mew@wwcﬂawm@dmwmtﬁmmﬁfe%to@wmrmm
d'mmwmmmd'm&gdem@emmm.

Foient A’(a), B/ (1) b C'(c”) les sommetn des M%JZ% ecrupotejwum nespedtivement; opnosés & A(a), B(b)

o C(c).
— A’ et bumage de B pan fa notalion de cenbre C e dlangle g.ee,wu'éch,{b:
W —c=e'3(b—c).
~ Do méme pown B, umage de C pan la notalion de centre A o dangfle g&wum
b —a=e3(c—a).
- & €, image de A pan o notalion de contne B o dangle g&w@m
¢ —b=e'3(a—b).

Foient G o (gar), Cpr (gp) o G (9er) les contre de %na/u«be N@Tecb,gb/ den t/ua/m%geb A’BC, AB’C & ABC'.
@’n/ O

N 7%<c+ e’g(b—c)+b+c)
(oo (o)
- % ((1+ elg)b+ (1+ e*‘g)c)

gp = é <(1+ e‘g)ch (1+ eﬂ%>a)

gor = é ((1+ elg)a—k (1+ e_lg)b)

@nreubcﬂo»w:
Vorsion. que lon longuouns, des catés do G Gy Gy sont sgallen on posant | 23

1 i s s i
- GA/GB/:|gB/—gA/|:§’(1+e 3)@—(1+e 3>b+<e 3 —e

I
o

w
~
o

:%|(1—j)a—(1—j2)b+(J —i?)¢|

Lycée Jules Garnier 19 | PTSI - Vinci



Feuille d exercices n°10 Nombres complexes T1 - équations et Gésmetrie
).

1 - .
(Jf:J:JQ o |J|:1>

wly

Lygst T —ig
—GB/GC,:\gC/—gB/\:§‘(e3—e 3>a+(1+e 3)b—<1+e
1 .
=30 —i%a+1=5)b-(1-j*
1. . 1 .
=slilja=a+ (s -1)p=(5-1)e

:§\<1_j>a—<1—j2>b+<j —i?)d

:GA’GB"
1 . Y T =
—GC/GA/:|gA/—gc/|:§‘—(l+elS)a—l—(el?»—e 3>b+<1—+—e 3)0‘
1

=3l-(1=i%a+(—i%b+ -]

s[5l -ver-npr-ind - GP =)

1 ) . .
.25‘(1—J)a—(1—J2)b+(J — %) |
:GA’GB"

Vordfor. que, pon ecompl, GC,MQ'W@GB/W&LW@WGA,QM@WJ@g;

i T iZ i
gar+ € 3 (ggr —gar) = (1— e 3>9A/+ e 39gp
1
3

1 LT LT : LT . .
=3 ((1+e‘3)a+<1—e2‘3)b+ (1+ e 13 —el3 —1+¢e'3 +6213>c)
=0
1
3

O,
. T

3(gA/j2+gB/T+gcz> = ¢?'3 ((1+ elg)b—&— (1+ e_i§>c) +e '3
3

—l—(l—i— e%)a—l—(l—i—e*i )
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

AI

Exercice 2.9 : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géo-
métriques données par 1’écriture complexe suivante :

Z iz z+ (14 itana)z—itana, a € [O;g[.
1 .

B = L [6] 2= 2+3—1i
! [7] z2+—22+3

8] 2r—2+(2+1) B #r iz+1

[4] 2z (1+iV3)z+V3(1— i) O] z— (1—i)z+2+1

Correction :

@médut%2’:e_ig%dmw%w@'mao%mwdummmdlomﬂﬂe—g.

[3] On o ici éonitune d'une thamalation de weceur, (2,1).

. J%QTszhmvder/@ommzHaz+b%twneWdevwcbe @mmmww@ew
Mo%ﬁadm@erw&w»%uﬁbt,z_ 1+1f>2+\[(171)
%Mzzlﬂ,&wwww&bmu&m@%tm&wAl,l.

@mad@

1+Z\[—2< —|—1\g§) :26%.

fewde@@wmwwwé%aﬂazet@m%&ag
5‘%azo,%mm@gmm%twwﬂwﬁxﬁ'mmw?mmw%ﬂmamm@m.?m

=(l+itana)z— itana <= z = 1.
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Feuille d exercices n°10 Nembres complexes T1 - équations et Gésmetrie

&m@%m@wm&wml,o).

@Q‘LQAMOQO/R/Q/

1+ itana =

X (cosa+ isina) = Z
cos « cos «

ﬁmummm%tdemﬁwwlm@x&m%ﬁea.

[6] Cest o thamalation de wectewr (3, —1).
7] w=2w+3 = w=-3 E'%L@'wéugdewzetwmﬁ(f&oy

‘ w=iw+1l < w:%(lJri).

(T , 11
ewwmei=€12,o%l}?,@hotaﬁomd/ Eetdewnl’heﬂ -, =]
2 2°2

9] w=(-iw+2+i <= w=1-2i

Bomme 1— i = v2e 1, cont o similibude de contre Q(1, —2), do nappont V2 o dangle fg.

Exercice 30 : Soit ry la rotation de centre A d’affixe -1 et d’angle g et r, la rotation de centre
. 2

B d’affixe j = e!27/3 et d’angle ?ﬂ

Montrer que 7, o r; est une symétrie centrale dont on déterminera l’affixe du centre.

Exercice 3l : On donne A, d’affixe 1 + i, B, d’affixe 1 — i et C, d’affixe 4 + 31 dans le plan

complexe.

Déterminer la nature du triangle ABA’ ou A’ est le symétrique de A par rapport au centre de

gravité de ABC.

Exercice 32 : Dans le plan complexe, on donne A(2), B(1 —1i) et C(1+ i).

‘ Quelle est la nature de ABC?

' est le cercle de diametre [BC] et r est la rotation de centre A qui envoie B sur C. Si M
est un point de I" et si M’ est son image par r, démontrer que C, M et M’ sont alignés.
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