Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

E quations différentielles (indaires)

Exercice | : Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution particuliere
par la méthode de variation de la constante :

1
Yy — <2x——> y = 1sur |0;+o0].
x
y —y = xFexp(z) sur R, avec k € N.
z(1 4 In?(z))y’ 4+ 2In(x)y = 1 sur ]0; +ool.

Correction :
1 1
’ . 92 . N ’ - _ . L — .
Résolution de ’équation homogéne y' — (2x x)y 0 : Une Wue de a(z) =2z . enlb
A(z) = 2% — In(x).

Ter solutions de QW pnmn,o%em@ sonb donc e y(z) = Aexp(a? —In(z)) = )\é exp(z?), powr

)\wnewnbtaﬁbtehee%eﬂue&o'nﬂw

Recherche d’une solution particuliére : Mows Mons wtiliver o methode de wariabion de lo
MWWWWW QWy—(Qx—l>y—l
@ncﬁ@cﬂemt@%ho&iﬂmvboub&b@oﬁmyp )Eexp( 2) o0 o = A(x) est mainkenant

On callelle, daflond, pown touk @ de 0400,
() = N (@) expla?) + Ma) (——5 +2) exp(a?)

1
mem@yp%tboadﬂmudey/—@x+f)y=1b@d:wzeﬁmu
x

= X(:E)%exp(xQ) =1 (oe@@ doib e Wﬂ»@«m')
)

<= XN(z) = zexp(—2?)
Finsi on reut lvvsynd)w AMz) = —% exp(z?), ce qui go«m/mt lo solubion P;onb;w&m
Yp(x) = /\(37)% exp(z?) = —% exp(—xz)é exp(z?) = —%.

Solution générale : ngwmwedmmuo@nmwwgamde?aw@mmwmm
1 X

1 2
a:l—)y(x)z—%—i— e’ =9 (2)\61C —1) (A ER).

Résolution de I’équation homogene i’ —y = 0 : Ten solubions de QW Romo?@/n& sonb len

x> y(z) = Aexp(z), NeER.
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Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

Recherche d’une solution particuliére : On derle une solubion W&m sous o Koh/me
Yo() = Ma) exp(x) ol & > A(z) eab mainfenant une gmaum

Bomme yo(x) = N(x)exp(z) + M) exp( )upmayo etb solubion de 3y’ —y = 2F exp(z ) si, eb
bpjuﬂ@ms/nbb,{,

N (x) exp(z) + M) exp(x) — M(z) exp(x) = zFexp(z) <= N (z)exp(z) = zF exp(x)
_ ok

= N(z) =z".
xk+1 N . . N
@n%mek(x)zm,w%km\dmb@?abo&ﬁmpw‘&m@:
R+
x = yo(x) = Pl exp(x).
Solution générale : Lonserlle des solubions est domne @o/vrru@ den, @omtb\owu :
R+ R+
x|—>y(m):k+1exp()+)\exp() (k+1+)\> e’ (A ER).
Sﬁewe%ju@mbdey/m@'wmwgermm]O;+ooL®éﬂuoﬂmvPeuLdomwmeU?wmQ@gomm
, 21n(x) 1
Y+ y=

z(1+1n?(z)) z(1 4 In?(z))

@ %M@@mem@%xH y(x) = /\eA(x),o«LA%bwnePM\w\/ue
21In(z)
(1 +1n®(z))
On peul done Roisin A(z) = —In(u(z)) avec u(z) = 1+ In(x).

de a(r) = — d AeR

Sﬁe@bo&»ﬁofwde@'wm@wml—)y(x))\61“(1“’“2(95))Hf\nz(w.
On. diorche. g () = an anec A une. fonction, dévinclle

Yo = Max)z(x) ent sollubion ni, b seulement si

21n(x) 1

B 21n(x) B 1
d(+ 2@~ 21+ m2(2))

=0 con 2(w) = 1+132(w) et
N (z) 1

Yo +

1+1In(z) (1 +In’(x))
PN A’(@:é.
- , , o In(z)
@nv&&d@mcpnmm)\(x)Zln(x),wwm%WWxHyo($>=m.
@imw&mbmm%gam&wmdemw&mw&mad%M@
In(x) + A

=@ = TG

(AER)
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Feuille dexercices n°11 Equations difforenticlles (lincaires)

Commentaires : fecﬂomd'mwedex w@owo,wmww@addwmrn@
ﬁmm&cﬂmwwA(m)zlll(x)+1,%m&mmpurm»@@wmaédﬁ%®y@mm&mmm
@Q‘Wmmmma@&bwmd@%w

In(z)+1+ X\
1+ In®(x)

itte & =1+ ce sonb svidemment les mémes que celles thousses préce l

x i y(x) =

(x €R)

Exercice 2 : Résoudre :

— . 1
(x—l—l)y/_my—i—l—()sur]—1,+oo[. (1+$2)y/+2xy:; sur |R*+
Yy =2y +sin(x) + €* + x sur R.
] y [9) =y +3y = {2 W 10; 1[.
3| vy = —=+ arctan(z) sur R%.
4 x (z) * 2z(1+z)y +(14+2)y = 2+/|x| sur |—1;0[.
/ —
Y’ +ycos(x) =0. y’ sin(z) + ycos(x) = sin? x sur |0; 7.
z,/ 2, —
5] ey +2y =0. y —y=(2e+1)e"
[6] (1+2%)y +2zy =1+ 22> Yy +y = cos(2x) + 2sin(2x)
y —zy = xze” Y +y = 4ch (z)
Correction :
8 = {z+— ke @) ke R _ k| In(z)
[4] s={ } 5_{ st g kER
8 ={z+ k(z® + 2z +2)e™*, k € R} ] SZ{x}—> k —i+iln1+x,ke[}?}
x

3 .’L'2 2:[3 1—
B k x4+ 223 B k In(1+ x)
6] S—{ml—>1+x2—|— 1+x2,k€ﬂ?} 5{ NERRE ,kER
2 ) B k z  cos(x)
S:{x»—ﬂceT—i—e‘”,k‘e[R} ‘S{ sm(x) QSIH() 9 7k€[R}
%M@Q’WWW@Q@WA&AGR

yp<x> — s(az+ b)er
On o dlons (z) (a:—|—2a+b)a:—|—b)
Yp(@) — (3?) (2az +b) e

yp%tmbo&mmde@'wmwwmama:w:Qxﬂ_
GWMa:b:1Wo@b@nm@@m&mPameyp:;cn—>(x2+x)ex
%M@Q‘Www@mu@mw@@wz
z (22 +x+N)e®
&WWMWWQ@W

1
T e 2 4 %COS(QZ) - sin(x).
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Feudlle deercices n°11 Equations differentielles (ncaires)

Exercice 3 : Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :
Ve eR, f(z)f(—x)=1

Exercice 4 : Trouver toutes les applications f : R — R continues telles que :
VeER, 20f(x)= 3/ F(#)dt
0

Exercice S (Solutions maximales (Hors-Proaramme)) :
Résoudre I’équation différentielle xy” +y = 0 sur R% et sur R*.

Montrer que cette équation admet une unique solution sur R.
Résoudre ’équation différentielle zy” —y = 0 sur RY et sur R*.

Montrer que cette équation admet une unique solution sur R telle que y(1) = 2.
Combien y a-t-il de solutions sur R?

Résoudre ’équation différentielle xy” — 2y = 0 sur RY et sur R*.
Combien y a-t-il de solutions sur R vérifiant y(1) =27

Combien y a-t-il de solutions sur R vérifiant y(1) =2 et y(—1) =17
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

@ Vizly =y © 2y =y
‘ Résoudre sur le plus grand intervalle possible 1’équation différentielle :
xy —y = a3
Exercice b : Déterminer les solutions réelles des équations suivantes :

Yy’ — 3y’ + 2y = €% + 5%, B y”" — 4y’ + 4y = 4sh (2z)
y" — vy — 2y = cos(x). y” = e® + sin(x)
B -y

Correction :

1
‘ Sg = {r > kye® + kye?® — xe® + 565"5, (ky5ky) € [RQ}.

; .
Sp = {:v > kye2® + kye " — W (ky 1 ky) € ue2}.

3] @i‘wmmw%trt1:0dmw@%m&mmi1.
%M@Q'WWW@?@MmHAew+Ne’”.

L.@mm@%mho&ﬁmbdegwy”—yzm2+lboubQ@gohm@
y1(z) = ax® + bz +c.

@n@dom/oyi/(:t):Za = —ar’ —br+2a—c=2"+1 < a=-1,b=0¢
c=2a—1=-3

On oltient done o, (x) = —a2 — 3.
m.%&@mﬁm@m%@ambume%ﬂm»ra&u»&%d@éﬂuaﬁmyﬂfy: exb,oub,()@go'vnw
Yo(z) = (ax + B) e* I‘wwa},ue 1 %tmwned&@eﬂuohmcamdemwg
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Feuille dexercices n°11 Equations difforenticlles (lincaires)

@nad@n@yi(aﬁ)z(am—&—a—i—ﬁ)e”, &y’ (x) = (a4 2a+ 8) €%, donc
Y —y=¢" <= ar+2a+p—(ax+p)=1

1
— 20=1 <= a=—-.

2
Yalw) = gwe”.
Unne- solution, panticaliine de Usqualion, complite e don 4, &+ —a? — 3 — Sre”

1
x|—>—x2—3+()\—§x> e’ + pe .

—To&ﬁamﬂmo?éng:(Eo):y”—ély’—FZly:O.
(EC):T’2—4T+4=0@u/new,LeroQuﬂmv2.
Fer sollutions, néeles de. (Ey) sont les

x> (kyw + ky) €*® anec (ky 3ky) € R?

- Rediendie de solltion panticulisne : Comme 2 est nacine doulll de lequation canacénistique, on wa
m&wawwmwﬁ%wy”—wﬂy = —2e %

oty — 4y + 4y = 2e%".

bomm@a@ohmypl :)\e*%o@)\%tbo&m@4)\+8>\+4>\:—2mb)\:—loJ:ypl =l

8 8
yp2 — /\172 eZac
Yp, = A (22% + 2z2) e*®
Yp, = A (42% + 8z + 2) e*®
2% = Yy, — 4y, + 4y,
2% =2\ 2"
— _ .2 2z
A=1leby, =az"e™.
1
Usne solubion Fanquﬁm de y” — 4y’ + 4y = 4sh (2x) esh donc x> 22 e®® — ge’%.
- ?opdioln/%énéhapa : Sp = {x > (ko + ky)e?® + x2e?® — 3¢ 2 (ky s ky) € [RQ}
Sg = {x+— e” —sin(x) + kyz + ky, (K, ; k) € R2}
Exercice T : Déterminer les solutions réelles et complexes de I’équation différentielle y”+1y"+y = 0,
et montrer qu’elles tendent vers 0 en +oo.

Exercice & : Résoudre les équations différentielles suivantes, avec les conditions initiales indi-
quées :

y(0) =2
y'(0)=—1
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Feuille dexercices n°11 Squations differentiolles (bndaires)

2] v —y —2y=2z avec {

1
[3] v" —4y +5y = e” avec y(0) = 3 et 4/ (0) =0
[4] v +2y +y = cos(2t) avec y(0) =1 et y'(0) = 0.
V4 ’ . y(O) =
5 + 4" — 2y = 8sin(2t) avec ,
Yy +y —2y (2t) { y/(0) =
y" —2y —3y=2sh(z)—3 y' +2y +10y=5
3 7 0)=1
(5] y(0) = 1 %< )
) y'(0)=0
y'(0)=0
Correction :
‘ Sg = {z +— —3cos(z) + 4sin(z) + 52z + 1)e 37 }.

_ —x 1 2x 1
S[R—{xl—> e -|-2€ x—|—2}.
Exercice 9 (Variation de la constante d'ordre 2) :

Apres avoir trouvé une solution homogene simple adapter la méthode de variation de la constante
pour résoudre t2y” 4+ ty’ —y =1 sur R%.

Correction : y:tl—)t%ﬁumebo&ﬁmdeEo.
@nw&w@amétpvo@defnﬂhamﬂgmwty@):A(t)t.
On anrive & t3X” + 32\ = 0.

@wk(t):éwmwm&WmWWdQQWEo
1

= -
y t

A
SRi:{t}—);+utfl,(>\,,u)€[R2}.

Exercice O : On considere y” — 4y’ + 4y = d(x).

2z
)

‘ Résoudre ’équation homogene, puis trouver une solution particuliere lorsque d(z) = e~

puis d(z) = e**.

1
Donner la forme générale des solutions quand d(z) = Qch (2z).

Correction :
‘ Sﬁléﬂuoﬂmmkb@ubﬂ%Wd@lwwwr2—4r+4zo,WWT=2%JJ
&bbo&ﬂmbde@léo[uuﬂmuﬂwo%ém@wdmwg% (Az + p)e2®.

fo/wc}ued(x):6’2“’,meWWW%Wuefzm,WmMua:%.

d(a])zeza’,wm/m,eQ%t&bnamedoaﬂgedegléﬂuaﬁmwmwxwﬂu&mwewho&iﬂm
comme b produit de €** nan un polyname de degne 2.
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Feuille dexercices n°11 Squations differentiolles (bndaires)

mmdede%m1et0.®%cﬁmﬂedmwmw?wmae%@mmax2e%wwmwet

mypjnm,tb,{,a:%

.‘?W*Ch2f=4(2z+€72$ oLaTrueu W@W@%MWW
oﬁb@nu%bwb@m@ofwrw

1 1
T y(x) = 6—46’2”” + gxze% + Az +p)e*®,  (A\;p) € R

Exercice | : Déterminer toutes les fonctions f : [0;1] — R, dérivables, telles que

Vo el01], f/(z)+ flz) = f0) + f(1).

Correction : %w@wnwmf:[o;l]ﬁkwvmnbwetmwm

— f enb dénivalle
- febbbo&»t«mvdey +y—c

_fw,,gw]‘ )+ f(1 —C(MC%EMNQQEW

@m@mw&nmdgﬁwwy + 4 = ¢ sonb eccactement let f:z > Ae T +¢ ot A ER (on

%MMWW%WW@%chWWWde +y=c)

%Wm@wn&mam&d@zﬁwﬁ@e@eﬁf( Y4+ (1) = A1 +e ) + 2
@WQWM@W%@WM—A(Hﬂ)za
E%w&nmbduw@&mmmm@w

s f(x)=Ae®—1—e1), NER.

Exercice [ : On considére équation : y” + 2y" + 4y = ze” (E)
Résoudre I'équation différentielle homogene associée a (E).

‘ Trouver une solution particuliere de (E), puis donner I’ensemble de toutes les solutions de

(E).
[3] Déterminer I'unique solution h de (E) vérifiant 2(0) = 1 et h(1) =

Soit f :]0;+o0[ — R une fonction deux fois dérivable sur |0; +oo[ et qui vérifie :
27 (t) + 3tf/(t) + 4f(t) = tInt.
() On pose g(z) = f(e”), vérifier que g est solution de (E).
(t) En déduire une expression de f.

Correction :

‘ Sﬁepo%m&nemacbémwﬂuemédE%t:p(x)=x2+2x+4;mdmvmmmt%tA=—12et
£wwm%2mMmTfmufl+i\/§etflfi\/§.

y(x) = e *(acos v3x + bsinv/3x)
o@fyrw%@o/mﬂw CL,b décninenk R.
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Feuille dexercices n°11 Squations differentiolles (bndaires)

fehmndnmmﬁ%%bde%@oﬁm\ee”(g(x)a/ueox\zletQ(x):x.

é%aﬁace&md@(gwp(m#o
@n[w)aedofn/oR(l‘)ZafL'-i-b.
Dos,

Yy, (z) + 2y, () + 4y, (z) = (Taz + Tb + 4a)e”.
Done Yp %tbo@ubtofn,b@ o seuloment 81 Taz + Ta + 4b = .

a =

—4

£ b=—.
49

1
7

1 4
x—?)exebtdmpm&ermpdeEd:@mW%@némfedmm&hmde

fﬁ@@omeHyp(x):?(

E esb :
a:»—>y(:1:):e_‘”(acosx/gx—i—bsin\@x)—&—; (l‘—;) e, a,beR.
Joib h wne sollubion de E.
Ter conditions B(0) =1, h(1) = 0 sont néallinées vi, eb seulement vi

53 53 cos V3 + 3e2
a=" & b=-"T7T" "
49 49sin /3

@ Ona @) = f(e) & g"(x) = e f/(e) + 2 (7).
Doy, powy toub 7 € R :
g’ (z) + 29 (x) + 4g(z) = e** "/ (e%) + 2e% f/(e®) + 4f(e”) = e* Ine® = xe®.
@cyn,o g enb solubion de E.
%Thﬂﬂumwf(t)zg(ln(t))o«lgebtwnebo&ﬂmdeEommmchwef@a)&Z@o&ﬁ
stinclle & vonfio Vicution, donne on [2].
Fer, gmm f nelendlées sont done de la Koh./me :

t— % (a cos (\/gln(t)) -+ bsin (\/gln(t))) + ; <ln(t) — ;) ., a,beR.

Exercice [3 : Résoudre les équations différentielles suivantes a I’aide du changement de variable
suggéré.
22y” + 2y’ +y =0, sur J0; +o0[, en posant z = e’ ;
(14 22)%y” +22(1 + 22)y’ +my = 0, sur R, en posant x = tant (en fonction de m € R).
Yy —y —e*y =3 (poser u = e%).
Yy’ — <6x + %) y' + 8x2%y = x* (poser u = z?).

4
(1 —2In(x))y” + (1 +21n(z))y" — Y= 0 (chercher une solution de la forme y = z®).

Correction :
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Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

Twlwcﬂylcﬂey@onwﬂmdex€]0;+ooLdlcTue@a,ﬁ»&mhmt)—>€t%t@iéeab«wdeRWv]O;+OOL
ozm[uwtrmmxzet b 2(t) = yleh).
On o alow t =In(z) & y(z) = 2(In(z)).

gecrdbdofn/ne:
yw) = =n(@) = =)
Y(@) = () =0
1

V(@) = g7 () + 52 (@) =~/ (1) + 2 (1)

&WMMMW

Vo el0;+oof, 22y +ay +y=0<VteR, 2/(t)+2(t) =0
aubrement dib, z(t) = Acost + psint o A\, € R
?mmbm@%bo&ﬂmmde@léﬂumdgdﬁmwdeugomme
y(z) = z(In(x)) = Acos(In(z)) + psin(In(x))
o A\, € R

.gaw,&whthtantetamb@«dee —**Mkmwwx—tantdz) y(tant).

@mmaﬂo»wt—arctanxd:wm:

y(r) = z(arctanz) = 2(t)
/ 1 /
y(x) = T2 (arctan x)
1
y'(x) = (EE (2" (arctan z) — 2xz’ (arctanz))

&Wm%wZ%tbo&M@@lwwzﬂ+mZ:0?mmm

— m <0 : aows 2(t) = AV + pe VT o done

y(w) — )\e\/—marctanw +u€_ —marctanw7

- m=0:2"=0¢e donc 2(t) = A\t + p & y(z) = Narctanz + 4,

~ m >0 : dow 2(t) = Acos(v/mt) + psin(v/mt) & done

y(z) = Acos(v/marctan z) + psin(v/m arctan )

o \, € R
y=—e"+ Xe® + pe .

2
s )\6$2 +/L62‘T2 + 2x +3.

16
2 Ax? + pln(z).

(A n) € R2

Exercice I+ (E quations a variakles séparagles) :
y =y(1+y).
y’ = sin(x) cos(y)
(3] 2yy' Vo =Vy?—

[4] 1+ 2y = eY, condition initiale : y(1) = 1.
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Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

. y" = /|yl et étudier les problémes de raccordements.

Correction :

1
y:—l—i—l_)\ex ow y=—1.

y = 2arctan(Xe” <5(®)) — g(mod ).
y=4+1/1+(Z+ A2 ouw y=+1
y=—In(1—=z(1—1/e)).
y:(x\—i-g)‘/\—kg‘ou,yzo.

Exercice IS (Recollement (Hors-Proaramme)) :  Résoudre Iéquation différentielle
(1—a?)y —2zy = 22,

sur chacun des intervalles I suivants :
[} I=1]1;+00], [2] T=]-1;1], [8] T=]-1;+o0] [4] et T=R

Correction : s WQWM@WﬁMMWWOW

Foit T Pum des dewce intersalles ]—1 ;1] ou ]1;+00].

2

Tes fonctions, 17I2ebx»—>171:2w\bwmh/mmld:ommw@%w@mmade()
MIW&d@Q@@omm@f0+)\floufoebtwm@bo&mwmde etflebtwnebogmb

f solution de (E) sun I < Vael, (1 —22)f (z) —2zf(z) = 22
<= Vrel (1—2?)f)(z) = 2>
<~ JNeR/Vzel (l—xQ)f(x)ngr/\
3+
3(1 —ax2)’

e INER/Vzel flz)= (en nenommant A la constante 3)).

ﬁml%mxowmw@maﬂkuﬂm.

E%I:—l;—koo[.
$oit f une sventuelle solution de (E) sun L en nestuictions de f & |—1;1[ o |1;+00[ sont encore
solution de (E) ebdmwde@m@ommvneoedm@

3
TMWWMQWWWAI&AQ%WW—l<a:<1,f(x): Tt M

3(1—a?)
34+ N,

o pown o > 1, f(@) = g5
Enfin, Pequalion impose —2 % 1% f(1) =12 soib f(1) = —3
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Feuille dexercices n°11 Equations difforenticlles (lincaires)

&WwWW@(E)WI%WMd@@@@oﬁm:

34
fl(x):ﬁ s —l<z<l,
Vie>-—1, fx) = —% s x =1,
34+
fz(x):;(ltxg) s x> 1.

d@mﬁ&m]—l;+m[.fwmf1&f2mwmoﬁgwwmmm
. 0 oo E .
%mmam%m%'%@%mmaemmm@@@@mumfmm@mw%

- 31L1—>Hif1(x) n‘WWuAlz—lddUmwm

<1

1:2+a?+1_ 1

lim f1(z) = lim 31+x) 2 -
<l x<l1

&bo&iﬂmufebtdmwoo/nhmwa,caau(p\a@m 1.
— lim fy(z) nlmbtewMAQZ—ledme
z—1

z>1

g@bo&ﬂmvfebbdmw&a@@@m@nﬁwﬂmddﬂo&eml.
%nefpj?ﬂebo&xﬂmfa/ueo)\l:)\gz—l %tdmw@«'emcmmem]—l;—l—oo[.

L R N S .

_2=1 2 tatl i g
Ve>-—1, f(z) = fl(m)_3(1x2)1_ 3(1+x) =1
et déninalle sun L
_?m]—1;1[u]1;+mL%gommmf%tha!&&etm@:
) ) s x(r+2)
Vael-1;1[U]l;+o0], f(x)—3(1+z)2.

—&ul,de@mdé%m&meme%md&&m&/mbedmmdhwmm%lrm

mﬂ&mmwmdwgaum
f@) =) hEE T 2P-a-1 241
r—1 x—1 6L+ o) (1—2) 6(1+2)
Dot lim M = lim 2z+l 1 < 00. We enk déninallle en 1
rx—1 x—1 _wﬂl 6(1+.’E> o 4 ’ ’

&memwuﬁmwmdeh@A2wm&mw&ml.€w

Commentasires : Vo €]—1;1[U|1;+o0] lim f(x) =
r—r

Sﬁ@@w@mf@bbdmww@m@d@o@a&e%}lml

z(x + 2)
3(14+2)2  =2-13(14+x)2 4
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Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

F1=R soit fune sventudle sdlution de (E) sun R Lo nestriction de f & ]—1; +00] est nécensainement
Q@Ewr\,cb\mr)w;@d,@mte
@@odie@mmb@mb@ndum—oo%mmdxb@ndm—lrmmwm.

gDomuo, fmwb@?wwﬁnwemﬂ?eb(E) n'@PabdemQAJHMLWLRM@nMu

Exeraice |6 (E quation de Bernoulli) :

Montrer que I’équation de Bernoulli

v 4+a@)y+b(x)y"=0 neZ n£0,n+#l,

se ramene a une équation linéaire par le changement de fonction 2(x) = —— @)
Y x
Trouver les solutions de I’équation zy’ + y — xy® = 0.
Correction :

On divise Qécruaﬂmu Yy +a(z)y +b(z)y" =0 Imh/ y", ce C}A.w domnne

y 1

— +a(z z) =0.

. (x) ; ()
GWPW %etdmw,z/() 1—ny Fﬂecrmﬂmude%ehmo«iﬁ@mdm&wnew
&%@A;@mﬁ%@ &/new)w

1

= nz’ +a(z)z+b(x) =

wzy’+y—xy3:0.

y 1
T+ ——2=0
v ooy
o 1 / _ ({E) [ . . X ' . —1 ’ _
@nrﬁbez(x)—m,ebdmwz(x)— 3 SWWbWQ&h&?xZ +z—x =0,
o'%r,—d—dme, :
xz — 2z = —2u.

fe@w&mmmmdemmmwm@%

. ALAER

Ax? 42z 6 x>0
z(z) = ) ,
A x®+2x 8 x<0

gom/mecvma[\obez(l') MMMMQWUWUG%@IMW >0 mécesbairement

1
y*(z)
0¢Ldmw0/mwnmdé)zez(l'):)\1 +2I,thWWPWD%MIAM
10;4+00] 8 A=0
2

2
}—oo;—x[ ou 05400 s A>0
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Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

@mo,(y(x))QZZ(lx)[wwutoubxel)\etdmwy(x)ze(m)\/j(;x),oue(x)zil,@my%tcmmrm/ue
MQIW%IA,&mb‘MWWRW:dIWQ@%@MMMUW
ymr&mwwa%@aammﬁwmm@wmammﬂwbmmw
dornoe(a:)MWW@%&@LWLM%&@—LM@%MWW@%:

1 —1
Z/(l"):i/m ou Z/(l“)z\/ﬁ sur I (AeR)

Exercice [1 (E quation de Ricoati) :

Montrer que si y, est une solution particuliere de 1’équation de Riccati

Y +a(z)y + b(2)y? = c(x),

alors la fonction définie par u(x) = y(z) — yy(x) vérifie une équation de Bernoulli (avec
n=2).

1
2] Résoudre z%(y’ +y?) = zy — 1 en vérifiant d’abord que y,(x) = — est une solution.
0 x

Correction :
Soit Yo wie solution de ' + a(z)y + b(z)y? = c(z). Poons u(z) = y(z) — Yo(x), done y = u + y,.

Lequation devient -
w4y + al@)(u+yy) + b(x)(u? + 2uyy + y3) = c(x)

ewmy()%bwwbo&iﬂmnw;@eqﬁohb

Yo + alx)ye + b(x)ys = c(x)

u + (a(x) + 2yp(2)b(x))u + b(z)u? = 0

_ ﬁ,@@mwﬁ o'%t&mmwde%mumI:]—oo;O[wI:]o;+oo[.

—@nau(m) () yo()d:dmwy—u—i-fgeﬂuahm y+y =xy — 1 devient
1 1 1
x? (u’——2+u2+2g+—2>:x<u+7>—1
T €T T T

x? (u’+u2+2%> =xu
wwm@mdw@%@m&

1
w4+ “u+u?=0.
X

Lycée Jules Garnier 13 | PTSI -

Vinci



Feuille derercices n°11 Equations difforentielles (ncaires)

u’ 11

- S%UM@'WMPQW%MMWU%W&QWW ?+;E+1:O.©nw
z(m):%, Qléﬂuoﬂmdmgnb—zl—l—%z—l—lzo. et solubions sur T sont les 2(z) = Az + 2 1n |z,
)\G[R'ﬁwmu(x)_z(az) = ol mmﬁ«d,aqm%w@dnmuwuﬂeu(x)—o

- gomfummewwmey:u+%,mo@woﬂywd%m&Mmde@WdeWwﬂ—m,O[

1 1 1
y(z) =~ ow y(x)=5+m (A €R).
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