fewille dexercices n°9

Paimitises et caleull dintegrates

Primitives et caleuls d'intéarales |

Exercice | :

(Ne pas se soucier ici des intervalles de primitivation.)
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Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.
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Exercice 2 : Pour chaque fonction suivante, déterminer la primitive sur R s’annulant en 7.

[1] z+— cos(2x)

™

E xl—>sin(3az—z>
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3l x— e 2

Exercice 3 : Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes :
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Lycée Jules Garnier

PTSI - Vinci



fewille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintegrales

*1 01 ’

[3] / Perdmsur]—oo;()[ / e 33 dy
“In(z)

(4] / 7dxsur]0;+oo[ [12] / lnx+3 d:rsur]—3;+oo[

@ [ ] 3]
cos(z) 2°2 / 7dxsur]—oo;1[

2 @)

[6] wdm sur ]0; 400 . .
[ o o

8T
‘ / \/CL‘2 1d$ T
/ V1+zdr sur | —1;+00]

1 / cos(x esin(@) dg
[9] / 7dxsur]1'+oo[ /m(hl(x))ndx(neh\l)sur]o;—koo[
2 z+/In(x) 7 x

xX
1
[10] / sin?(z) cos(z) dx / mdm sur |0 ; 4-o00[
Exercice 4 (Fonctions triconométriaues) :  Calculer des primitives des fonctions sui-
vantes :

1 / cos’ de" /msin5(m) dz .‘ / cos? Sln2(fn)dx
/xSinLl(ﬂC)dw [4] /xcos4(a:)sin3(x)dx 6] / ch3(z

Exercice S : Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

T
—  d
/ +ita2

Exercice [ : Montrer que V (z;y) € R?, |sin(z) — sin(y)| < |z — y|.
Exercice 7T : Donner les fonctions dérivées des fonctions suivantes définies sur I.

x

i x|—>/ t2dt avec I = [0; +o0].
0

2] f: x|—>/ e?tt4 dt avec I = [—3; +o0].
—3

f:x|—>/ et dt avec I = R.
02:10
[ 9El—>/ In(t) dt avec I =]0; +o0].

Correction : @‘W&&MWd@@W?@w&WJ&wﬂmamm%
W@@WMQWJ&@W%@M%W&W%W%M
eth de dlasse €1 sun celluici.

Tou)btoubmdelwn/a/dmw:

[1] (/ t2dt> =2 (/T etdt) =2z,
’ o 0

/

.‘ ( / 2t+4dt> — o2oHd ( / - In(t) dt) = 2In(2z)—In(z) = 21In(2)+In(z).
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

T

Exercice & : Etudier les variations de la fonction F définie par F(z) = / (t? + 3t —4)dt.
-5
sh (t)
t

dt.

2z
Exercice 9 : Etudier la fonction F définie par F(z) = /

x

Correction :
&Wf:tH@mW@me*m?m@@m%etm@
Vi€ [z:22] t £ 0 ie. si, &b sedlement s 2 # 0.
Done 7y = R,
&LﬂM@WMWU/@d@f&M@@Wd@MW@VM&%Riwﬂ?i,umLéUWwF(x)=Lp(23;‘>—(p(l‘),
wnwnede@omthmwdélyuaﬁ@%wnﬂ?*etmo,:

_ 2sh (2z)  sh(x)

F'(z) = 2¢"(22) — ¢'(x) = 2f(22) — f(x)
~ sh(2z) —sh(x) '

2x T
T

Sﬁagwnmsh hant sbnictement croisbante sun B, sh (22) — sh(z) et du signe de @ ie. V@ €

F/(z) > 0.
x —00 0 +0o0
F'(x) + +
0 400
—00

GWMW@'MWMM@MWWMW@WWW
mewwm&mﬂ&wd@mwm
@nWmWmemWF(O)ZOW%MWWMM

de R dans R

0 4
1 2
/_11_wdw /1(:1:—1) dz
‘1
n(z) d
T
COs ] t t _
/0 e sin(t) /1 e x
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Peuille dexercices n9 Pimitives et caleuls dintirales

1—=z
—2
V3
[9] S
Vo) 2 —1
Exercice | : Calculer les intégrales suivantes (p et ¢ entiers naturels donnés)

2cos (pzx) cos(qx) dz. 2 cos(pz) sin(qx) dz. 281n (pzx) sin(gx) dz.
] =) 3]

Correction :

‘ On sait que cos(px) cos(qr) = %(cos(p + q)x + cos(p — q)x) :

. T 1 [sin(p+q)z sin(p—q)z]|”
Si /COS’:L' cosq:rd:r[ + = 0.
p#qalo (pz) cos(qx) Ay -

0

- 1 1 ™

Sip=gq#0, / cos(pz) cos(qx) dz = 3 / (1 + cos(2px))dx = 5 / dx
Jo Jo J0

Sip=q=0, ' s(px) cos(qx) dr = 7Td.,z.
p=q /Oco (pz) cos(qr) dx /O T=m
‘ On troure /ﬂsin(p:L')sin(q:L')d:L':Ob,{,p%qetZw‘up:q%o

1 / sin(px COS(QT)dT—OWMCﬂm@Od@])etq

Exercice [ : Soit o un réel.

[1] Déterminer une primitive de x — 2 In(z) sur R, .

1
‘ Soit € > 0. Exprimer en fonction de ¢ et o l'intégrale I, = / z®In(z) dz
€
En déduire, suivant la valeur de «, 'existence et la valeur de la limite hr% I.
E—
Exercice [3 : Déterminer les primitives ou les intégrales suivantes a I’aide d’une intégration par

parties en précisant le ou les intervalles considérés le cas échéant :

x

2™ In(z) dz,

1/ zsin(z) dz @/xln(lth?)dt. /
@ [ v [ e mew.
(3] / 2 In(t) /xCOS(SC)ln(l—i-cos(x))dx. /
@ [ (woas g /> [
A [(eweowa @ [ (5) mea /
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

Correction : ﬁwmm%@w%&mmuavMMd@mg%mm%w
/xuv’z[uv]—/xu’v.

/Exsinmdx =1 (unbe%)wb\m e T\a/lb\eb)

0
WWWwWWu:xHxQLU:M—);(az—l—l)\/x 1:§(ac+1)
€' sun [051] C]—1;+00] :

3
2 de

/Olt\/tJrldt— [%t(ﬂrl) t+1E§ /Ol(tJrl)gdt— {gt(t+1)\/t+1l45(t+1)g]: = % (V2+1).

3
ﬁamu:w»—>ln(x)d:v:xH%d@cfam%lmki,umIPP&éouL:

v ) Ut Y S
In(t) x t*dt = |In(t) x —| — - x —dt
1 3, Lt 3

3 T 42 3 377
:x—ln(x)— —dt:x—ln(x)— {x ]
3 3 3 9]
a3 a3 1
:71 _—— —.
3 @) =5 +3

@nrmu:xH(ln(x))zd:v:xdeecfamﬁlmﬂ?j:

x

/w (In())? dt = [tIn(1)] —2/ In(z) da

= zIn®(z) — 2z1n(z) — 2z.
Notons 1= /r cos(x) exp(z) dx.

ﬁe%oﬂdm mee%hob\m par W anec U = exp(x) ef v/ = cos(x).
Mo, v = exp(z) ef v = sin(x).
Don,

x

I= /I cos(z) exp(z) dx = [sin(z) exp(z)] —/ sin(z) exp(z) da

F lon note J = /w sin(z) exp(z) dz, olows on a, obbenw

I = [sin(z)exp(x)] —J (VIIL.1)
?MMJMHA%J&WWWWWWWUZGXP(x) etv’:sin(x)‘eeﬂm,
domnne

J= /r sin(z) exp(z) de = [ — cos(x) exp(x)| — /z —cos(x) exp(x) dz = [ — cos(z) exp(z)] + 1

J=[—cos(z)exp(z)] +1 (VIIL.2)
WI7T2).
I = [sin(x) exp(z)] — J = [sin(x) exp(z)] — [ — cos(z) exp(x)] — I
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

Dos
21 = [sin(z) exp(z)] + [cos(z) exp(z)]

&WWW@MWW;

1, .
I= 3 (sin(z) + cos(z)) exp(x).

‘ 2 +1
IE / ln(1+t2)dt:xln(1+x2)—2/ ;_fdt—xln( + 2?) — 2z + 2arctan(z).

xT x
z
/ earCCOS.fC dx — xearCCOS.fC + / earCCOS.fC dl‘
V1—2z?
x
— peArCcosT _ (/1 _ p2earccosw + / V1— 22

arccos dx

e

V1—22
( arccos® __ (/1 _ x2€arccosx)

M\H

@ / arccosx dx —

) —sin(x )
. / cos(z) In(1 + cos(z)) dz = sin(z) In(1 + cos(x / sin(x 1 n cos(x) dz
2(
= sin(z) In(1 + cos(x / At 7 ]
cos(x

= sin(z) In(1 4 cos(z)) — /(cos() 1)dx
= sin(z) In(1 + cos(x)) — sin(z) + .
x P | o 1 e’”/ T oxe® x:i
Bl e = 1 ey _<a:+1 )etd‘m/ RS AT

/”” (g)flnxdx:/xemnm*w d(zlnz —z) = e?mo—r — (g)idx

x 1 xn+1 1 1 T xn+1 1 xn+1
/x n(x)dx=n+1nx—n+1/xdxzn_'_ln(x)—m.
/ sin(lnz)dz = zsin(lnz) — / cos(Inz)de = xsin(lnz) — z cos(Inx) — / sin(Inz) de

Done /I sin(lnx)dz = g(sin(ln x) —cos(lnx)).

x

De mome, / cos(lnz) de = x cos(Inx) +/ sin(lnz) dz = zcos(Inz) 4+ sin(ln ) 7/ cos(Inz) d.
Done, / cos(Inz)de = g(sin(ln x) + cos(lnx)).

. 1 2 . 1 * N ] . .

&WumHim d:v.len(x)decfom% MR+,umeane<jnaDMLFonrahDebdofnm.

* 1 1
/ tin(t)dt = 53:2 In(z) — sz.

@nwmd@zem\bef&%mm@u:xl—>%(1+x2)etv:xHarctan(m)deo@amcflWL[R:

* 1 1 /* 1 1
/ tarctan(t) dt = 5(1 + 2%) arctan(z) — 5 / § dt = 5(1 + %) arctan(z) — 5%

arccos(t) dt = x arccos(x dt = zarccos(z) — V1 — 2.
=/ [ = @)=Y

Exercice 4+ : Soit I, =/ z(In(z))" dz.
1
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Feuille dexercices n°9 Puindtives o caleuls dintéales

[1] Calculer I et T;.
‘ A l'aide d’une intégration par parties, exprimer I, en fonction de IL,.

Calculer I5.

x
Exercice [S : Pour n € N*, on pose I, = / (Int)™ dt.
1

s I I
A Taide d’une intégration par parties, simplifier (njjll)' + ﬁ pour n € N*.
I
.‘ Pour n > 2, exprimer Z ( C ]f: 11> ) en fonction de I,,.

En déduire une expressmn de I,, pour n € N*.

Correction :

Toun,neIN*,Q@@@o«wﬂm@mi—)td:mi—)lnnﬂ(t)twﬁdecﬂoAM%ImtouLVnMwWemc&wdam

R. Uome IPP n'scnit aons :

x - x 1
L= / " (t)dt = [t (1)) — (n+ 1)/ tx < In"(t)dt = eI (z) — (n+1)I,.
1 1

Done, ¥ € N* It + Ii = :L'1n"+1(x)

(n+1)!  nl (n+1)!
Foit n > 2

n71 ( Ik+1 ) _ n71< 1>ka + i( 1)k:71 Ik
k:l (k+1)! pt k! — k!
n—1 Ik n ka
= 1)kZE 1
k:1( ) ;( )
1 I I
_ 1-1 _1\n—1_n o _1\n_n

Jvec I, = zIn(z) — 4 1, on otient

n—1 /1 I+ nIn
> -1 (3 + ity ) = ot +o -1 2

Dopran o question pricdents, pour 112
I, = (—1)"n! (z In(z)+z—1— Z(Uk%)
= (—1)"n! ((—1)19”1“11!@) + (—1)0”51%0!(:“) ~1 +i:(—1)kzln]:!<x)> .
= (-1 ( 1+ Z kxln ) :
Forvmule encone walide poun n = 1.

Exercice |6 (Intéarales de Wallis) : On pose, pour tout entier n € N :

Calculer W, et W;.
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

Pour n > 2, donner une relation de récurrence entre W, et W, _o

En déduire que la suite (anWn—1) est constante.

neN*

Correction :

W@Jmﬁ@m@:

Joib n > 2.
Eﬁe@@wﬂm@tHSin(t)ettHCOSn+l(t>&aﬂ&d@cﬁo&e@lm [O,g],rmu&e%)wb\mrmw

B

% jus
W, o= / cos(t) x cos™t(t)dt = {sin(t) cos”“t tn+1 / sin?(t) cos™
0 0

=0

B

(n+1) / 1 — cos? cos”(t) dt
0

SE

(n+1 : cos™(t)dt — (n+1 cos™2(t) dt Dirnsanits
+ / 1) [Teona (pon bnsonte)
=n+1)W, —(n+1W, .

n+1

n+ 2 Wn g (n+2)wn+2 - (n+1)W7L'

On en déduib que (n+2)W,, 5 = (n+1)W,, wa que W, 0=
Rurn n > 1, nolons u,, =nW, W,

Upp1 — Up = (n + 1)Wn+1wn o ananl = Wn ((TL + 1)Wn+l - nwnfl) = 0.
Lo suite () ey %tmmmmred%nzl,demf?ﬂmulzwlwozg

Un peu dhistoire : }ﬂm Wallis, ne le 23 novembre 1616 & ﬁoﬁ%ondj o monb lo 28 ocobre 1703 &

(‘)mgu@ebtmmbﬂmmm%ua

WMQWMWQQM%@QW%&MM%QWI eo%uaegtu,dwut
d‘aﬁmd@@d%éo@oﬁxwﬂwmmm 1640.%wmmmm&bmm%m@mmm

MW%@@QMMW@B@W?W
_?%W%WWMW&MW@Wwﬁm
%W@Wa%@d’aﬁﬁm%@m&/isin"xdx
- Gm&bme%oﬂgmm&mamﬁo?@de@mgw Wﬁmwﬂmdemw WWQWKNM
fdmitﬁb%tmdmmd%mﬁcu@bd/ame
- %WQWWW%MWMMdWmMMW
de Venus de 1639.
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

mmmwwmw&mwumwwo'ebt—é,—d/i)wdunb@'m

Wb‘éduhec%o@c%hmwu@hewmbuwﬁﬁged&»h@aﬂe&wmw.
- &Wd@wd@wa%};

ﬁ

&m%mdemw

Exercice 1 : Soit f: R+ R continue et 1-périodique et F une primitive de f.

A quelle condition F est-elle également 1-périodique ? Généraliser le résultat pour f qui est T-
périodique.

Exercice I& : Soit f:[—1;1] — R continue.

jus

Montrer que / " Fleos(t)) dt = / * f(sin()) dt
0

0

Correction : Comme t s cos(t) est continue sun R & valeuns dans [—1;1], lo gomm t— f(cos(t))

%Lwnmmmuem{ }a@m@%noﬂe%td@%m

Rurntouk t € R sin(t):cos<§—t).®nrmdmwu= §—t,c9\deemhmﬁ@megntdew
do dasse G entre [O;g] ot Dui-mome.

Dioa,
/0 J(cos(t dt:fdu — lo f (COS (g — t)) du = /O f(sin(u)) du.

Exercice [9 : Calculer les intégrales suivantes (a réel donné)

* In(z) 1
1 x2+1d$ (0 <a). / 1+ |z(1 —x)|d.
a 1
2 1
/ (1 + —) arctan(z) dz. / xsin(x
. % v . 1+ cos2

e

|

Correction :
1
@%Pﬂb@t:*etdﬂmI:*QLdI:*?dt
@%O@M:
1 1
¢ Inx oo n “ Int
= - —dt= =1
1 2241 1 12 1 241
a @ 7"'1
t2
Done, I =0.

.@m[\oﬁeu-ioedU——d —udxd;mo@fwjnb
2 1

I:/ (14——2) arctan(x)dx:/

1 €z 2
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

§G
L—
IS
I\_l
&
=
Q
+
Q
=
~
Sl

) = g — arctan(u) :

2
1 T
= A (1 + ?> (5 — arctan(u)> du
2 2
s 1 1
5/1 1—|—$du—/l (1+ﬁ> arctan(u) du
2

3
@M@I:Zﬂ—.

1 0 1
I:/ \/1+\x(1—m)|dx:/ \/1+$($*1)d$+/ Vitz(l—a)de=1 +1,.
—1 —1 0

) 2
Run I, 1+a(z—1)=a?—a+1= (m—l) + <\/§> etcmrowx—%:ﬁsh(t) o done

2 2 2
dx = ?ch (t)dt.

f 3 [~ In(V3) 3 [~n(v3)
11:/ ~—/sh :7/ ch?(t)dt = — (e + e 2t +2)dt
4 In(2—/3) 16 In(2—/3)
_3 721n(\f e2In(2— V3) 1 2In(v3) __ ,—2In(2—/3) _ o _ )
_16(2 ) 2<e e )+2( In(v3) —In(2 — V/3))
3 /171 1 1
=—\|-(z— 32>—7 3——— | —2In(2v3 -3
16 (2<3 ) 2( (2—@2) n(2v3 >>
3 4
=% (_g + = —V3)2+ (24 3)?) - 2In(2V3 - 3))
_1,.3v3 3
2
1\? 1
..GPOU)bIQJ1+$<1*I):*$2+z+1:*<$*§> +(\g5) d‘,o«brm«ax—izgsm(t)e{:d@m
d:c:?cos(t)dt

1 1
arcsm\r 5 5 5 arcsin —z
I, = / V5 ) YV cos(tyar = 2 / cos?(t) di

—arcsin & 2 2 4 —arcsin &
sin = sin =

5 arcsin —= 5 arcsin —z

- f/ (14 cos(2t)) dt — 7/ (1+ cos(2¢)) dt
8 —arcsin% 4 0

oo | Ut

s
1 1 arcsin ﬁ 1
=— (2 arcsin <\/5> +2 [5 sin(?t)} ) aweo o sin(2t) = sin(t)y/1 — sin?(t),

1
Condusion : /1 \/1+|m(1x)|dx—i+3>‘/§Zln(Q\/g?))JriarcsiIl(\}g) +%.
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

. I—/ xsin(x _/0 (m—w)sin(m — u) (— du)
1—|—cos2 1+ cos?(m —u)
:w/ﬂ Smu2 du—/w usinv;L du
A 1+ cos®u A 1+ cos®u
T 2

= —w[arctan(cos u)] —I="—1
0 2

2
@M@I:%.

Exercice 20 : Déterminer les primitives suivantes sur des intervalles a préciser :

/:c2ln|x|dx / lﬂm_ldx
zVz+1

/rxln2xdx [6] /mmdx (u=25)

x x 3
/ x2 a,rCt&Il(.’I}) dx / @;771)3 d.’II ((17 = tan(t))
\ / z+1 /I ; dx (x = l)
. / arctan 3 dx x\/m n
Correction :

S?ngmmxH% 1n'%xmmw]—oo;—l[u}lﬁoo[,@nwwmmero@I
%bu/rvbe%/m,@/r\bd/'mbm}eedwofmmdewueo[—l;l}.

—1 1 2
Somo&vnwvw%mrmoﬂo’wu: z - T = T %t@wmbbwob@mpmb'nwfrwbomeet
z+1 1—uz T
de dasse €1 (en ) sun L
4u

nw%wmglmﬁéﬁfwndemdxzmdu:

/ x—l /“1—u 4u d _/“ 4u? d
Vaorr1d v 02T ) Arada—w "

4u? 4u? au+b c d

(1) (i—w) A+ (1-w(+uw 142 1-utisu

Tm&urdmlet—LmWW%Lc:w;dzl

&m%&a&mmmﬁmgﬁl+u W%U—lw«d@nb%ombranmwﬂeet
vm.axaurwuheo% aubbt a4 = = -2

1 Jz—1 “ 402
Diod /—,/ d :/ S
) Va1 . J (1 +u?)(1—u?) "
_/“ 2 1,1
- 1+u?2 1—u 1+u v

1
=1In (1 t Z) — 2arctan(u)

:ln(x+Vx2—1) —2arctan< H) .

x4+ 1
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

Commentaires : 1 Q@Kmobmamh anail 86 aw programme, lo neoulltat, Fﬂmwj,mw awnaib 86

/'$1 [a—1 7/‘“ 2 | 7/‘“ 2 2
J zVaz+1 xi, (14 u2)(1—u?) uj, Ttaz " 1wz ®

= 2 (argth (u) — arctan(u))
— 9 [ areth z—1 arcte r—1
=2 | arg Vot arctan oo .

22 —8x —1 )
(x+3)(z—1)27
Déterminer I’ensemble de définition 2 de f.

Exercice 21 : Soit f:x

Monter qu’il existe trois réels a, b, c € R tels que

a . b . c
x+3 z—1 (r—1)>2

3 0
En déduire/ f(z)dx et/ f(z)dx
2 —1

Exercice 22 : Calculer les primitives suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

VeeD, f(x)=

[ — [ m
T =
1] P2 —r+1 . ﬂU2_|_3H_1 3:1:2-1-33-1—1
v 1 arctan
2 ——d
/ 2(z2 +1)2 x @/ -/ 922 —6r +1 6x+1
X 1 xn+ /
3 d —V [17] —_—
/ z(z+1)(x +2) v m/ d 2z 4x2+4$+5

o1 x—i—l a3 —2
@ [ g @ /[ et m /[ o
/ 2x+1 du d
1 R ey 1] / m v / md
2w—|—1
IEI/ w3—1 -/ x2+2x+2
z+1
./ 2 — 5x+6d / 3x2—5x—2

Correction :
X3-X2-X+41=X2X-1)-X-1)=X2-1)(X—-1)=(X—1X+1).

dy

e

X° d
. " s : - Eon/me X2 4+bX 4
@m%dwmﬂwmme@ymmﬂm@umr@e@def X3—X2—X+1%td9€o/ aX*+b +X—1+(X—1)2+

Determination de a, b ek c :
Lo dinsision eudlidienne de X5 par XO—X2—X+1 nsonit X> = (X2 4+X+2) (XXX +1)+2X*+X 2.
Onadonca=1b=1e c=2

. (—1)° [y : 2 1° L e
ezzlﬂ?l(w+1)f($):m:*1h@ dzzalgq(éﬂfl)f(x):1+1:§-%x:0
11 9
@oun/n,{bozc—d1+d2+€e)3dm1@,d1=—2—§+12—1.gfrmmﬂanw%
X5 9 1 11 11
=X24+X 42— - -
X2 _X+1 RS ST ¥ S CARS

Lycée Jules Garnier 12 | PTSI - Vinci
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

etdofn,o,Idw%mwglmdmmynwwofﬂw]—oo,—l[,]—1,1[0«»]1,—1—00[,04»@5“11,1

x° 3 22 1 1
S S, 1S R R R . | 1.
/x3—x2—:17+1 S T R Ty B Rl

@n[wbeu:.%‘2d§dofn,odu=2$dx

/ 1 d—/ x d_l/ du _1/(1 1 1 )d
x(x? 4+ 1)2 T 22 (2% 4+ 1)2 ) wu+1)2  2) u u+l  (u+1)2 “

1 1
= 5(1n|u| Inju+ 1|+ ?)

1 22 1
=—(ln——+——).
(nx2+1+x2+1)

. / x—|—2 / /x—|—1 33—|—2)

:§<1n|x|+ln\x+2|)—ln|m+1|+C.
dx 1 1
/ 20 + 1 d /d:z: +/ dx +/dx
——dor = — —.
x(x+1)2 x—1 (x+1)2 x
1
=—Injz+1— —— +Injz|
r+1
IE /2:c+1 _/ dx _/ T du
3 —1 r—1 2+zr+1

1 20+ 1 1 dz
=lnjz—1|-= | ————do+= | ——
2 ) 224x+1 2 ) 224x+1

1 1 dx
(“5) 1
1 1 20+ 1
=Inlz—1—-In(z2+z+1 +arctan(>.
et e V3

./ r+1 __3/dx +4/dx
22 —bx +6 T —2 Tz —3
=-3n|z—2|/+4In|z—3|+C.
— 1
. /x T x:/dx—Q/im dx
2 +ar+1 24+ x+1

2 2¢ + 1
=r—In(z2+z+1 +arctan( )

t x
E / arctan(z dz = 2y/zarctan(z) — 2 f

:172+1

E’Dwnb@mdefumm 5 , on u =z & donec = u? puin, dr = 2u du.
ose i

9 o@hm):/ —/w 2u° du
" 24—1 R
Mocvis,

2u? _1( U B U )
v+l V2 \u2—vV2u+1 w2 +V2u+1
1 ( 2u— 2 2u+ /2 >+

2v/2 —V2u+1 w2+vV2u+1
T 22 1 u? —V2u+ 1 1
du = In + — (arctan(v/2u — 1) 4 arctan(v/2u 4+ 1)) ,
/U4+1 22 <u2+\/§u+1 \/§< ( ) ( )

Lycée Jules Garnier 13 | PTSI - Vinci



feuille dexercices n®9 Primitives et caleuls dintegrates
ek domne,
@ arcta\/;(a:) dz = Qﬁarctan(x)—\% In (%) —V2 (arctan(\/ﬁ— 1) + arctan(v2z + 1)) .

&Wuzm"etdomdu:nx"_ldm,mo@wﬁb

/xn

o= [

1 [ 1
=y == ut du
n u

Mvazx/u+letdmwu:vg—letdu:%dv,ozmo@t{w:

Y/ 1 z T2 141 1—
ut du = 21)dv—2/ udv:%—l—ln v.
u v2 v2 — 1+v
Gfunaﬂe/m;@n,tj
x n+1 n+1
- VT (Y,
x 1+\/x"

Exercice 223 : Déterminer les primitives suivantes, en précisant si nécessaire les intervalles de

validité des calculs :

[1] / cos(2t) et dt.

/ xsinz(t)etdt.

[3] / x? et sin(t) dt.

[4] / sin® (¢) cos®(t) dt

[5] / cost(t) dt

(5] / c0s2003(¢) sin(t) dt

[ conttysintten (tsh 1) .
/ ' ch3(t)dt

) [ st

@ [

ﬂ/ e /I Shl@.

Correction :

in(2 2 2
1 / cos(2t)e tdt = _sin( ) +5 cos(2) e

! / et sin?(t) dt = _QSin@x) 4;805(2@ -5 o

! / z2e® sinzdz = Im </ x2ellti)z da:).

| Tl
/ tan(x / th(z)
/ sin? %
1] x—sm(
14 ——
/ 2+sin2($)
* cos(x)
/ cos(x

)+ sinz)
[16]

cos 33:
) + sin (3z)

costz + sint —l— sinz’

+sh )dx

/
= [
/ ) iin3 t;n( 4
@ |
=@ [

7+tan 7+ tan(z) dz

1
dx
2 + sin(z) + cos(z)

Lycée Jules Garnier
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

On,
z (144)z z (1+4)z (1+i)x T
/ m2€(1+i)zdx:m2€ _ 2 / xe(1+i)a:dx:x2e _ 2 .(xe : _/ e(1+i)a:dx)
1+1i 1+ 1+ 1+ 1+
—§)ell+i)z ) (1+i)z
_ l‘ (1 Z) —|—7:376<1+1)x —i ¢ -
2 141

1 1
= e* (5332(1 — i)(cosx + isinz) +iz(cosz + isinz) — 5(1 + i)(cosz + i sinx)) .

T 2
. x . . 1 .
/ r?e”sinz dr = e® (2(cosx +sinz) —xsinz — 2(cosxsmx)) .

v 1 1
/ sin®(t) cos® (1) dt = o sin®(z) — 77 sin'! (2) sun R

v 1 1 3
/ cost(t)dt = 2 sin(4x) + Z sin(2x) + gL v R.

2003 052004
IE / cos )sin(t) dt = 2004 () sun R

. / cos(t) sin(t)ch (t)sh (t) dt = (sm(2x)ch(2x) —cos(2x)sh(2m))

8] / ch3(¢)dt = sh (¢) + §Sh3(t) ow %sh (3t) + Zsh (t).
IE / cos? 12 (sin(4t) + 8sin(2t) + 12t).
- / sh(t (sh (4t) — 8sh (2t) + 12t).

/1;—;21?; =/;dt:1n|t|:1n‘tan(g)Lm}kﬁ (k + 1)7] anec un I

Wltd&mmameu:cos(x) ou/u:tan<g),
(2] /tan :/Z?j((g dz = In|sin(z)| et/ﬁzln\sh(m)y
(%) _
- /CESTSan( ;/i_z}?ég@v:;lnm-sin@ﬂ_
.;dx: 2 1 dr = ! d(tan(z obmrooamtuftan

2 + sin’(x) o () cos?(z) 2+ 3tan?(z)

+ tan?(x
1 1 1 /3 3 1 3
/ m dz = / 232 du = 3\/garctan(\/;u) = %arctan (\/;tan(x)> .
Y L <) N P Y (.. C) N
Tovons 1= / cos(x) + sin(x) daeb / cos(x) + sin(x) .
= = —J= —sin(z) + cos(z) x = In|cos(z sin(x
‘)O(JMI—FJ_/dw_xetI J_/ cos(z) + sin(x) d In|cos(z) + sin()]

B cos(x) 1 .
1= / cos(z) + sim(@) dx = 5(:1: + In | cos(x) + sin(x)]).

x) + sin(x)
w@«mg%vma/r\l’,u-

cos(x cos(x cos(u+ T) 1 sin u
I= d ——2d :—/(1— )d
/COS( )+Slll /\/icos (x—1%) V2 cosu 473 cosu) -
= %(u+ln|cosu|) = % (;U - = +ln\f(cos(x) +sin(x))|>

= %(a: + In| cos(z) + sin(x)]).
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

cos(3x) _ 4cos’xz —3cos(x) 1 4cos®x —3cos(z) _ 1 (4cos(z) 3
sin(z) +sin(3z)  4sin(z) —4sin®z  4sin(z)(1 —sin?(z)) 4 ( sin(z)  sin(z) COS(@)
cos(zr) 3 1

" sin(z)  2sin(2z)
Ror, suile,

cos(3x) 10l sin(e —én i
/mdx—ll ()] = 5 In | tan(z)].

1
cos? z + sin? & = (cos?(x) + sin?(z))? — 2sin?(x) cos?(x) = 1 — 5 sin?(2z), ef donc

1 1 1
—dz= | ——————dr = | ———du u =2z
/ cost x + sint / 1 — Lsin?(22) / 2 —sin®u (en W )

2

1 1 dv
/1—|—COS2U ‘= /1+ 1402 (on v =tanu)

1+2
/ dv 1 rcta (v) 1 arcta (tan(?x))
= [ ——= = —=arctan | —= | = —= arctan .
e R o) R V3
h(2 h (2 —2
mmw&mwch( ) —sh (z ,ourabbm%e :E—FS Elz)_c (4@‘”%_%
3 —sin(x) 1 . 7 . 27 27
[19] / oo by 4 = 5 In (2~ sin(a)) + g5 In1 + 2sin(a )\+CM[R\{ ¥ [Qﬂ,—?[%]}

omeoumcp\am%e/mynbdemmla%u:sin(m).

v 1 7 1
/ e dz = %x—i—% In [tan(x) + 7|+% In |cos(x)| surn [R\{arctan (=7) + km, g +kr, ke Z}

a/ueouﬁuckam%,ammmbdemgﬂgeuztan(x).

”” 1 B 1+tan (%)
/ 2+sin(m)+cos(m) dxfﬁarctan (\/§> BUR IR\{IWT, kEZ} cvueowrutﬂa/ncdmmutde
uanmmeu:tan(g).

Exercice 24 : Calculer les intégrales suivantes :

b, 1+sin(z) b, 1+sin(z)

Correction :

jus

5 1

&J@W@wd&t_tan( )Mﬂm&@oﬁm@b@@/}mﬁmhﬂhmmw%@dewm&m%

gna&mvmﬂmme%e%t(ﬂuegmwbmdml
t
&Wntt:tan§mmx:arctaniwm%e@%gommufe@wmz
1—¢2 . 2t 2t 2dt
COS(.%') = m, Sln(fl}) = m7 tan(x) = ﬁ) dr = m
?c@m@hm%wﬂutd,nw?ﬁamSin(m),eom/nwxwm,ed,ex:o@x:gaﬂo’wt—tan§uwued,e
t=0a&at=1
1 Yool 24t !
I: 7dx: 2: 3
b, 1 +sin(z) b 1+1+t21—|—t b 1—|—t +2t b 1—|—t
—9 7!
-2~
T+l
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Feuille d exercices n°9 Primitives et caleuls dintégrales

1+ sin(z)
Hons,
I—l—J:/g +/2 sin(z) d:c:/i14_8111(96)d9u‘:/jldac—[96]%:z
b 1 +sin(z) b, 1+sin(z) , 1+sin(z) b 0o 2
@OfﬂbJ:*— :g—l

Exercice 25 : Calculer les primitives ou intégrales suivantes.

z 1 Ty x \/de
1 —_——dz. 7 / S () gin 27 dor. 12 / A avec
/ 1+ V1422 12] Va3 — 13 v

T Jr+1 z 0<z<a.
/ x—ldx' / Va? —z*du. - / arctan(z
x

1—|—x2

/ x3e” dx. @ /‘” e J
—dx.
ver +1 14 /
/ch(t) sin(t) dt. " 4] l—i—x2
x
1 / — _dzx
2 (1—m)3 15 / x—dx
/1 (arccos(z))" de. pour 0<z <1 b V4 —a?
2 x 2 1 1
2] dz. _r 16 / — da.
@ [ #mea m [ et

Correction :

B /a:+1 u? +1 u(—2)
@nWU— b done R Md 71)(31’&.
Som]l,+oo[,mo@ww:

erldx:—2 u27udu
) z—1 (u? —1)2

U 1
=2 2_1—2/u2_1du

2u 1+u
= 21n
—1+ ‘1—u‘
2V 1
—2vV22— 1+ ‘ x+1+1‘

3] ?mbé%nam@wrﬂm~ (23 — 322 + 62 — 6)e”
. gﬂf@ﬁh@bmbpa)urmb\eb % )sin(t) — ch (t) cos(t)).

1
5] Tnie i 2 arccos(z))? dz = 2 + 4.
W@%AMPMPMD%( )2/1 (2)) +
IE ?Www@w:[xﬂn(x)dxziln?—;
@uozm%wmemb de waniable u = sin?(z) (ow d'dbord u = sin(z)); esin” @),

2

@Wdemmﬂ%x:asinu:%arcsing—i—g\/a?—xQ—i—C.
E@an%ym%bdeuma%eu:e‘”:gvew+l(e”—2).

A B z T T
%Wdemma%et—\/l_w.Q\/l_x 2 arctan T2

_ B . 1 . 5
Eﬂa/n?@/m@mt de waniable t = arcsin(z) i(arcsm(m) —zvV1—2a?)4+C.
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fewille d exercices n®9

Primitives et caleuls dintégrales

3
X

- @omxawmembdemmaﬂﬁe : *aerln —.
a

arctan 1 )
- %A/m/tbvu% / T $2 [2 arctan (t)} ) =3

1 T 1
-eﬂuﬁﬁemmmmaﬁgewmw&ah@bmrmw /ng)dx:8+4~

V3 2 9
-%W»tdeuam,m%euarcsm<2);/o \/ﬁdx:;
T+ 2 ! 1 -
-g&ﬂﬂhﬁyﬂ'\ﬁ/ﬁtd@ﬂwﬂ/\ﬂﬁ‘& 73 :/1x2+4x+7dx6\/§.
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