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Devoir de vacances

— pratique et entrainement —

Plimpton 322, tablette d’argile babylonienne (1 800 av. JC)

Cette tablette, vieille de prés de 4 000 ans, donne une liste

de triplets pythagoriciens, c’est-a-dire de triplets (a, b, c) de
nombres entiers vérifiant o + b* = 2.






Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur les notions déja abordées pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer régulierement
lorsque 'on pratique les mathématiques.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

¢ Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiere année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.

Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :

o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

o Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( 0), deux ( ©O), trois ( OOO) ou quatre (@OO®) horloges.

e A la fin de la feuille sont affichées les réponses mélangées : c’est une premiere indication pour savoir si la
réponse que vous avez trouvée est plausible. Je vous donnerai les réponses et les corrigés au milieu de la
derniére semaine des vacances pour que vous ne soyez pas trop tentés.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

iii



Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs a un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que j’ai mis plusieurs exemples
illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme alors n’essayez pas de tout faire tout de suite
mais répartissez votre travail sur la longueur des vacances.

Dans tous les cas, prenez soin de vous.
On se revoit tres vite.

M. PUCCI

Tel : 90 94 50




Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

— Les fractions et le calcul littéral.

001A

Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.

1 1 1
- = ENT
(n+1)2+n+1 - pourn

NG (E)
(a —b)? a—1>b
6(n+1)

c) %ﬁn%) pour n € N* \ {1}, ..o

=177

a)

pour (a,b) € Z?2, distincts deux & deux. ....................o.o...

Calcul 1.2| — Le quotient de deux sommes de Gauss.

TLZ

2. k (p+1)
Simplifier k=0 pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+---+p = % .....

Sk

k=0

salcul 1.3 — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie dé

cimale. ()

, b
Soit k € R\ {1} et z € R\ {2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + ¥ aveca et b entiers et X € R.

29 k 3z —1
a) — ... b) —— ... c) ——5 -

— Un produit de fractions.

: 1 1
Soit t € R\ {—1}. On donne A = T+ (1102

et B=(1+*)(1+1)%

Simplifier AB autant que possible. ....... .. .

Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel x.
) T 2 2 ) z2 n x> 222
a — — e c —
r—1 x+1 22-1 22—z 23422 2}z
2 1 8 1 x+2 2
b -t d - +—-+——"7 .....
) T+2 x—2+x2—4 ) m+x2—4+x2—2x

» [Réponses et corrigés page |23|

Fiche n° 1. Fractions
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Fiche de calcul n°2 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

o

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

a) (x—l)z(x+1)(x2+x+1) c) <x2+\/§x+1)<1—\/§x+x2>

b) (®+z+1)(z®—z+1) ....... d) (:v2+x+1)2 ..................
Factoriser
alcul 2.2| — Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (x4+y)2—2% ... d) zy—z—y+1 ...
b) 2+ 6xy + 9y? — 16922 ........ e) i +afy+20t+2y+aty ..
©) wyt+zHy+l . ) y*(a® +b?) + 162* (—a® — b%) ..
Calcul 2.3] — On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

» [Réponses et corrigés page |25|

2 Fiche n° 2. Calcul littéral



Fiche de calcul n°3 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

Calculs de sommes simples

[
Calculer les sommes et les produits suivants, ot p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
n—1 n
a) Y 3% ) I3
k=2 k=1
n n
b) Y o2RsrTh e) [[ovEkxk ..ol
k=0 k=1
10
1 2 n
) S I k-
k=—10

Avec des changements d’indice

salcul 3.2 (]

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) antlfk avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
b - | = )
) ,;k R avec j =n +

c) Zka AVEC J =k — L. ot

k=1

n+2
d) Z(k‘f 2)% AVEC J =k — 2

k=3

Sommes et produits télescopiques

— Sommes télescopiques. [
Calculer les sommes et produits suivants.

n+2 n ,ZC

3 -_ 3 ................

a) Y (k+1)°—k ... ¢) I

k=2 k=1

n 1 n
b In(1+=) ..ot d kxkl .o
) Yn(i+g) s
k=1 k=1

Fiche n° 3. Sommes et produits 3



k=1
ok +1
f) kl;[l%_g ..................

A Paide d’une décomposition en éléments simples

Calcul 3.4

Calculer les sommes suivantes.

2)

Sommation par paquets

Calcul 3.5

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 3.6

Calculer les sommes doubles suivantes.

a) Y (i+J) .

1<i<jgsn

b)Y (i+4)?

1<i<j<n

=
Il
o

(k+2)(k+3)

> @) ..

1<i,j<n

Z max (3, j)

1<i,j<n

» |[Réponses et corrigés page [26|

Fiche n°® 3. Sommes et produits



Prérequis

Fiche de calcul n°4

Coefficients binomiaux

Factorielle. Coefficients binomiaux. Formule du bindéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 4.1 — Pour s’échauffer — bis.

018A

o

Simplifier les expressions suivantes a l’aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a l'aide
de puissances. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.

a) 2x4x---x(2n) .......

b) 3x5x---x(2n+1) ...

Autour du bindome de Newton

d) —H—
AN
1 n
e) i o s RREREELERE
(n+1)!  nl!

22(n+1) ~ 92n

Calculer les sommes ci-dessous a ’aide de la formule du binéme de Newton.

Calcul 4.3

En utilisant la fonction x — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer

) Zn: 2%%(2) ..........

k=0

d) Z ok+2 (Z) % g2n—k+1
k=0

c) Zn: <Z> XKk .

k=0

d) i (Z)inl .......

k=0

» |[Réponses et corrigés page [30|

Fiche n° 4. Coefficients binomiaux
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Fiche de calcul n°5 004A

Racines carrées

Prérequis

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Jalcul 5.1] — Définition de la racine carrée.

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent I’étre (et en prenant a ne pas se

tromper sur les signes).

Avec la méthode de la quantité conjuguée

Calculs variés

calcul 5.2| — Avec une variable.

On consideére la fonction f qui a x > 1 associe f(x) = vz — 1.

Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.

a) fla+2) -~ f(z)
f(x+2)+f(x) ..................
f'(z)

b L8

calcul 5.3 — Mettre au carré.

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

— Méli-mélo.

Donner une écriture simplifiée des réels suivants.

35
Sp R

54+2V6  5-2V6

\/§+\/§+\/§_\/§ .............
1

00
) F(@) FAF(E) e
) L
LY
b) \/3—2\/§+ \/3+2\/§ ..............
000

» |Réponses et corrigés page |32

Fiche n°5. Racines carrées



Fiche de calcul n°6 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 6.1] — Fonctions circulaires réciproques. (]

Calculer les valeurs suivantes.
VA

arcsin( %=

M ................ b) arctan <\/§> ...............

ﬁ) 3

arccos (7

2)

Calcul 6.2 — Valeurs des fonctions hyperboliques. (]

Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour « € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).

a) ch(0) ... c) ch(In(2/3)) ...t

Résolution d’équations

salcul 6.3 — Fonctions z — a”. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

Q) 2T AT =

D) 167 — 3 X AT £ 2= 0 Lo

I i A B |

Calcul 6.4] — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.
a) arcsin(x) = g ........... c) arcsin(sin(x)) = g ......
b) cos(arccos(z)) =0 ....... d) tan(arctan(z))=1 ......
Calcul 6.5 — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue = € R.

On rappelle que, pour € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(z).

Fiche n° 6. Manipulation des fonctions usuelles 7



1 1
b) th(z)== ..., d) th(z) << oo
3 2
Dérivation
Calcul 6.6] — Quelques calculs de dérivées. (]
Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).
a) v+ 242 ... e) x> arctan(th(z)) ..
b) z+—a” ... f) xr+—sh(ch(z)) ......
c) xT+—> arcsin(z) ) x> arcsin(x)+arccos(x)
arccos(z) &
9 1
d) z+— arcsin(z®) ..... h) x +—— arctan(z)+arctan| —
x

» |[Réponses et corrigés page [33)

8 Fiche n° 6. Manipulation des fonctions usuelles



Fiche de calcul n°7 005A

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 7.1 — Cubique. (]

Soit a un nombre réel tel que a® —a? +1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® + ya + z ol x, ¥y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)% ....... c) a? ...
1 1
5_ 6 L1

b) a°—a’ ........ d) . + o BRRRRERRE

Expressions symétriques

Calcul 7.2 — Inverse. (]
1
Soit & un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
x
1 1 1
2 3 4
— Trois variables. 000

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=r+y+z, b=xy+yz+ zx et Cc=xYz.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, c uniquement.

» |[Réponses et corrigés page [36|

Fiche n° 7. Expressions algébriques 9



Fiche de calcul n°8 008A

Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Opérations et fonctions composées

salcul 8.1 00

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

a) = €R*et f(x) :x%in(i). .....................................

b) xe]—3,3[etf(x):\/%. ..................................
¢) €]l +ool et f(x) =In zi) ..............................
d) z€]0,x] et f(x):ln(Sizx). ...................................
o) xeR\B,—2etf(x):3ix+2ix. ...........................

f) z€]—1,+oo[et fz)=a® —In(z+1) oo,

g) x€]1,+oo[etf(x):ln(;vQJr:z:fQ)—aj e

h) ze€]—1,+00] et f(a:):xi—&—x—ﬂn(x—kl). .................

+1
i) xe€l0,e[Ule,+o0ol et f(z) = Higg ..........................

» |[Réponses et corrigés page [37]

10 Fiche n° 8. Dérivation



Prérequis

Fiche de calcul n°9

Nombres complexes

Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Calcul 9.1] — Ecriture algébrique.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

— Forme exponentielle.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.

) 2 —3i
€) pogg e
d) e 5 ...

¢) —5+5iv3
d) €5 +e'% ...,

015A

» [Réponses et corrigés page |39

Fiche n®9. Nombres complexes
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Fiche de calcul n°10 016A

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisations

Calcul 10.1 ()

Linéariser :

a) cos?(2x)sin?(z) ... b) cos(3x)sin®(2x) ...

Arc-moitié, arc-moyen

Calcul 10.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel’ avecr >0et § e R) :

. 1+ ¢S
a) l4+e's ... ) R

1 —el1z

b) e i —1 ... e) e +elT
¢) 14ie's ... f) e —elz ..
Factorisations
00
Factoriser :
a) cos(z)+cos(3z) ..... ¢) sin(z)+sin(2x)+sin(3x)

b) sin(bz) —sin(3z) .....

» [Réponses et corrigés page [40|
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Fiche de calcul n°11 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction & intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

(U
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
3 2
Q) m e e) tan“t....... ...l
) (t+2)3 ) tan
t 3
D) e f) tan®t......ooiii
V1—12
In® ¢ L
c) SreRLRTTERPRELRRERPRRRRRES cos?(t)vtan
1 1
d) —— h) e IO
124/t V1 —t2Arcsin(t)
Calcul 11.2| — Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
1 1
a) sin®t............ C) ———— €) ———
sint cost sin(4t)
sin (2t 1
b) #g ....... d) .27 ...
1+ sin®t sin®(t) cos?(t)
— Fractions rationnelles. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes apreés quelques manipulations algébriques simples.
2+t+1 3 +1 t—1
a) ——5—— e d) —— . 8) g
t t+1 t? 41
2 +1 t—1 t
b) S €) —— h) ———.........
t t+1 (t+1)2
115 t3
C) — = i
) Top 0 g

» |Réponses et corrigés page |42

Fiche n°11. Primitives
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Fiche de calcul n°12 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que f(x)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repére lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

Calcul 12.1 00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) /7d33 ........ c) /Sxdx ...... e) / sinzdz ....
1 0 -2
-3 8 1

) / 5de ... d) / |- 2da .. ) / el d ...
7 2 —2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dxz = F(b) — F(a), que l'on note {F(w)} .

a

— Fonctions usuelles. 00

Calculer les intégrales suivantes.

= —2
2 2

b) d—f ............................ i) / max(1,e*)dz ...
1 T —1

c) /1100 =S do ..o i) /0’5 cos(2z)sin(z)dz .......... ...

2 ks
d) / e¥dx . k) /4|cosxsinx|dz ................

jusy
3

-1 i
f v 1 d ’
T o ©
) o Br 1 m) /0 10°dz ..o

» |[Réponses et corrigés page [44]

14 Fiche n° 12. Calcul d’intégrales



Fiche de calcul n°13 011A

Intégration par parties

Prérequis
Primitives, dérivées, intégration par parties.

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

000

Calculer :

1 1
a) / (2t +3)sh(2t)dt ............ d) /2 arcsintdt ............ ...
0 0

In2 1
b) / t28dt e) /\/1+tln(1+t)dt ..........
1 0

™

1 s
c) /1n(1+t2)dt ................ f) /4ttan2tdt ..................
0 0

Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul de primitives. 000

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

arccos(z)

a) rr—In“x ... c) xr— e

» [Réponses et corrigés page |46|

Fiche n° 13. Intégration par parties 15



Fiche de calcul n° 14 012A

Changements de variable

Prérequis
Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 14.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
S|
a ——dt AVEC U = VE o et
) /1 t+vt

4
1
b L w
) /2 Vi 2

2
1 1
C 7dt AVEC U T = it ittt ittt ettt e et e e
) /\/it\/ﬂ 1 t

2

¢ Int

d) / n72dt AVEC U = INT oottt
e t+tln“t

Calculs de primitives par changement de variable

00

Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.

™ cosz + sinx
a) xG]O,f[%ﬁ avec U =tanT ...
2 sin x cos® x
. 1
b) zeR} — avecu=+ve* —1 ...
xr
e —1
1

» [Réponses et corrigés page [43|
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Classiques

Fiche de calcul n° 15 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trinéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

— Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. (]
a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t +27 ...
b) Trouver deux réels A et B tels que
1 A B
tout t € R\ {1,2 it S
pour tout t € R\ {1,2}, on ai TS t—1+t—2
! 2
c) Calculer / At
3 (E—1)(-2)
alcul 15.2 00
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 3
4 2
——dt . b dt ...
2) /Ot2—4 ) _/2t2—t
00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

/21+t+t2
a) -
1

1+¢

Synthese

salcul 15.4] — Mise sous forme canonique.

1
b) /5 1+ 2t + 3t2
1 4t +5

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

1
¢) V22l + —z++2

Fiche n° 15. Intégration des fractions rationnelles 17



Calculer les intégrales suivantes.

1 1
2) /7dt .................................
o 1+2t+1¢2

0 1
b) ledt ..................................

d /Z ! dt
) 0 m ................................

1
1
e) Calculer / ——dt
o 1413

» [Réponses et corrigés page |50|
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Fiche de calcul n°16 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis
Polynémes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 16.1] — Uniquement des poéles simples. (]

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4—-2
Y XXX +2)

b) X342
XXX+
X2
C) oo e
(X —m)(X +7)
Calcul 16.2 [
Meéme exercice.
) X+1
a) e ...
(X +2)(X +e)
b) X2+ X +1
(X —i) (X +49)(X—-1) 7
0 X242
X \/i)(X n \/3) .......
Calcul 16.3| — Avec des pdles multiples. 00

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X +1
2) (X —1)2(X —2)(X —3)

2+ X2
) (X +1)X2(X —1)2
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Calcul 16.4 — A vous de factoriser. 000
Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.
) X-3
A) e e
X4 -1
b) 2X3 +1
XT_ax2iax
Calcul d’intégrales de fractions rationnelles
— Poles simples ou multiples. 000

Calculer les intégrales suivantes

a) /1/2 de
Zipp (@ =(x4+1)

X

1
b) /0 (z+D(z+2)(z—2) dz

d) /1 2z + 1)(x + 2)?

/2 4
- dq
°) /0 47 4 1
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Réponses
1 . 1.5 a) x
) ) = Q)
&) n(n + 1)2 2) "5 z+1
1
ab B -2 PO
1Ab) e - 1.3b) e I+ ) p—
2z
3 5 15C) i,
1.1cC) i 3" L3c) i 3+$_2 c) z+1
2
- W n 1 LEd) g
2 T T —
Corrigés
1.1 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :
1 n 11 n +n(n+1) _ (n+1)? n+nn+1)—(n+1)°
m+1)2 n+1 n nn+1)2 nn+1)2 nn+1)2 n(n +1)2
_n4n’+n—(nP+2n+1) -1
N n(n + 1)2  n(n+1)2°

1.1 b) On rappelle la formule : a® — b*> = (a — b) (ab +a® + b2). Cela donne :

@ - (a+b)? (a—b)(ab+a®+b°) (a+b)> ab+a®+b> a’+2ab+b  ab

(a—b2  a—b (a —b)? a—>b a—1b a—>b a—b

1.1¢) Pour n € N*\ {1}, on a:

6(n+1)
n(n—1)2n—-2) 6(n+1) n’(n—1)?%  6(n+1) y n(n—1) §n
2n +2 " n(n—1)(2n —2) 2n+2  2n—1) " 2(n+1) 2
n2(n — 1)2
...................................................... nz
n k 777’2(”24_1) 20,2 2 3
1.2 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —l—l):n tn
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n4+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x6+5 5
1.3 t b e N
a) On trouve 5 5 +6
k—1+1 1
1.3 b) Ontrouvek_l— o1 - +ﬁ'
~1 3z-2)+5 5
1.3 ¢) On trouve — = po 73+x—2
1.4 Pourt e R\ {—1},on a:
U S S ¢ o) S G SN o kil U 0 2t
T4t (1412 1+ +0)2 I+ (1482 1+)(1+0)2 (1 +2)(1+1)2

2t

DOIIC7 AB = (MW

) x (L+12)(1+1)* =2t.
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1.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
x

rz+1)—2(x—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ " oz
(z—1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—1) (z+D(xz—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+8 1
1.5b M thode : — = = =
) e S e —2 24 (2+2@-2)  (@+2)(z-2) z+2)(z-2) z-2
1.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 222 T T 2z zx+1+x—-1) 2x 2% — 2z 2x

x27x+x3+x2_x3fx_mfl t+1 22-1 (z—1D(xz+1) (:c+1)(:r71)_(x+1)(x71):ﬂc+1

1 =42 2 1 T +2 2 1 1 2 T—2+x 2 2
1.5d) - S _1 _ _
) :r+1:2—4+:r2—2x 3:+(1:+2)(:r—2)+z(3:—2) :I:+$—2+CC(1’—2) z(x — 2) +
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2.2d) (x—1)(y—1)
2.2 0) e (@ +y)(x +1)?]
2.2f) .. (a® + %) (y — 42%) (y + 42°)
2.38). i (z—1)(z+1)(2*+1)
2.3D) i —8(2% +1)(z — 4)(z + 4)
2.3C) . i (2 +z+1)(a® —2+1)
2.3d). i (a® + %) (* + d?)
)2 —1) =a® —a® — 2+ 1.

On calcule z° 4 6xy 4+ 9y° — 1692° = (z + 3y)°* — (13z)* = (142 + 3y)(—12z + 3y) = 3(14z + 3y)(—4z + y).

. ['e) . rd
Réponses
2.108) i ‘x5—x3—x2+1‘
2.1b) R |
S S
2.1 d) i |14 22 + 3% + 20° + 2|
2.28) ‘(:c+y—z)(z+y—|—z)‘
2.2B) e [3(142 + 3y) (—42 + y)|
2.2C) (x+1)(y+1)
Corrigés
2.1 a) On calcule : (z — 1)*(z + 1)(302 + x4+ 1) = (
2.2 b)
2.2 ¢)
2.3 a) On calcule z* — 1 = (x2 — 1) (m2 + 1) =(xz-1
2.3 b)
2.3 ¢) On calcule z* + 2> +1=2" +22° +1 —2° =

(m2 + 1) — 2t = (ac2 +x+ 1) (ac2 —x+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, 2> + x +1 =0 et 2> — 2 + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

Remarque :

(ac+bd)® + (ad — be)® = a*® + b°d* + o®d* + b* = (a2 + b2) (02 + d2).

produit de deux nombres complexes !

signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
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IFiche n° 3. Sommes et produits|

Réponses
9 an— n?(n + 1)2 1
31la)............. (3% -1 34a)........ -
a) 5( )| 3.2d)... 1 a) i
5n+1 _ 2n+1 3.3 a) (n + 3)3 . 23 1 1
.................. 34Db) ... | o —
3.1b) 3 ) 2 n+3
3.3b) i In(n + 1)
3.1¢) n+1 35a). i, 2n% +n
de)oooon o 550 1
............. — 3 1
n(ntl) (n+1)! 35Db) i n@n+1)
31d)... 2 2
33d)............. (n+1)!—1
3l€) .. 5" (nl)? 3.6 ) n(n® - 1)
83.3€) i n 1] T 2
B1f) i [0]
B3 6) i 3.6 D) ... | Mnt DT+ 130 +4)
n(n+1) ’ o 12
3.2a). i — 1
B33g) i [ n(n+1)
n R Sh— |
3.2b) [0] 8.6c) oo g ()
1 3.3 h ntl
n n
32C) ....... ‘n? +2(1_2 ) . ) ................... m 36d) n(n+1)(4n_1)
....... 5
Corrigés
n-l 1_3n-1-2+41 ¢
3.1a) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a Z 3k =3° T3 = 5(3n_2 1)
k=2
3.1b) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :
bk Ntk g (2) g L (B 1= ()" s
ookt =5ty oksE =5 Z(g) _5 ) 5 o .
k=0 k=0 k=0 5
3.1c¢) On utilise la formule suivante : % + 32 4+ % = % k=" + 1.
n n n P 2n
. K 1 2 1 < k) n(nt1)
3.1d)  On utilise la formule suivante : H 3F=3"x3"x...x3" =3t =g3\s=1 /=
k=1
3.1¢) On factorise et on utilise que vk = k? :ona
3
n n n 2
3 3
[[5vExk=5"]]k> _5"<Hk> =5"(n!)2
k=1 k=1 k=1
3.1 1) Un produit est nul si I'un des termes est nul.
3.2 a) Avec ce changement ou renversement, on a k = n 4+ 1 — j, les bornes varient alors de n a 1, on les remet dans
- _ - _n(n+1)
le bon ordre. Ona;n—&—l—k—zlj ==
= j=
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3.2 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a

k=mn+41— 7, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

1 w 1 1 &1
PIF D B e D D) DE>
k=1 k=1 k=1 j=1

n
3.2 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S,, = Z k2"
k=1

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sn= Y G+ =YY =2 a2y Y
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0

1—2"
> =28, —n2"t —2(1-2")

+2

=9 [iﬂj —n2"
j=1

n+2 n 2
3 _ 3_n(n+1)
32d) Ona) (k-2°=) j°= T
k=3 j=1
3.3 a) On reconnait une somme télescopique :
n+2
Z(k+1)3—k3 =322 4 P4 43— (n+2)°=n+3)°—2°
k=2

3.3 ¢) En écrivant k=k+1—1,on a:

z”: k z":[k+1—1]"{k+1 1 }"{1 1 }1 1
1 T 1 1 B | 1
k4D | kD | | GED RED &K kD) (n+1)!
3.3d) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
D kxkl =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)! =kl = (n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1

T2%+1 3 5 7 2n—1)4+1 _ 2n+1
H :7XTX§X"'X

X
Hokr—3" -1 2n—1)—3 " 2n—3
2n—1)+1
_ 2 1)+ ><2n1+1:7(2n72+1)(2n+1):7(2n71)(2n+1):174n2.
- 1 k=1 12 -1 1
3.3 g) Enmettantaumémedénominateur:g(l—k):g(kk)_2><3>< nn =
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3.3 h) Il faut remarquer I’identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

[ ) - T1(5) -T2 - (1) (1)

k=2 k=2 k=2 k=2
1 2 n—l) (3 4 n+1) 1 n+1 n+1
=(zx=x X X=X =X-+X ==X = .
2 3 n 2 3 n n 2 2n
3.4 a) D’apres la décomposition en éléments simples, on a L a+ b En réduisant au méme déno
. T 1 11101 en 1Men 11m , on = - . n redulsan u mennl nomi-
P P P kk+1) &k k+1

nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

D’ou 1 1.t _ L en reconnaissant une somme télescopique
Zﬁ k(k+1) 2k k+1 = ntl pique.
s , . 12 . 1 a b .
3.4 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a + En réduisant au méme

(k+2)(k+3) k+2 k+3
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

1

1
D’ou Z CE™) k 73 Z i =5~ el en reconnaissant une somme télescopique.

2n

e S D SR LD ST o
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n

k pair k impair k pair k impair

n n—1

Z(Zp)272(2p+1) —Z4p fz 4p2+4p+1)

p=0 p=0
n n—1 n—1 — ( 1)
_ 2 2 _ _ 42 nn— 9.2
74213 4Zp 4Zp 217471 4= —n=2n"+n.
p=0 p=0 p=0 p=0

=4n?2

3.5 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n

2n n
Zmin(k, n) = Zmin(k,n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1

2n

_ E _n(n+1) ~ _n(n+1) 2 n(3n+1)
,;k+k21n772 +n[2n (n+1)+1]772 +n =G

3.6 a) Il faut faire attention & l'inégalité stricte :

n j—1 n

1<;<nl+] ;;Z“ ;(Z”ZJ) ;{jgl)ﬂ'un
S =3(Se - 5r) =3 (S) o (S) o

3[nn+1)2n+1) nm+1)| 3nnh+1)2n+1-3) nn+1n-1) nm’>-1)
6 2 B 3% 2x2 B 2 2
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3.6 b) On développe d’abord puis on choisit ’ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

SooGH)t= Y @EH2j+)= > 42 > i+ 5

1<i<isn 1<isysn 1<isgsn 1<isgsn 1<i<isn
n J n J n n n J n J
() e (L) o (B) - (v ) e () e ()
i=1 \ j=i =1 \i=1 j=1 \i=1 = = j— i=1 = i=1

—i¢2(ni+1)+22jj(j;1)+ij Z (n+1) -4 +2;] i )JFM
(n+1 Z ZZ+ZJ +Z L ”+1)

_ (n+2)n(n+ 1)6(2n+1) L (n4—|— 1)?
~ n(n+1)(7Tn® + 13n + 4)
N 12 '

Z In(i/) = Z JIn(7) (Z]) (Zln )-Tl(rgmln(Hi)—n(n;l)ln(n!).

3.6 d) On fait une sommation par paquets
Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max (i, j)
1<4,5<n 1<i<j<n 1<j<isn 1<j=i<n
Y e Y ey
1<i<i<n 1<j<i<n i=1
n j—1 TZ+
=2 Z Z + ————= par symétrie
Jj=2 i=1

—ZZJ]—I 7—22‘]]—1 ;_1)

{n(n +1)(@2n+1) n(m+1)

n(n+1)
5 =

(]

+
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Réponses
dla)...... 410 ( il)' 4.2d) ... 12 x 15"
n
41b) (2n +1)! 4.32) . i
............... 5n % ol x (n—3) —
( )( ; 4.1 f€) ... S2n+2 43Db) n2
nn—1)(n—2
41c¢) oo | ——2 o 430) n-2
©) 6 4.2a) 43¢) nin+1)2
414) k41 4.2b) [0] 4.3 d) 2ntl — 1
A A) o 2 n+1
nokl 420
Corrigés
4.1 a) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 X 4 X 6 X --- X (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2Xx4Xx6x--x(2n)=2"x(1x2x3x---xn)=2" xnl

4.1 b) On multiplie le produit 3 x5 x 7 X --- X (2n+ 1) par le produit 2 x4 X 6 X - - - X (2n) de la question précédente.

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)

Donc, on a
(2n+ 1)! _ (@2n+1)!

T 2x4dx6x---x(2n)  2nxnl

PP n! nax(n-1)xn-2)x(n-3)! nn-1)(n-2)
4.1 c) Par définition, (3) 3% (n —3)! 3% (n—3)] = 5
4.1d)  On calcule
@ _ mewm (k+ 1! x (n— (k+1)!

= ' = X
(1) oroGogEon KX (= k) n!
_k+D)xKEx(n—k-1)! k41
Tk x(n—k)xn—-k-1! n-k
n n+1 . n_ (n+1l)-n 1
nl (n+D! (n+D)xnl (n+1)! (n+1)! (n+ 1)V

4.1 f) On réduit au méme dénominateur

(n+1)! n! (n+1)! 22 xn! (m+1)—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(nt1)  92n 92n+2 92 y 92n 22n+2 - 22n+2 - 22n+2
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k=0

Z ok+2 <Z> % 32n7k+1 _ Z 92 s 9k « <Z> % 3n+1 % 3n7k

k=0 k=0

=4x3m Xy (2)2’“ x 3"k
k=0
=4 x 3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

4.3 a) On développe (1+z)" = Z (

k=0

n

k) 2", On évalue en z = 1 pour obtenir (1 +1)" = <n>
k=0

4.3 b) On dérive par rapport & z la relation (1 + z)" = <n> z*.

On obtient n(1 + )" = Z (Z) X kx a7t

k=1
On évalue en = 1 pour obtenir n(1 +1)"""' = 2 (Z) x k. Ainsi, kz_; (Z) X k= ; (Z) x k=mn2"""

4.3 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (14 z)" = Z <n> .

k
k=0
On obtient n(n —1)(14z)" % = (Z) X kx (k—1)xz" 2.
k=2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(14+1)""? = Z (Z) x kx (k—1). Ainsi, Z (Z) xkx(k—1) =n(n—1)2"">.
k=2 k=2
NS, n _ n 1y — n 2 n
Or, par linéarité, onaz (k) xkx(k—1)= <k> x kx (k—1) Z (k) x k Z (k) x k. Donc,
k=2 k=0 k=0 k=0
n 2 _ n _ _ n—2 n—1 __ n—2
> (k)xk = (k)xkx(k D+Y <k>><lc—n(n 1)2" 2 4+ n2 n(n +1)2
k=0 k=2 k=0
4.3 d) On intégre entre 0 et x la relation (1+z)" = Z (Z) 2*. On obtient
k=0
1 — (n 1
1 n+1 _ k41
n—l—l( +2) n+1 ;;(k)xkz—i—l

On évalue en x = 1 pour obtenir
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Réponses
Sla) oo 5.2¢) z(z —2) 5.4D) i 22
(z—1Dvx—1
5.1Db) .. |3 — al 5.4.0) V2+2-6
52d)..coiii, —4(z —1)? B 4
5.2a). ... x—va2—1
1 1 5.3 a) ...................... 5.4 d) """""""""
5.2Db) ...t =
2= 1] BB h) 22| Bde) 1++2
5.4a). i —1145V5| B4 In(1+ v2)
Corrigés
5.1 b) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3—asia <3 eta—3sia>3.
52) ...... L ..... lld ........ f ”()71 ....... 1 ........ d’ ........................................................................................
c e calcul donne f"(z) = 1@o1)e ol
" 1 1 2 m(m—Z)
4 =Vr—1-— = -1)"-1)=
f@) + 477 (@) * (z -1z -1 (mfl)\/xfl((x ) ) (z—1Dvx—1

(\/3+f—\/3—\/3)2:3+\/5—2\/3+\/5 3—-vV5+3-V5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—4=2.

De plus, \/3+\[—\/3—\/5>0,d0nc \/3—}—[—\/3—\/5:\@.

‘—; Ona:
S O1+V2ZHVE ’

1 1-(V2+v3) _1-(V2+VB) veeB-a

ATV E) (1 (VB (- (VB VD)) 1= (Vaiva) | d+2ve

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

Ao (V2HVEB-D(4-2V6)  4v2-4v8+4v3-6v2-4+2V6 _2v24+4-2V6 _ v2+2-6

(4+2V6)(4-2v6) 16 — 24 8 4
Ainsi, on a L = V24246 : ce qu’on cherchait.
1+vV2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-V3 _1+v2-Vv3 V24216
1+v2+v3  (1+V2+V3)(1+v2-V3) 2v2 4
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IFiche n° 6. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
6.1a)..........iiL. 2 _
2) m(Y5) | esd)......... }—oo,lln(?))]
6.1 b) z 6.3 C) .............. 1H(3) 2
Ab) G " 5o ’len(Q)xszer‘
6.28) i [1] DR
T 6AD) o, [0] 66b)....... |2 = (In(z) + 1)a" |
6.2b)...... =
) 3 6.4 0) {5 +2km, kez} 6.6¢)... |rm - .
s ) 3 . . U{Qf ok ke Z} V1 — x? arccos(z)
1 ) -— 1
12 6.4 d) ....................... 6.6 d) ~~~~~~~~~ X +— 2xﬂ
3
6.2d)....i E 6.5 a) ‘ {In(v/5 = 2); In(v/5 + 2)} ‘ T thQ(x)
e 651 11 . 6.6¢e)......... T = th2(x)
6.3 ) ln( 5 ) D D) B n
BB ) 6.6f)...... | @ > sh(z)ch(ch(2))
6.5 ¢) .. | [~ In(4+VI5). (44 V5] |
6.6¢g)................... z+— 0
6.3b). ... {O; 1} )
2 6.6Nh)................... z+0
Corrigés
arcsin V3 s
6.1 a) On calcule : M =32 =2
arccos(?) 6

en(3) _ o~ In(3) 31 8
6.2b)  On calcule : sh(In(3)) = = 3= % =

) e1n(2) — e In(2) 92— % %
6.2 d) On sait que th(In(2)) = @ T o m® 24 I = g =

6.3 a) Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—1++v1 V17T -1 . V17T -1
1416 = 17, d’ou deux racines, 77 Seule la racine 72 est positive, donc 2° +4° =4 & 2% = 72 =
Vi7T-1
zIn(2) = In virT-1 P — M
N 2 T In(2)

6.3 b) Soit € R. Notons X = 4", Alors 16" —3x 4" +2=0 X’ -3X+2=0 (X - 1)(X -2) =0 4" =

6.3 c) Soit « € R. Posons X = 3”.
Alors on a 'équivalence 3* 4+3** —1 =0 < X%+ X — 1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+ 4 = 5, donc les deux
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—-1+5 VvVE—1

5—-1
solutions de I’équation sont . La seule solution positive est CE donc 3*+3** —-1=0& 3" = f2 &
—1
xln(3)—ln(\/g )
2
6.4 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = = et, par stricte croissance de arcsin, 'unique solution est 1.
6.4 b) Soit & € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = T4 kw, k € Z. Mais comme arccos est a valeurs

arcsin(sin(z)) = = & sin(z) =sin - = 5 STE {g +2km, k€ Z} U {2?7r + 2km, k € Z}
6.4 d) Soit z € R. Alors tan(arctan(z)) = 1 < arctan(z) = g +km, k€eZ s x=1.
6.5 a) Soit € R. On pose X = e”. Alors on a les équivalences (comme e* > 0)

hx)=vEe T e te e X+t oEe X 11=2v5X o X2 —2V/EX +1=0.
2 X

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 —4 = 16, donc les deux solutions de ’équation
2v/5+4
ont \[T = /5 £ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc ’équivalence ch(z) = Ve =vVh+2ex=

In(v/5 & 2). Ainsi, les deux solutions sont {In(v/5 — 2); In(v/5 + 2)}

r T X_L
6.5 b) SoithR.OnposeX:ez.Alorsth(x)z%@%zé@XJr;:%<:>X271:%(X2+1)<:>
2 4 1
3X2—§:O<:>X2:2<:>X::I:\/§. Ainsi, la seule solution positive étant V2, th(z) < e* = 2<:>m:§ln(2)
. T X_‘—% 2 2
6.5 ¢) Soit x € R. On pose X = €*. Alors ch(z) < 4 & 5 <4 X°4+1<8X & X°—-8X+1<K0.

8 + 215
Ce polynéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines — = 4 + +/15. Les deux racines sont

positives, donc ch(z) < 4 & 4 — V15e” < 4+ V15 & In(4 — V15) < =z < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 _ 4++15 — 44 V15
4—V15  (5-/15)(4+ V15)

X -1
th(x)<l<:> £ <
2 X+ 1L

2
X1 _1
XZ+1 2

1
2
X241

— X?-1< «— X?-3<0

= X? <3 <=e"" <3<z < =In(3).

6.6 a) On n’oublie pas que 2° = "), Donc la dérivée de z — 27 est z > In(2).2.

6.6 b)  On écrit que z” = ¢”™™) Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ™).
6 6 C) ...... On deme un . quoment ennOtant f 1 a fonctlon etbl x 6] _ . 17 1[7 ..........................................................
o \/11_? arccos(z) + \/11_7 arcsin(z) -
z) = arccos(z)2 - 2v/1 — 22 arccos(x)2?
34
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1
6.6 d On dérive une composée x +—> 20 ———.
) P N

6.6 ¢) 1l s’agit de dériver th :

h(x)ch(x) — sh(z)sh(z)  ch(z)? — sh(z)? sh(z)? 2
th/ _ C — =1 =1—th .
(z) ch(z)? ch(z)? ch(z)? ()
La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.
6.6 g) La fonction est dérivable sur | — 1, 1[ et sa dérivée est = — — ! =
Vi—z2 J1-—22

. - * P 1 -1 1 1 1

6.6 h) La fonction est dérivable sur R™ et sa dérivée est x +— — = =0
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I[F'iche n° 7. Expressions algébriques|

Réponses
7la)........... 7a* +12a + 7 T.2a) i a® 42 73Db) . a® — 3ab+ 3¢
TADb) a®—1 7.2b) a®+3a|  T3c).
7.3d) . oo ac
71C) i, 4a* —a—3 T.2C) i, a* + 4a® + 2 ) Lac]
T8€) i @
T1d)iii, —a*+1 (G T) P a® —2b ;
Y T
c
Corrigés
7.1 a) On développe (a + 2)® = a® + 6a® 4+ 12a + 8, puis on simplifie sachant que a® = a® — 1.
7.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a®(a® — 1) = a® — a® et donc a® — a® = a®. De plus a® = a® — 1.
7.1 c) On commence par a® = (a*)® = (a® = 1)> =a" —2d° + 1= —a® —a puis ' = (=a® — a)* = a* + 2" + a°
7.1d) L’égalité a® — a® + 1 peut s’écrire a(a —a”) =1 ce qui montre que a #0 et — =a — a®. Alors ig =1l-a
a
.................................................................... 12
7.2 a) On compléte le carré : z* + — = (x — 7) +2.x-—
. ) - 3 1 2 1 1/ 2 2
7.2 b) On se ramene au résultat précédent : z° — — = m( + —2) — 7( + —2> + (sc — f) =ala”+2)+a
x z x
72 De meé 4 22, 1 1o, 1 — (2 4+2)%_9
.2 ¢) e méme x—l—?—aﬁ m—ﬁ—ﬁ —l—ﬁx—l——Q——(a—}—)—
7.3 a) On développe (z +y + z)2 =2+ y2 +224 2(zy + yz + zz) puis on conclut par soustraction.
7.3 b) Le développement (z +y + 2)® = 2® +4° + 2° + 3[1’2(y +2)+y(z+ )+ 2@+ y)] + 6zyz conduit par

soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres Vexpression précédente.

7.3 ¢) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a — y) = a® — (x +y + 2)a* + (zy + yz + 2z)a — zy=.

73 d ) ...... En facto rlsant ". On reconnait . (I + y+z) xyz .....................................................................................
7.8¢)  On réduit au méme dénominatenr (v —1)(y — 2)(z — ) pus on développe le mmerateur.
. 73 f ) ....... Red mre au méme . denommateu r ....................................................................................................
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Réponses
.. 1 2 14+/3 1-V3
8la)...oooiiiiiiiiiiiiin... 2xsin (=) — cos (— 816 ... ... ( )( )
(:c) (x) ) ST\ + 5 T+ 5
81b) . ) 8.1 20% 422 +5
(9 _ x2) 9 — x2 g) ............................ m
1 2
Bl C) o T T
) 1 — I‘Q 8.1 h) ................................... m
8.1 ).t v cos(x) — sin(z) _ 2
X Sln(x) 8.1 1) ............................... m
10z — 5
81le). ... —_
K G-oPC+o)
Corrigés
8.1 a) On calcule : f'(z) = 2z sin (7) + 2% cos (7) X (;1) = 2z sin (l) — cos (l)
2 T
, o VIma e (C2n) V-t e RO 9
8.1 b) On calcule : f'(z) = 2 = ) y
VI 22 9z 99—z (9 — 22)v/0 — 22
8.1 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de

[

1
x u'(z) x

2y/u — ) u(x)

s . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fl) = 1 1(z —1) —_(m —21— 1) x1 1
r+1 (z=1) T+ 1
rz—1 rz—1

_ 1 -2 -1

2Xm+1><(x—1)2_(93+1)(x—1)
r—1

-1 1

B.1d)  On caleule : f/(s) = SHEIEZ B X0t 2eonln)nld)
.o _ _(_1) -1 _ (2+1’)2_(3_m)2_ ~~~~~~~ 10m75 .......................................
8.1¢)  On calcule : f'(z) = B2 T 2x2?  B-02Cte?  B-22C+2?

1 2z(w+1)—1 22°+22—1
z+1 z+1 N z+1

Pour le trinéme 22° 4 22 — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (=1) = 12. On a deux racines :

8.1 f) On calcule : f'(x) = 22 —

e T2-V12_—2-2Y3  —1-V3 o —1+V3
YT Tax2 T4 T2 T2
2(1,_ —l—ﬁ)(x_ —14+V3 2 1+\/§ 1— \/g
! _ 2 2 —
Enfin, on a f'(z) = o1 —x+1($+ 2 ><x+ 2 )
2041 Ix(@-1-(z+2)x1_ 2z+1 3
8.1 On calcule : f’
g) n calcule : f'(z) 2 rrro (z —1)2 2+r—2 (z-—-1)2
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On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z + 1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x+45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)?2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 I | 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle) = (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (x+1)?
1+’ +2041-20-2  2°
(z +1)2 (1)
ey 21l-l@) - (I4@)gt f-mEp ke 2
811  Oncaleule: fi(z) = (1 —In(2))? =TT ) - @) 21— In(@)?
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I[Fiche n°9. Nombres complexes|

Réponses
9.1a)... | —119+120i 9.1¢)...... 4 _ 19, 9.2a)......... 2e 1% 9.2 d).. 2cos(1)ei%
T 1 29 29 - 12
9.1b)...... — 4+ —i 9.2Db).......... 25
) 010 1 V3 )
9.1d) ... 27 2 9.2¢)......... 106!
Corrigés

9.1 a) On développe :

(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x3i-9)°=(-5-120)° = (5+12i)> =5 + 2 x 5 x 12i — 12° = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du binéme de Newton,

2-3)' =) (2) 2k (—3i)* "

k=0
= (=3i)" + 4 x 2 x (=3i)> + 6 x 2% x (=3i)® + 4 x 2° x (=3i) +2*
= 81+ 216i — 216 — 96i + 16 = —119 + 120i.

9.1 b) On utilise I’expression conjuguée : 3= G _31;31_’_ o) = 323112 = 130 10'

9.1 ¢) On utilise ’expression conjuguée et on développe :

2-3i  (2-3)(5-2) 10-4i—15i—-6 4 19,

5+21  (5r2i)(G_2)  H+22 20 20"
9.14d) On utilise la définition de I’écriture exponentielle et la trigonométrie :
e s = cos<77) +1s1n<77> = COS<E> 7lSln(7) _1 ﬁl
B 3) 3 3/ 2 2
9.2 a) Ona|—2i|=2et —i=i=e%2 =¢ ‘%

9.2 b) On éerit que —2 = 2¢'™ et on utilise les propriétés de I'exponentielle :

31 5 s 37 s :3 : 8
—2e!F = 20"l F = 20'THF = 2615,

9.2¢)  On calcule | — 5+ 5iV3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5+5iV3 = 10(—; +i\g§> = 1o<cos(2§) +isin(2§)).

9.2d)  On écrit que €5 +¢'5 =¢'% (e‘(%f%) +ei(%7%)) =l (ell2 +e IT) = 2COS<%)€ T
Ainsi, |e'® —&—ei%’ = QCOS(—) (car cos(—) >0et |ei%| = 1) et arg(e'g —|—e'€) =arg(e'T) = T
2 4
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IFiche n° 10. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 1 3 1 o)
10.18)... |~ cos(62) + 7 cos(4a) — 2 cos(20) + = | 10.2d)... .o\ 0(f5) e
8 4 8 4 bin(i)
sin(9z) = 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z) —
10.1b) ... |- s T8 8 8 10.2€) i 2COS(%)€I%
T\ o
10:28). e QCOS(E)G S0z 28111(7)61 iz
. s —Tim
10.2b) .o QSIU(E)G 2 10.38) 0 ‘2005(2:@ cos(x) ‘
i 10.3D) ceveeii i 2 cos(4zx) sin(x
10.2C) i 2cos(?7r>e512 ) ‘ 4z sin(z) ‘
s (3T o
10.3C) e sin(7) sin(2z)
sin(%)
Corrigés
10.1 a) On calcule :
2ix —2iz \ 2 ix —iz \ 2
2 .2 e”" te e —e 1/ dix —diz\ [ 2ix —2ix
cos”(2z) sin (x):( 5 ) ( 7 ) z—ﬁ(e +2+e )(e —2+e )
1 6ix 4ix 2ix 2ix —2ix —2ix —4dix —6ix
:—E(e —2e" " fe" 42" —4+2e +e — 2e +e )
_ 7i 6Gix —6iz 4dix —dix 2ix —2izy _ 71 1 o § 1
=~ (e +e 2™ +e )+ 3(e™ +e ) 4) =3 cos(6z) + 2 cos(4x) 3 cos(2z) + 1

10.1 b) On calcule :

3ix 3z 2z —2iz\ 3 ) _ . ) ) )
COS(3$) Sin3(2x) <e 4’26 ) <e 216 ) — 7%61 (6311 + 67311) (6611 . 36211 + 36721I o efﬁlz)

1 iz —9ix iz —5ix iz —3iz ix —ix
:f—(e9 —e P 3" — e £ &M — e L 3(e — e ))

161
1 3 1
= ——sin(9z) + 3 sin(bzx) — 3 sin(3z) — < sin(x)
10.2a) 1+¢'6 =¢'12 (efll’r +e]1l) = 2COS(%> 12
———
>0

T 5 5im 5 5 5im
10.2¢) 1+ie'3 —1+4e® =13 2COS(1) :2cos(—7r>e 12

iz iz 1%+% 1%7% 1%7% 7T ism
10.2¢) €3 +ezZ=¢"2 |72 +e 2 = 2cos 15)¢"
——
>0
i iT 1%'*'% i%‘% 1%‘% ™ 5i ™ 51 HiZ ™ jllm
10.2f) €3 —e'Zz2 =¢" 2 e 2 —e 2 = 2sin ie”12 =2sin( — Je” 1272 =2sin| — e 12
12 12 12
N——
>0
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10.3 ¢) Siz € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e" + e 4 &**)

1— e411

= Im(l + e 4 () + (eiw)‘g). Or, ¢ # 1 donc 1 + €' + (%)% + () = g

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im (ezi: —2isni27) Sin(2x>> =1Im <e132m Sin(2$)> = sin(%5) sin(Zx).

ez —2i sin(g)
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T 5 —
Réponses
111 Q). 3 11.2d) oo ‘ —cotant + tant‘
2(t +2)2 1
11.2€) i 1 In | tan 2¢|
11.1 b)) -1t
1 11.3a) e t+1nl|t] — -
11.1C) oot “In*t ) =3
2 11.3D) e Inl|t| - —
11.1d) e —— ) | 2t2
3tz
10
1 S ) D 113C) oo t+o+ %
11.16) o —tan®t + In | cost| 2 43
11.3d) oo t——+ =
2 3
11.10g) e 2vtant 1128 €) oo t— 2|t + 1]
111 h) oo In |Arcsin(t)| 28
1 11.36) e t75+§fln|t+1|
11.2a) oo —cost+ 3 cos®t
1
11.3g) oo —1In(1 +t?) — Arctan(t
11.2b) e In(1 + sin®t) ) 2 ( ) )
1
11.2C) o In|tant 11.3h) .. In|t+1| + —
> > i
Corrigés
11.1 a) Admet des primitives sur | — co, —2[ ou | — 2, 4-o0].
.................. NS
11.1 e) /tan2t9d€:/((1+tan26)—1)d0:tant—t+cte
.................. R UUUUURRRRES
11.1 f) tan® 0 do = / ((tan® 0 + 1) tan 6 — tan 0) d6 = = tan ¢ + In | cos t| + cte
.................. ttl
11.2 a) /sin39d9:/(1—00529)sin9d0:—cost—i—fcos?’t—&—cte
t . t
sin(20) 2sin 6 cos @ . 2
. = —_— =In(1 o}
11.2 b) / T / T+ o206 df = In(1 + sin” ) + cte
t t 2 .2 t .
do cos~ 0 + sin“ 0 cos  sinf
. _ - = int| —1 t =In|tant
11.2¢) / sin 0 cos 6 / sin 60 cos 6 a0 /(sin@ cosH)de Infsint] —Infcost| +cte = In tant| + cte
t to.2 2 t
de sin” 6 4 cos~ 0 1 1
. _ - _ df = —cotan(t) + tan(t) + ct
11.2.d) sin?(0) cos2(0) /sinQ(G)COSZ(Q) /(sin20 c0329> cotan(t) + tan(t) + cte
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11.2e¢) Ona

fode B * cos?(26) + sin?(26) 40
/ sin(46) _/ 2sin(26) cos(26)

- “1(2cos(20)  2sin(26)
_/ 4\ sin(26) cos(20)

11.3¢) Onal—t"=1%—(t*)° = (1 —*)(1 +t* +t") donc finalement on cherche une primitive de 14 ¢* + ¢*.

) do = iln | sin(2t)] — iln | cos(2t)] + cte = %ln | tan 2t| + cte.

t t t
h—1 0+1—2 9
11.3 ¢) /9+1d0 / e /( ngrl)da t— 2|t + 1| + cte

t 3 t 93 _ t _ 2\ _ 2 3
11.3 f) /e—dez/ wd@:/ (9+1)(10+01+0) 1d0=t—%+%—ln\t+1|+cte

t t t
0 0+1—-1 1 1 1
11.3 h ——df = ——df = —— ———— |d0=Int+ 1|+ — t

Réponses et corrigés 43



IFiche n° 12. Calcul d’intégrales|

Réponses
............ (5] 2€). 1
12.12) 12.16) ... g 122 ¢) 12.23) e -3
12.1b) ..o L2 12.2f) [6]
12.228) e [0] 5
147 12.2k) ... =
12.1¢)..onenenn. - ] 12.2¢g)...... 1 @ ) E
2 2
12.2b) ... 3 1221 0]
121d).......... —54 = | 17 2D
12.2h)........... —
12.2¢) 0. 1
12.1€) ... [0] 2 2 12.2m)........ %
12.2 d 2 3 _ 5 In 10
)i o’ —e 12.20)
Corrigés

12.1 a) 1l s’agit de l'aire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7

12.1 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
-3 -3

derniére intégrale est ’aire d’'un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

12.1 ¢) Il s’agit de laire du triangle dont les sommets sont 1'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 3 x AO x AB.
12.1 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter I'intégrale comme une aire algébrique. Sur
I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous ’axe des abscisses, I'aire algébrique sera négative.
11 s’agit de calculer aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8; —15) et D(2; —3). L’aire de

ce trapeéze rectangle est % X AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
12.1 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sinz dz.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

les aires algébriques /

—2

2
sinx dz et / sin x dz sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

12.1 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 4 0 et de 0 & 1).
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33

3
12.2 h) z+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : /

—1 3
|x+1|dm:/ fmflder/ z+1dz.
—2 —
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

2 -1

/0 : cos(2z) sin(z) dz = /0 :

(2cos®(z) — 1) sin(z) dz

ol

I T 1 /1
12.2 k) / |coszsinz|dz = / \5 sin(2z)| dx 7/
7% — —

T
——=,0
{ 3’ }
cps ™ . .
et positif sur [0, Z} , il suit que

T 1 0 z
—sin(2z) dz + / sin(2z) dz 5 [cos(2x)} - = |:COS(2;1:)} 4
3 -3 0 -z 0
12.2 1) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.
2 2
1 2 @2inl0_g 99

12.2 1Oa:d — aclnlOd _ |: x In 10:| _

m) /0 v /O ¢ T lm0®  JoT T Wm0 T o
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IFiche n° 13. Intégration par parties|

Réponses
5 1 3 T 1 2
13.1a)...cooiiiei —ch(2) — =sh(2) — = Z_Z -
a) 5Ch(2) = 5sh(2) — 5 130 6) o 1 a2 55
13.1 1) (In(2))%2!22 — 2In(2) — 202 4 2 13.9 RY — R
........ (ln(2))2 a) x»—>xln2x—2xlnx+2x
18.1C) e In(2) — 2+ = RY — R
2 13.2b)...... sf(1. 5 2 2
r— x| -Inr—=-lnxr+ —
T 3 3 9 27
13.0d) oo —+—=-1
122 {]1,1[ - R
13.2¢)... 1
4 - arccos(z)( /1 2)
13.1€)eeininnnn... f\/§ln(2)77\f2+§ T ge * I—w
Corrigés

13.1a) On choisit «'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t + 3. /1(215 + 3)sh(2t)dt = {(2t+3) Ch(;t)} - /1 ch(2t)dt =

1n(2) ( 1 In(2) 1 In(2) :
13.1b hoisit v(t) =t et u/(t) = 2". 2t dt = te'™@ qt = |¢ 2! - tn(2) q¢ =
3.1 b) On choisit v(¢) et u'(t) /1 1 e ) n |, e

In(2) 2 1 [ t]ln(2) _ (ln(2))221n(2> —2In(2) — oIn(2) 4 9

()  (In(2)>" " (In(2))?

1 1
13.1¢) On choisit u'(t) = 1 et v(t) = In(1 + ¢°). / In(1 + t*)dt = [tln(1+t2)}; - 2/ ——dt = In(2) —
0 0

1
1
2/0 (1 - W) dt =In2 — 2[t — arctan(t)]} = In(2) — 2 + 3

1 1 1
2 1 2 ES
13.1d) On choisit v'(t) = 1 et v(t) = arcsint. / arcsintdt = [tarcsint]§ — / ! dt = 112 + [\/ 1- tQ} °
0 0 -

™

I I i
13.1 f) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

- I 277% - 2 1 2
14 tan®¢. On obtient [t tan ¢} —/O tantdt — [g]o = g + [Incos(t)]g — §—2 = % - ian - %

13.2 a) Cette fonction est définie sur R, et y est continue. Soit z > 0, en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient
/ Intdt = [t In® t}ff/ 21Int dt. Puis, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient z In? z—2[¢t1n t]f+2/ 1dt =
1 1 1

zln’z —2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z — zln®z — 2zlnz + 27 est une primitive sur R’ de z — In®z.
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3 x x 3 x 3 2
t—ant _2 t2lntdtpuisavecu't =t et v(t zlnt,onobtientﬂv—anxfg t?’lnz‘/IJr2 Zdar =2 L
3/ 3 9 L9, 3

(> — 1). D’ott une primitive.

13.2 ¢) La fonction est définie et continue sur | —1,1[. Si # €] — 1, 1], alors, en posant u’(t) = 1 et v(t) = ¢*****") on

x x
. S . \ —t . \ . S
obtient earecos(t) gy — [pearocos(t)]” —/ —— (") 4t ensuite, en posant u'(t) = — ———— et v(t) = )
/0 [ ]0 ) @ (t) Vi (t)

; sy 1" -1 ) : S s
on obtient Iearccos(m) _ 1— tgearccos(t) + /1 _ 42 earccos(t) dt = xedrccos(z) _ /1 _ xQQarCCOb(E) +e? —
0 V1—t2

x x 1 0 1
/ earccos(t) dt. D’ou / earocos(t) dt = 7earccos(z) (CC _ 1— 1’2) + 76% )
0 o 2 2
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IFiche n° 14. Changements de variable|

Réponses
T
14.1 a) .................................. 21D(§> 14.2 a) ........ i|07 §|: — R
x — tanz + Ilntan(x)
™
1AL D) oo E ;
2] 142b).......... Ry = R _
T Qarctan( er — 1)
141 €)oo T
12 { R: — R
14.2C) v 3.
1 < 2
140 d) oo b ¢ = Zln(zf +1)
2 2
I, 400 — R
14.2d).........
) { x +— arctanvz?—1
Corrigés
14.1 a) On pose u =/t avec t € [1,4], donc t = uetue [1,2]. On a % = 2u.

2

4 2 2

1 2u 1
Ainsi, dt = ——du=2 du:2[ln1+u} =2(In(3) — 1In(2)).
e L] = (1+w)] =2(n(3) - n(2)

14.1 b) On pose u = étf 1 avec ¢ € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 Lo
Ainsi, ——dt =2 ——du = [arcsinu} = —.
/2 Vit 2 /0 VA_ 42 o 2
1 dt 1
14.1¢) On poseuz;avecte [\/22].Ona@:f?.
2 1 1
1 2 1 1 2 1 2 T
Ainsi / —dt = — 7—du=—/ 7du:—{arcsinu} = —.
’ 2 _ 1 1 2 — 2
NAA 1 %E‘/F_lu %\/1 u % 12

14.1d) On pose u = In(t) avec t € [e, ¢’], donc t = e“ et u € [1,2]. On a ((1171‘/ =e" et
u

&2 2
Int U 1 212 1. 5
_ P g = [ —qu=|im@ — 2.
/e t+tin’t /1 T+ {2 nl +u)]1 22

2
14.2 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € ]0, g [ .

¥ cost +sint ¢ 14 sint
On calcule —— — dt qui est aussi ——<ost ¢ en posant u = tant.
intcos?t 2t
. sintcos . cos

1 x - sin ¢ tan x 1 tanz
On a dt = du et, ainsi, M dt = (1 + 7) du = {u +1In u} = tanz + Intan(z) + C.
cos?t , sintcos?t . u tana

ana

14.2 b) La fonction est définie sur R’} et y est continue.
dt 2w
du — 14+wu?’

) o T 1 Vet —1 1 2u VeT =1
Soit > 0. On a ainsi dt = = 5 du=2 [arctanu} = 2arctan(ve® — 1) + C.
1 ul4u

Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t =In(1 + uz) et ainsi,

14.2 ¢) La fonction est définie et continue sur R} .
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dt
Le changement de variable u = /¢ donne ¢ = v* et ainsi, E 3u”. Soit # > 0. On a
U

x Yz 2 Jz 3
1 3u 3u 3 2 ve o3 2
= — du= = =1 +1 =_-In(z3 +1)+C.
/1 ; %dt /1 =3 udu /1 =3 1du [2 n(u )]1 5 n(z )+ C

14.2 d) La fonction est définie et continue sur |1, 4+o00[.

dt U
Le changement de variable u = 1/t? — 1 donne t = \/u? + 1 et ainsi, — = ——. Soita>1letx > 1. On a
g du  Vu? +1

u

T 2 -1 21
1 1 1 o
7(115: du: 7du:arctan l‘2—1+0.

/a iz —1 /Tz,l uvuZ +1vu2 +1 /Tzfl u? +1
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IFiche n° 15. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
151 ). 15.3b)........ —418+2311ni§ 15.58) . e %
15.1b)...... |A=-1let B=1|
2 2w
4 1 3 BD) =
15.1¢) i 2o | 154 8) e (I + 2) T 15.5 b) 33
2w
1 2 15.5C) v,
15.28) oot ol 15.4b).... 2(1,_2) _é c) 33
155d) oo In(2)
152b) .................. 211’15 15.40) \/5(:[}4»%)24»\/5% 1
3 15.5€)....... - (111(2) W)
15.3a)....... S £ 1n(3) — In(2) a2 3a3 3 V3
15.44d)...... a(m+§) + 5
Corrigés

15.1 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a

1 B(t—1)
—A .
t—2 R

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.

De méme, on trouve B = 1.

:%m@—m—m@—nE:QP(::QE
:2(1n§ fln%> :2(ln§+1n(2)) —21n§.

15.2 a) Soit ¢ € [0,1]. Déja, on a

P _1 (L _ L)
2—4 4\t-2 t+2/)’
Donc, on calcule

15.2 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

P 4t+1=(t+1)t + 1.
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Donc, on a (pour ¢t € R convenable) :
1 2
I+t+t? 1
1+1¢ 1+1¢

/21+t+t2dt:/ th/ =24 (@) @) = 3+ mE) ).

Donc,

1+1 1+1¢
Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

15.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve

2 — 3 _l) 51
3t +2t+17(4t—|—5)<4t )t e

Puis, apres calcul, on trouve

1 1
2/3 7 5 7 1 2 ] 1 19 1. 21
/; (1) %=5% s6="m ° / s =g (nm-mg) =gmig
3 3

Ainsi, I'intégrale cherchée vaut

1 +§1 21
48 T 64 19°

15.4 a) On force le terme en z & apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 Ny . . N N L . . L2
(z + a)”, o a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

x2+x+1:x2+(2><%><x)+1

2 2
:mQ-i-(ZX%X:E)—i—(%) —(%) +1

15.4 b) On procéde comme précédemment mais on commence par factoriser par 2. On trouve :

3 1
22—3 1—_2(2—* *)

15.4 ¢) On trouve V2r? + %x V2= \/E(x + i)Q + \@ﬁ

15.4 d) On trouve

2 2 3 2 3 a\? d? 3 a\?
ax” +a’r+a :a(x +ax)+a =a (x—|—7) —— ] +ta :a(:t—kf) + —.

15.5 a) On calcule
1 1 191
B Y S S R
o 1+2t+1¢2 o (141)? 1+tly 2
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15.5b) Déja,ona,siteR: P4t+1= (t + %)2 + % Donc, on calcule

/0 1 0 1 2 1 .
7dt:/ 7dt:/ ——df (en posant 0 =t + 3)
BEENENE S (t+2)7+ 2 7%92+(§)2 ’
= l arctan 2—9 : = i arctan| — | — arctan| —
V3 3/1_1 V3 V3 V3

= — X arctan| — | = am *2—71-
3 3 V3x6  3V3

1 1 1/2
o 1—t+t 0 (t—1/2) +Z _1/2924_(?)

1/2 1/2
= 2/ % do =2 [1 arctan E} (avec a = ?)
o 02 1+ (@) a alo
—iarctani——f —
V3 V3 V36 33

4 7 2T

1 1
1 1 1 [% 1
/0 6t275t+1dt:6_/0 (t—é)(t—g)dt'

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

I=

1 1 3
4 1 _ 1 1 4 _ 3 ¢t *
| srat= [0 om0 = [In(;_t )

1 _1( Lo, 2t )
1+¢3  3\1+t 1—t+t2)
1
Ensuite, on calcule : —— dt = 1n(2).
, L+t
L2t —3(2t—1)+3
Et,onecrlt:17t+t2: i e
Et, on remarque que
R | RE
————dt=|In(l —t++¢ =1In(1) —In(1) = 0.
| Pm e [ )] ) 1) <o
1
1 2T
Or, on a vu plus haut que/ ——dt = ——.
o 1—t+¢? 3v3

Donc, on trouve
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IFiche n° 16. Décomposition en éléments simples|

Réponses
1 1 7 16.3d)..... T - E 1_
da).o.ooaii -3 =4+ — _— X—1 X—i)? X— 7 X— 1))2
16.1 a) X—3-<+v 7% X-0) (0~ (X=(+)
1 1 14 3 1-3i
2 1 3 16.4 a) ... - _ _ .
16.1b)........... [— X+1 2(X-1) 4X-—1) 4X+1i)
b) X T axtn 2x-1)
16.4 b) Ly > 2 !
™ i . ~~
16.1C) ..., 1 2X 6(X+2)  3(X—-1) (X-1)2
° TAax—m  2X A X+2) X-1) -V
162 8) p— A 1 16.58) . 0inieiii i 1—21In(3)
2a). — X T
=X te) Qo2 e —~In(3) + = In(2)
3 1+ 1—i
16.2b)......... - _ :
2X -1 AX i) AXAD] 165 ) 2 4l(2)+2m(3)
5 4
16.2¢). [1- -
. 11 2
(V2 VX +V3) (V24 V3(V2-X) 16.5d) .o 5~ B+ @)
-3 1 2 1
16.3a).....
2) X 2 X 3 X T T I 02| 165€) e z
2 2 11 3 3
16.3b).. | =+ = — n n 1 T
) X X2 AX -1 2(X-1)2 4X+1) 16.50) oo 3 In(2) — 1 In(3)
1 1 1+7
16.3¢).......... - -
¢) mX m(X+7) w(X+7)?
Corrigés

16.1 a) Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* — 2 par X(X + 1)(X 4+2) = X®* +3X* +2X : on
trouve X* —2 = (X® +3X” +2X)(X —3) + 7X° + 6X — 2. Ainsi, on a

X* T 7X?+6X —2
X(X+1)(X+2) X(X+1D)(X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

TXP46X -2 o b c
X(X+D)(X+2) X X+1 X+2

Pour calculer a, on multiplie la fraction par X, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en O :

MXXfw ce qui. évalué en 0 donnea*_—Q*—l
XX+ D)X +2) T X+ DX +2) o9 ’ o T h

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + 1, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

7X? 46X —2 TX%+6X —2 7T—6-2
—_—— X (X+1)= 7 i, évalué -1, d b= ———r7——-=1.
X(X+1)(X+2)X( +1) XX +2) , ce qui, évalué en —1, donne O+
Enfin, pour c,
TX?+6X —2 TX? +6X -2 28 — 12 —2 14
= TP 2 (X 4+2)=_T7F 2 i évalué —2.d === = “ _Z_7
X(X+1)(X+2)><( +2) XX+ 1) , ce qui, évalué en —2, donne ¢ EEE) 5
D’ou
TX2+6X —2 -1 1 7

XX+DX+2) X  X+41TX+2
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donc

_ X2y g L LT
X(X+1)(X+2) X X+1 X422

16.3 a) Pour cette décomposition en éléments simples, pas de partie entiere. On écrit la décomposition théorique :

X+1 _a n b " c n d
(X—1)2(X—2)(X—3)_X—1 (X-12 X-2 X-3

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient

boa ey 4
6 -1 -2 =3’

1 1
doncazl—l—g—g—é:Q.Ainsi,

X +1 3 v 2
(X-12(X-2)(X-3) X-2 X-3 X-1 (x-12

16.4 a) 1l suffit de remarquer que X* — 1 = (X — 1)(X + 1)(X — i)(X + i) et de se ramener & la méthode des poles

simples vue précédemment !

16.4 b) 1l faut remarquer que X*_3x%42X = (X — 1)2(X + 2) X, puis utiliser les méthodes des poles multiples !

X2 +1
16.5 a) On effectue la décomposition en éléments simples de m :
X1 11
(X-1D)(X+1) X+1 X-1

Ainsi,

1/2 2 1/2
/ xiﬂdx:/ 1-— ! + L dzx
71/2(.1—1)(%-{-1) 12 z+1 z-1

=1+ [—ln(mﬁ-l)—%—ln(l—w)}

1/2

—1/2
=1- ln(g) +ln<%) + ln(%) — 1n(g) =1-2In(3).

Y dz = v _ dz = [1 arctan(2 )} . l(arctaun(l) — arctan(0)) = s
; ) err T 2 Yo T2 E

X
16.5 f) On effectue la décomposition en éléments simples de i1
Ona X*—1= (X —1)(X +1)(X* +1). Donc, on écrit
X  a n b cX +d
X4—1 X-1 X+1 X2+1
. fix a4 1 1 - . 1
Par la méthode déja décrite, a = 7k b = —. En multipliant par = et en faisant * — 400, 0 = a + b+ ¢, donc ¢ = —5
Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 donc d = 0. Donc
X 1 n 1 _ X _ X _ X
X4—1 4X -1 4X+1) 2(X2+1) 2(X2-1) 2(X2+1)
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Ainsi,

1% g T
_1 -2 dq
2/2 21 221

3

[1 In(z* — 1) — %ln(av2 +1)

2 2

(In(8) — In(10) — In(3) + In(5))

e i

(31n(2) — In(2) — In(5) — In(3) + In(5)) = %111(2) - im(:s)
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