Correction Devsir en temps libre n°9

A. Calcul d’une primitive.

1. Soit on réalise deux primitivations par parties (en justifiant soigneusement !), ou alors
on passe par I’exponentielle complexe :

/ cos(t) e tdt = / Re (e'') e tdt = Re / el=1+it 4t

R e(—1+i):r R 1 e . .
= e (_1—*—7/> = e <§e (§ (— —'L))

1

=3 e "Re ((cos(z) + isin(z))(—1—1))
1

=3 e " (—cos(z) + sin(x))
L . - :

= 5(8111(.’5) —cos(x)) e ". Commentaires : (a une constante réelle prés!)

Intervalle de validité : R.
2. Comme arcsin(z) € }—g ; g [, et vu que la fonction cos est a valeurs strictement

positives sur cet intervalle, on a :

cos(arcsin(x)) = y/cos?(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = V1 — 2.

Commentaires : On rappelle que l'on a utilisé lidentité : ¥V t € [—1;1], sin(arcsint) = ¢

et que le signe est a justifier.

Posons
f: I—— R et p: J—>R
U efarcsin(u) t sin(t)
T
ul=]-1;1 t J:}—f;f[.
ou ] [ e 55

Vérifions les hypothéses du théoréeme de changement de variables :

(1) fest continue sur I = ]—1;1[ comme composée de arcsin par exp.

(2) ¢ est a valeurs dans I = |—1;1[ : en effet, si t € ]—g ; g [, alors par stricte
croissance de sin, on obtient ¢(t) = sin(t) € |—1;1].

(3) ¢ est €' sur J (fonction sin) et on a ¥V t € J, ¢’(t) = cos(t).

Appliquons la formule de changement de variable avec les bornes vérifiant ¢(0) = 0
et p(arcsin(x)) = z (les nouvelles bornes 0 et arcsin(z) appartiennent bien a J) :

x . p(arcsin(z)) arcsin(x)
[ e [ fdu= [ o) (0 d
0 0

©(0)
1 arcsin(z)

_ /arcsin( ) ot cos(t) dt = [7<sjn(t) —cos(t)) et
0 ’ O

< sinarcsin(x) — cos arcsin(x)> e—arcsin(z) 1 3

<$ — V1= 1,2) efarcsin(ac) + %

N =N =
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Correction Devsir en temps libre n°9

3. Premiére méthode : Comme la fonction f: > e~ (@) est continue sur |—1; 1]

(par composition), le théoréeme fondamental de ’analyse montre que la fonction
x

F:2+— e~ esin(W) dy est dérivable sur |—1;1] et vérifie F/ = f.

0
Autrement dit, F est une primitive de fsur |—1;1[.
Grace au calcul de cette intégrale fait a la question précédente, et comme deux
primitives d’une méme fonction sur un intervalle different d’une constante, on en
déduit que A est une primitive de f sur |—1;1].

Deuxiéme méthode : Vérifions que la fonction A donnée est une primitive de
frx — e @ cest-a-dire qulelle est dérivable sur |—1;1[ de dérivée
égale a f.

La fonction x +— V1 — 22 est dérivable sur |—1;1[ comme racine carrée d'un
polyndéme a valeurs strictement positives.

1
Ainsi, la fonction x 5(1‘ — V1 — 22) est dérivable sur |—1;1[ (par combinaison
linéaire).
De plus, la fonction x — e~ ™(@) est dérivable sur ]—1; 1] comme composée de
—arcsin (dérivable sur cet intervalle) par la fonction exp.

Finalement, par produit, la fonction A est dérivable sur |—1;1].

Calculons a présent sa dérivée :

Vze |-1;1],
1 —2x . 1 1 .
AN(z) = = (1 o > e arcsin(x) + = (z— /1 — 2 <_ > e arcsin(x)
() 2 2v/1 — 2 2( ) \/1—1’2

1 ( x : 1 x .

= (1+ ) efarcsm(m) _ 7( _ 1) efarcsm(ac)
2 V1—2z2 2\V1 — 22

— efarcsin(x)‘

D’ou le résultat : A est une primitive de fsur |—1;1[.
B. 1. Size]-1;1], alors 1 —22 >0, donc V1 — 22 est défini et V1 — 22 > 0 ce qui justifie
1
qu’on peut diviser et I’équation (E) est équivalente & (E'): y — ——=y = 1.
" B

Commentaires :  Certes, limportant était de dire que l'on divisait par un mombre non nul mais

l’existence de la racine est d justifier aussi.

2. L’équation homogene associée a (E’) s’écrit
1

Ey):y ———=y =0,

donc est du type v’ +a(z)y=0ou a: x +— — est continue sur I = |—1;1[.

1
V1—a?
La solution générale de (Ef;) sur I est donc 2 — A e 2@ avec X € R et A une primitive
de a sur I, donc il suffit de poser A: z — —arcsin(z). Les solutions de (Ej;) sur I sont
finalement :

T \ eresin(@) avec X € R.

Commenttaires : La forme des solutions homogéne est considérée comme sue par tout éléve de PTSI.
Seule la continuité de « a » est a préciser avant de poser la forme des solutions.

3. (E') est de la forme y" + a(z)y = b(x) ot a a été définie ci-dessus et b: z — 1. Les
fonctions a et b sont continues sur I (car b est constante), donc le théoréme de structure
s’applique : toute solution est somme de la solution générale de I’équation homogene
(Efy) (déja résolue) et d’une solution particuliere.
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Par la méthode de variation de la constante, on cherche yp sous la forme
yp: o — A(z) en@) ol \ est une fonction ¢! sur L.

Comme arcsin est ¢! sur |—1; 1], alors par composition avec exp, puis par produit, yp
est €1 sur L.

Ainsi, yp solution sur I si, et seulement si

1
Vzel yp(z)— ——yp(z)=1
yP( ) myf)( )
. 1 : 1 ;
Vel )\/(.T) earcsm(z) + )\(iE) earcsm(m) _ )\(x) earcsm(m) =1

V1—22 V1—22
SVrel, N(z)evosne =1
SVrzel N(z)= e ¥oinG,

1 )
D’apres les résultats de la partie A. il suffit de poser \: z — A(z) = 5(30—\/ 1—a22) e arcsin(z)
1
ce qui fournit comme solution particuliére yp: x 5(:6 —V1—22?).

Conclusion : Toute solution de (E’) sur I (et donc de (E) car les équations sont équi-
valentes) s’écrit :

1 .
T — Q(x —V1—22)+ A garcsin(z) avec A € R.

Commentaires :  Méme si on raisonne par équivalence, n'oubliez pas que c’est quand méme un
raisonnement par « analyse-syntheése » donc suivant votre formulation, vous devrez vérifier que votre

solution convient au risque d’étre pénalisé.

1 )
4. Soit ¢ une solution de (E) : il existe A € Rtelque V z € I, ¢(z) = i(x—\/ 1 — 22)+4 ) exresin(@),

Ainsi, on a :
1 1 o
1 1
A = = — =
— A=0
1
Donc, 'unique solution du probleme de Cauchy (E) sur I telle que y(0) = 5 est

donnée par :

MH%(%M).

Commentaires : Merci a Gabriel d’avoir précisé ce point. Sans ce théoréme, Tien ne vous assure que

la solution que vous avez trouvée est la seule.
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