
Test n𝑜15 G

Équations différentielles linéaires

1 Résoudre (E1) ∶ {
(2 + 𝑥)𝑦′ = 2 − 𝑦
𝑦(0) = 0

sur I = ]−2 ; +∞[.

Solution homogène : Sur I, la fonction 𝑥 ⟼ 1
𝑥 + 2

est continue donc l'équation homogène est
(2 + 𝑥)𝑦′ + 𝑦 = 0 admet sur I des solutions de la forme :

𝑦H = 𝜆
2 + 𝑥

, 𝜆 ∈ ℝ.

Solution particulière : On pourrait remarquer que la fonction constante à 2 est une solution
particulière mais, dans le cas contraire, on applique la méthode de variation de la

constante est on cherche une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝(𝑥) = 𝜆(𝑥)
2 + 𝑥

où 𝜆 est
une fonction dérivable sur I.

On a alors :
∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦′

𝑝(𝑥) = 𝜆′(𝑥)
2 + 𝑥

− 𝜆(𝑥)
(2 + 𝑥)2 .

𝑦𝑝 est solution de (E1) ⟺ ∀ 𝑥 ∈ I, (2 + 𝑥)𝑦′
𝑝(𝑥) = 2 − 𝑦𝑝(𝑥)

⟺ ∀ 𝑥 ∈ I, 𝜆′(𝑥) − 𝜆(𝑥)
2 + 𝑥

= 2 − 𝜆(𝑥)
2 + 𝑥

.

⟺ ∀ 𝑥 ∈ I, 𝜆(𝑥) = 2𝑥 + 𝜇, 𝜇 ∈ ℝ.

Comme on cherche une solution particulière, on peut choisir celle qui s'annule en 0 i.e. celle
où 𝜇 = 0. On obtient alors 𝑦𝑝(𝑥) = 2𝑥

2 + 𝑥
= 2 − 4

2 + 𝑥
.

Solution générale : Les solutions générales sur I sont donc de la forme :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦(𝑥) = 𝑦𝑝(𝑥) + 𝑦H(𝑥) = 2 − 4
2 + 𝑥

+ 𝜆
2 + 𝑥

= 2 + 𝛼
𝑥 + 2

, 𝛼 ∈ ℝ.

Conditions initiales : 𝑦(0) = 0 ⟺ 2 + 𝛼
2

= 0 ⟺ 𝛼 = −4.

Conclusion, ∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦(𝑥) = 2 − 4
𝑥 + 2

= 2𝑥
𝑥 + 2

.
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2 Résoudre (E2) ∶
⎧{
⎨{⎩

𝑦″ − 𝑦′ − 6𝑦 = 50 cos(𝑥)
𝑦(0) = −5
𝑦′(0) = 0.

.

Solution homogène : L'équation caractéristique associée à l'équation différentielle linéaire
d'ordre 2 est 𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 donc les racines sont 3 et −2.
Les solutions de l'équation homogène sont donc de la forme :

𝑦H = 𝜆 e3𝑥 + 𝜇 e−2𝑥, (𝜆 ; 𝜇) ∈ ℝ2.

Solution particulière : On cherche une solution particulière de la forme : On a alors :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦𝑝(𝑥) = 𝛼 cos(𝑥) + 𝛽 sin(𝑥), où (𝛼 ; 𝛽) ∈ ℝ2

𝑦′
𝑝(𝑥) = −𝛼 sin(𝑥) + 𝛽 cos(𝑥)

𝑦″
𝑝 (𝑥) = −𝛼 cos(𝑥) − 𝛽 sin(𝑥)

𝑦𝑝 est solution de (E2) ⟺ 50 cos(𝑥) = − (7𝛼 + 𝛽) cos(𝑥) + (𝛼 − 7𝛽) sin(𝑥)

⟺ {7𝛼 + 𝛽 = −50
𝛼 − 7𝛽 = 0

⟺ {𝛼 = −7
𝛽 = −1

⟺ ∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦𝑝(𝑥) = −7 cos(𝑥) − sin(𝑥).

Solution générale : Les solutions générales sur I sont donc de la forme :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦(𝑥) = 𝑦𝑝(𝑥) + 𝑦H(𝑥) = −7 cos(𝑥) − sin(𝑥) + 𝜆 e3𝑥 + 𝜇 e−2𝑥, (𝜆 ; 𝜇) ∈ ℝ2.

Conditions initiales : {𝑦(0) = −5
𝑦′(0) = 0

⟺ {−7 + 𝜆 + 𝜇 = −5
−1 + 3𝜆 − 2𝜇 = 0

⟺ {𝜆 = 1
𝜇 = 1

.

Conclusion, ∀ 𝑥 ∈ I, 𝑦(𝑥) = −7 cos(𝑥) − sin(𝑥) + e3𝑥 + e−2𝑥.
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