XII
( Les nembres réels

Q@g ongtemps, les mathématiques se sont développées au service des autres sciences. La sépa-

ration des différentes sciences est d’ailleurs tardive, et nombreux ont été les mathéma-
ticiens a avoir également été des physiciens de renommée, comme Newton par exemple.
Les mathématiques ont d’abord été vues comme un outil :

— au service de la mécanique et de I'ingéniérie (Archimede ')
— au service de l'astronomie (géométrie grecque, Ptolémée, écoles indienne et arabe)
— au service de toute étude nécessitant d’étre chiffrée pour obtenir des ordres de grandeurs.

u dernier point découle I'importance du développement du calcul numérique (calcul ap-
proché, en opposition au calcul algébrique). C’est ce point de vue qui est & la base des
procédés d’approximation (méthode de Newton 12lde recherche d’un zéro, méthodes ap-
prochées de calcul d’intégrales), aboutissant notamment & la notion de convergence (qui

donne la validité de 'approximation a I'infini).

©r

Ainsi, I'utilisation de 'outil est souvent a la base de sa définition, et a souvent précédé sa théori-
sation : les mathématiques ont évolué de fagon empirique.

|1]. Archiméde de Syracuse, né & Syracuse vers 287 av. J.-C. et mort en cette méme ville en 212 av. J.-C., est
un grand scientifique grec de Sicile (Grande-Gréce) de 1’ Antiquité, physicien, mathématicien et ingénieur. Bien que
peu de détails de sa vie soient connus, il est considéré comme 1'un des principaux scientifiques de I’Antiquité clas-
sique. Parmi ses domaines d’étude en physique, on peut citer I’hydrostatique, la mécanique statique et ’explication
du principe du levier. 11 est crédité de la conception de plusieurs outils innovants, comme la vis d’Archimede.

Archimede est généralement considéré comme le plus grand mathématicien de I’Antiquité et I'un des plus
grands de tous les temps. Il a utilisé la méthode d’exhaustion pour calculer ’aire sous un arc de parabole avec la
somme d’une série infinie, et a donné un encadrement de Pi d’une remarquable précision. Il a également introduit
la spirale qui porte son nom, des formules pour les volumes des surfaces de révolution et un systéme ingénieux pour
I’expression de tres grands nombres.

Archimede est mort pendant le siége de Syracuse ou il a été tué par un soldat romain qui a agi malgré les
ordres demandant de ne pas lui nuire.

|2]. Isaac Newton (25 décembre 1642 - 20 mars 1727, ou 4 janvier 1643 - 31 mars 1727) est un mathémati-
cien, physicien, philosophe, alchimiste, astronome et théologien anglais, puis britannique. Figure emblématique des
sciences, il est surtout reconnu pour avoir fondé la mécanique classique, pour sa théorie de la gravitation universelle
et la création, en concurrence avec Gottfried Wilhelm Leibniz, du calcul infinitésimal. En optique, il a développé
une théorie de la couleur fondée sur ’observation selon laquelle un prisme décompose la lumiére blanche en un
spectre visible. Il a aussi inventé le télescope a réflexion composé d’un miroir primaire concave appelé télescope de
Newton.

En mécanique, il a établi les trois lois universelles du mouvement qui constituent en fait des principes a la
base de la grande théorie de Newton concernant le mouvement des corps, théorie que ’on nomme aujourd’hui
« mécanique newtonienne » ou encore « mécanique classique ».

Il est aussi connu pour la généralisation du théoreme du binéme et 'invention dite de la méthode de Newton
permettant de trouver des approximations d’un zéro (ou racine) d’une fonction réelle d’une variable réelle.

Newton a montré que les mouvements des objets sur Terre et des corps célestes sont gouvernés par les mémes
lois naturelles ; en se basant sur les lois de Kepler sur le mouvement des planétes, il développa la loi universelle de
la gravitation.

Son ouvrage Philosophiae naturalis principia mathematica, publié en 1687, est considéré comme une ceuvre
majeure dans I'histoire des sciences. C’est dans celui-ci qu’il décrit la loi universelle de la gravitation, formule les
trois lois universelles du mouvement et jette les bases de la mécanique classique. Il a aussi effectué des recherches
dans les domaines de la théologie et de I’alchimie.
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e fait, vous savez presque tout sur les réels - mais pas tout. Alors que vous manipulez des
inégalités depuis longtemps, il y a tout de méme une propriété de la relation < sur R
que vous ne connaissez pas, dite propriété de la borne supérieure et qui revét pour les
mathématiques du programme de PTSI une importance fondamentale.

e chapitre vise principalement a motiver et vous présenter cette propriété, mais nous y
»— introduirons aussi un minimum de vocabulaire topologique. En un mot, la topologie est
la théorie tres générale de la « proximités » des objets mathématiques les uns par rapport

aux autres, mais nous nous contenterons d’y mettre un pied dans R et C.
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Q NOMBRES ENTIERS, DECIMAUX, RATIONNELS

Rappels sur les rationnels

— Tout rationnel peut s’écrire de différentes manieres sous forme de fractions, par exemple
2
b _ ?p = ..., mais tout nombre rationnel s’écrit de maniere unique sous forme de fraction
q q
irréductible i.e. sous la forme £ avec p€E”Z,qe N et pet gpremiers entre eux.
q

L’égalité des produits en croix, caractérise ces classes d’équivalence :

v (%,2) € Q?, %zg < ad =bc avecb+0etd+D0.
— L’ensemble Q est muni de deux lois de composition interne :
P _pd +1'q

/ /

q qq

+ et

/ 4

q qq

/ /7
P p v _v
q q

Muni de ces deux lois (Q, +, x) est un corps commutatif. On vérifie également que (Q, +),
(Q*, x) et (Q%, x) sont des groupes commutatifs.

Exercice | : Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple
possible :

3_ 13 2
= (C;—_bb)2 — <C;tbb) pour (a,b) € 72, distincts deux a deux.
6(n+1)
n(n—1)(2n — 2)
2n +2
n?(n—1)2

B=

pour n € N*\{1}.

L’ensemble des rationnels est insuffisant

En termes d’approximations numériques, @ peut paraitre suffisant en sciences appliquées. Le
probleme se pose lorsqu’on a besoin de connaitre la valeur exacte de certaines grandeurs.

Par exemple, peut-on mesurer dans Q la longueur de la diagonale d’un carré de c6té 17 D’apres
le théoreme de Pythagore, cela revient a se demander s’il existe un rationnel dont le carré est
égal & 2, or nous avons déja établi que la réponse est négative : V2 ¢ Q.

Cette lacune de Q avait été remarquée par les Pythagoriciens, ce qui a conduit les mathématiciens
a introduire de nouveaux nombres, les irrationnels, en concevant un ensemble plus vaste que Q,
I’ensemble des nombres réels noté R.

lI.SI L’ensemble des réels

L’ensemble des réels est un ensemble plus difficile théoriquement & construire (théorie hors pro-
gramme de PTSI). Intuitivement certains nombres que vous connaissez comme V2 ou 7 sont des

nombres qui ne font pas partie des rationnels. On pourrait alors définir R comme I'union des
rationnels et des irrationnels.

En poussant plus loin, on se rendrait compte que tous ces irrationnels peuvent cependant tous étre
vus comme des limites de suites de rationnels (¢f. corollaire (13.2) ). L’ensemble R est alors,
pour le dire vite et de facon peu rigoureuse, ’ensemble des limites des suites de Q qui convergent.

Enfin, pour un point de vue plus géométrique mais tout aussi peu satisfaisant,

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres réels ﬁ
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4 )
Définition | : L’ensemble des abscisses des points d’une droite orienté est ’ensemble des
nombres réels.

Q 0] I M P
l l I i l >
—2 0 1 a s
L L’ensemble des nombres réels est noté R. )

Les abscisses des points de la demie-droite [OI) appartiennent a R, .

Un peu d’histoire : En mathématiques, un nombre réel est un nombre qui peut étre représenté
par une partie entiere et une liste finie ou infinie de décimales. Cette définition s’applique donc
aux nombres rationnels, dont les décimales se répéetent de facon périodique & partir d’un certain
rang, mais aussi a d’autres nombres dits irrationnels, tels que la racine carrée de 2, 7 et e.

La notion de nombre réel émerge progressivement de la manipulation des rapports de grandeurs
géométriques autres que les rapports d’entiers naturels depuis leur prise en compte par Fudoze
de Cnide au IV™ siécle av. J.-C. Elle s’insére aussi dans Uapprozimation des solutions de
problémes algébriques et donne méme lieu, au milieu du XIXe siecle, a la mise en évidence
de nombres transcendants. Mais la définition des nombres réels n’est formalisée que quelques
décennies plus tard avec les constructions de Dedekind d’une part et de Cantor et Méray d’autre
part.

L’ensemble des nombres réels, est alors un corps totalement ordonné, c’est-d-dire qu’il est muni
des quatre opérations arithmétiques satisfaisant les mémes régles que celles sur les fractions et
ces opérations sont compatibles avec la relation d’ordre. Mais il satisfait en plus la propriété de
la borne supérieure qui fonde lanalyse réelle.

Enfin, cet ensemble est caractérisé par Hilbert comme le plus grand corps archimédien.

Remarque : L’ensemble des réels n’est pas dénombrable i.e. il n’existe aucune bijection entre
R et N. (Hors-Proaramme)

1% méthode : En considérant que R est Pensemble des nombres ayant un développement dé-
cimal illimité, on suppose le contraire et I'existence d’une bijection entre R et N et on liste
les uns sous les autres les nombres réels.

1ére lére

On construit un nombre dont la décimale n’est pas la décimale du premier nombre,

la deuxieme n’est pas la deuxieme du 2°™° nombre, etc...

On aboutit & un nombre qui, par construction, n’apparait pas dans la liste des réels en
bijection avec N et la contradiction.
Donc R n’est pas dénombrable.

28me méthode : On suppose encore le contraire et on va montrer que [0;1] n’est pas dénom-
brable ce qui suffira.

Si [0;1] était dénombrable alors on pourrait écrire [0;1] = {X;,X,, ..., X,,, ...}

1 1 2 2
Or, des 3 segments [0 ; 5]’ [g ; g] et [§ ; 1] , il y en a nécessairement un dont X; n’est pas
élément. Notons le I; = [aq ;b;].

1 1 2 2
De méme, des 3 segments [al jaq + f} , [al + =saq + §] et [al + 3 ;al] ,il y en a au moins,

3 3
un dont X, n’est pas ’élément. On le note I, = [ay;b,]. Ainsi, X, et X, ne sont pas dans
12-
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En itérant le procédé, on construit ainsi une suite infinie de segments (I,,),,cn- » telle que :

1
Pour tout entier naturel n, X;, X,, .., X,, ne sont pas dans I, I, .., I, et de longueur _—

qui tend vers 0.

D’apres le théoréeme des intervalles fermés emboités (que 'on verra bientdt), il existe un
nombre réel z dans [0;1] tel que m I, ={z}.
neN*

Or, comme z € [0;1] = {X;,X,,...,X,,, ...}, il existe donc un entier n tel que z = X,,.

Mais alors, par construction de la suite (I,),,cn+, @ = X,, n’est pas dans I
absurde.

ce qui est

no

D’ou le résultat.

Q RELATION D’ORDRE SUR R

Etre inférieur a

Définition 2 : Soit (z;y) € R2.

On dit que « z est inférieur a y » et on note x < y si, et seulement si y —x € R,.

Théoréeme | :

(R; <) est un ensemble totalement ordonné.

En particulier, tous les éléments de R sont comparables :

Vir;y) R, x<y ou y<a.

R emaraues :

— La relation > est aussi une relation d’ordre total sur R.
— La relation < est définiepar r <y <= y—xz R} <= <y et z#+y.

ATTENTION I La relation < n’est pas une relation d’ordre car elle n’est ni réflexive, ni anti-symétrique.

Preuve :
Réflexivité : Ve € R 2 —2x=0€ R, donc @
Antisymétrie : V (z;9) € R (x <y e y <
y—z=0 = =1y
Transitivité : V (z;y) € R% 2 <y b y < 2 nevienk & écvine y — 2 €ER,_ o 2—y ER,.

< 2.
x) enbraine y —x € R &b —(y—1z) € R, Iww

Do, z—r=(z—y)+y—2)eR, < <z
~——— —_——
€ +

R, €eR
Elle est totale : V (z;y) € R? w—y%tromh%qu&xgywx>y.
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Vs

Proposition 2 (Compatigilité de < avec + et x) :  Soient a, b, ¢ et d des nombres réels.
‘ Sia<betc<dalorsa+c<b+d.
2] Si0<a<bet0<e<dalors ac < bd.
a<b <= —-b<—

Si a et b sont non nuls de méme signe alors a < b <~

S| =
N
ISl

En particulier,

—a<b <= VAeER, a+A<b+ A
— VA>0,a<b < da<Ab et VA<0,a<b < da>\b.

L’assertion |4 | ne dit pas que la fonction inverse est décroissante sur R* mais seulement
ATTENTION , o bam Are o
qu’elle est décroissante sur R* et sur RY.

Preuve : On np,rn.%d, idée de lo démonstration du théoréme (1).
|_. b+d—(a+tc)=(b—a)+(d—¢c)ER, < a+ec<b+d

€R, eR,

[2] Fovec d >0 pon tramsitivite e a >
B8] —a—(-b)=b—aecR, < —b

0 onabd—ac=(b—a)d+ald—c)eR, < ac<bd
< —

1 1 b—a 1 . .
——5_ 2 EIR+<:><— a) aetbdemnebw%/ne).

a

—

On ne soustrait ni de divise des inégalités!

3
5 mais 1—2>3-—5.

//\ //\

ATTENTION {

On pourra cependant les ajouter membre a membre ou les multiplier si tous les membres
sont strictement positifs.

Remaraue : Sur C, il existe des relations d’ordre (lexicographique, ..), mais non compatibles
avec les opérations.

Par exemple,
— Sii>0alorsixi>0x1dou—120.Absurde!
— Sii<0alors —i>0.(—i)x(—i)>0x(—1i) d’ou —1 > 0. Absurde aussi!

Exercice 2 : Soient a, b des réels strictement positifs.

bet \/@.

a
‘ Ordonner les réels

. . b—al?
2| Mont | dist t ar
ontrer que leur distance est majorée p Sab
Correction :
o 2 N2
G—H)—JZ:(\/B va o b-a” gt
2 2 2(v/a + vb)? 2
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?MWWWWWG<&

Py 0= _atb o (b=0)?

8b 2 8a
a+b b—a)?* (b—a)?? (Bb—a)? /1 1 (b—a)?
d b) < - < - - <=
( 2’ \/CT) 8a 8b 8 ( a b ) Sab
Borne supérieure, borne inférieure
- 2

R.appel | (Parties Bornées) :  Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
On dit que :
m A est majorée dans E lorsque : AM € E, Vo € A, x < M.

m A est minorée dans E lorsque : 3m e E, Vx € A, m < x.
m A est bornée dans E lorsque A est a la fois majorée et minorée.

m A admet un mazimum lorsque : 3b € A,V € A, x <b.
m A admet un minimum lorsque : da € A, Vax € A, a < z.

L
4 2\
Exemple | : L'intervalle [0; 1] admet O pour plus petit élément mais n’admet PAS de plus grand élément.
0€[0;1] et Yz €[0;1[, 0 <z donc O est le plus petit élément de [0; 1]
1
‘ Supposons qu’il existe M € [0; 1] qui en soit le plus grand élément. Alors M’ = vérifie, M < M’
et M’ € [0;1] ce qui contredit la « maximalité » de M.
M+1
2
[ | | r
T f f T
O M 1
L 11 n’existe donc pas de plus grand élément dans [0;1]. )

L’une des propriétés caractéristiques de R est I’existence d’une borne supérieure pour toute partie
majorée.

Il s’agit d’une propriété caractéristique dans le sens ou cette propriété fait partie de la définition
de R ou des axiomes régissant la relation d’ordre de celui-ci. Il est donc hors de propos de la
démontrer.

( )

Détinition 3 (Borne supérieure) :
m Soit A une partie majorée de R.

On appelle borne supérieure de A, notée sup (A), le plus petit des majorants de A.
m Soit B une partie minorée de R.

On appelle borne inférieure de B, notée inf (B), le plus grand des minorants de B.

Notons que 'unicité de la borne supérieure (resp. inférieure) est une conséquence de 'unicité du
plus petit élément (resp. plus grand élément) d’un ensemble. On pourra donc parler de LA borne

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels U
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II. RELATION D’ORDRE SUR R

supérieure mais jamais du majorant mais d’UN majorant. La borne supérieure nous apporte

I'unicité qu’il nous manquait.

ATTENTION I Les bornes inférieure et supérieure n’ont aucune raison d’exister.

Dans le cas des parties bornées, I'existence découle du théoreme suivant qui est une conséquence

de la construction de R, une propriété intrinséque dont nous verrons l'origine plus tard :

Théoréme 3 (Propriété de la rorne supérieure) :

Toute partie non vide et majorée de R posséde une borne supérieure.

Ce théoreme est faux dans Q.

Si A admettait une borne supérieure o € Q :

Par exemple A = {q € Q", ¢* < 2} est non vide (elle contient 0) et majorée (par 10).

1
ATTENTION — Si a? < 2, alors, on peut trouver un entier n tel que a + " € A ; absurde.

Conclusion, A ne possede pas de borne supérieure.

n

1
— Si a? > 2, alors, on peut trouver un entier n tel que o — — majore A ; absurde.

— Si a? =2, alors a ¢ Q; absurde.

On prendra garde au fait qu'une partie A peut posséder une borne supérieure a sans avoir de

plus grand élément.

Réciproquement, si A possede un plus grand élément a, alors a = max(A) = sup(A).

|— Preuve &a@e@ soib @ = max(A) :

- (GPou)LboubbEAjmabgadoma%tmmoaphambdeAW%Q%Pam»@mW.fﬁa

sup(A) < a.

- MWML, Sup(A) enl aubbl wn

WMWWWMagsup(A)&@W.

Exercice 3 : Compléter :

@AMWMW@,A,%

min(A)

inf(A)

max(A)

sup(A)

A={1}

A={2 4}

A:{i/nED\J*}

A={reQ/a?<2}

—

Commentaires : La propriété de la borne supérieure est un pur résultat d’EXISTENCE et ne
raconte rien d’intéressant sur la VALEUR des bornes supérieures.

Lycée Jules Garnier
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Telle borne supérieure existe, c’est magique, mais la propriété n’en dit pas plus.

Pour montrer que sup ([0, 1]) = 1, nous n’avons pas eu besoin de la propriété de la borne supérieure
car nous avions a l’avance une idée trés claire de la valeur de cette borne, mais il arrivera souvent
que nous n'ayons aucune idée précise de ce genre.

La propriété de la borne supériecure sera alors notre lueur dans l’obscurité, la petite magie qui
fera surgir des étres de nulle part et nous permettra d’avancer. L’exemple le plus flagrant est la
démonstration du théoréme de la limite monotone : « tout suite croissante et majorée de réels
converge dans R. » Nous verrons cela plus loin.

Un autre exemple est la définition correcte de la racine carrée : « La racine carrée d’un réel positif
a est, par définition, 'unique réel positif r pour lequel r* = a. »

Cette définition est un théoréme d’existence et d’unicité avant d’étre une définition. L’ unicité est
claire, car pour tous r,v’ >0, sir?> =12, alors r = +r’', donc r = 1’ par positivité.

Mais Uezistence, qui nous la garantit ? Si vous y réfléchissez bien, vous avez accepté ’existence
des racines carrées sans méme vous en rendre compte alors qu’elle n’a rien d’évident, et elle
découle en fait de la propriété de la borne supérieure.

Preuve:cfma>0.$'wmﬂQeR:{r>O/ r2<a}mmemW
.
e offs
— R esb non wide car il conbient 0.
_Rebbmoa'ohéro)ba—l—lmro«wtoubTGR: r2<a<a+1a22(a+1)2, domnc
(a+1—r)a+1l+7r)>20ka+1—r>=0.
%r<a+1.
@'W&y théoréme (3), lonsemile R Pomdgm@w@ supsrisune ngmmtedwvéwwm&
Va -
va=sup{r>0/r*<a}.

R.emaraue %mraﬁ@bww%mm?wmm%ﬁbm
R:[O;\/&].@mmobwwbwnbwmmamrmé\/&:sup(R). _I

4 N\
Théoréme 4+ (Caractérisation de la Borne supérieure) :  Soit A une partie majorée non

vide de R et M € R.

M est un majorant de A
VM’ majorant de A, M < M’

PN M est un majorant de A
Vb < M, b n’est pas un majorant de A

M =supA <= {

VeeA <M
VeeR,, dJz, c Atelque M —¢e < z,.

g WV

Exercice 4 : Sur le méme modele, écrire une caractérisation de la borne inférieure.
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Correction : SgabmeWmnméeqmmdede{RetmER

m est wn minchank de B
Vm' minorant de B, m’ <m

{m%twmmnohambdeB
<~

m =inf(B) < {
Vm<b,bn'%LFabmmebdeB

VeeB, m<zx
= Vseﬂ?j,ﬂxeeBt@ﬂWxa<m+s.

Corollaire #+| (Borne intérieure d'une partie non vide et minorée de R) :  Toute
partie non vide minorée de R possede une borne inférieure.

Preuve:%%%%d'%mWWWdOwW%wm@m
rrw'lh'gb oL fn/@,%a/ ik’%@, rou/u tho/nb%on/mefz/ une Po)lf,\e mua)ohee,’ en Tuohbve minohée eb wne Q'oh/n/e bu,reh' erue
%MMMB%WwW&W@R@%WA:{—b,bEB}W
wmmwmm@m}m@d&k%mmmws

.Mswnlhombw—Sebbwm@o’uneUn@éﬁAW@deB.

Rur tout dement b de B, —b < S <= —S < b —S est donc wn mimorant de B.
?mM&WM&WWGEAdWs—€<G <= —a<—S—|—€.€omvme
—a € B, —S+5mmnonelw>BWM&>OL.9.—S%£Q9WWMWW@@B.

@'%tmﬁw@omm%gémumdgﬁ —

s A

Méthode | (Utilisation courante de la Borne supérieure) :
?MAWW@RWMW@W@W
‘?mmwsup(A)éMjiﬂw%&dem:VaEA, a<M

‘ ?Wummmwsup(A)>M,iﬁtw%deewwnbm: Jay € A, ag=M;

Preuve :

|_ Ceat Lubibination lo plus counante de b bonne supsnieune et sowvent; désignse sous le mom de
W@@@MW.
%au%bdemnmwM%memwwA.?mdégmMSup(A)éJ:o/nJ:@ePQu@P@UL,
mmwdé%mmwf&%sup(mgm
@%tmwmmmnmweetw%m@

[2] Cest simplement de b tramaitinite de < ou encone M mest pas un mojonant de A done i est

WWW%'WWMWdQA.&WMSW(A):

M <ag<sup(A).
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‘ﬁwguuwboaxamwﬁmmywumeuywAMMbm@meweﬂéban%wie{WM@FMMMRmﬂMesup (12:3) >3

on me Pabbwu%deaE[Q 3[toﬂc1/uea @%’WW@MI\ON conbradichion

mhuﬁmcambsup ) < 3.
—

\

Exemple 2= : Llintervalle [0; 1] admet 1 comme borne supérieure.
Par définition, Yz € [0; 1], z < 1 donc [0; 1] est une partie non vide est majorée. sup ([0;1]) existe
d’apreés le théoréme (3) et on a :
sup ([0;1]) <1
Soit & € R% quelconque. Montrons que 1 — & n’est pas un majorant de [0; 1].

A=)+l _, &

On sait déja que 1 —e € [0; 1], de méme que 5 5

Comme1—e<1—% < 1, le réel 1 — € n’est pas un majorant de [0; 1].

M
==

O 1—e¢

La réunion des points et , montre que 1 est un majorant de [0; 1] et que c’est le plus petit. Le réel 1
\est donc la borne supérieure de [0;1]. y

Exercice S : Soient A et B deux parties de R non vides et bornées telles que A C B.

Montrer que inf(B) < inf(A) et sup(A) < sup(B).

Correction : inf(B) esb un minoramt de B done wn mimcrank de A, [LO)I/ Wﬁ inf(B) < inf(A)
minf(A)%thP@qa%nomddeWmmb@deA.

De mome, sup(B) majone B, done majone A e%afwﬂe/mt, dot sup(A) < sup(B) can sup(A) est le rfua P@m

Fonctions bornées

~

Définition 4 (Fonction rornées) - Soient I un sous-ensemble de R et f: I +—— R.

m Une fonction f est dite majorée sur I lorsqu’il existe un réel M tel que :
Veel f(x) <M
Le réel M est alors appelé un majorant de f (sur I).

On appelle alors borne supérieure de f sur I, notée sup(f), le réel
I

Sl;.p(f) =sup{f(z), z € I}.

m Une fonction f est dite minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que :
Veel, f(z) >m.

Le réel m est alors appelé un minorant de f (sur I).

. .
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On appelle alors borne inférieure de f sur I, notée irllf( f), le réel

irllf(f) =inf{f(z), z € I}.

= Une fonction f est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Exercice £ : Soit I un intervalle de R et f, g € F (I;R).

Démontrer que si f et g sont majorées alors f 4+ g est majorée et

sup(f +9) < supf + supg (XI1.1)

Donner un exemple ou I'inégalité (XII.1) est stricte.
l Démontrer que si f est majorée et g bornée alors Sup( f+g) > sup f+ 1nf qg.

Correction :
‘ Soit €1 Ona, f(z)+g(z) < supf—&—supg.

Done f—|—g%tmaao)wemletma,sup(f—|—g) bupf—&-bupg

%w%bdewdﬂ&@m% f:cos&g:smmlzﬂ?,
Hore bup(f—&-g)—supfcos(m—Z) \[<2—bupf—|—bupg

Run touk @ de T, f(z) = f(x) + glx) — g(2).
Done f(z) < sup(f+g infg puin sgpf<sgp(f+g)—irllfg-
&Kwsup(ﬁg) buprrmfg

@ TOPOLOGIE DE R

I11.1} La droite numérique achevée

La propriété de la borne supérieure est un outil puissant mais présente tout de méme un gros
inconvénient. On aurait préféré ’énoncé suivant : « Toute partie de R posséde une borne supé-
rieure. »

Que manque-t-il & R pour que ce résultat soit vrai? Pourquoi R lui-méme, par exemple, n’a-t-il
pas de borne supérieure ?

Réponse : parce qu’il n’a pas de majorant. Eh bien rajoutons-en! Donnons-nous pour cela deux
objets mathématiques quelconques extérieurs a R (par exemple i et —i) et notons les +00 et
—o0. Peu importe qui ils sont, ce qui compte, ce sont les regles de calcul que nous allons leur
imposer. En principe, ces régles devraient vous paraitre naturelles.

Définition S (Droite achevée R) :  L’ensemble RU {—o0;+oo}, noté R, est appelé droite
numérique achevée.

On étend a R la relation <, I'addition + et la multiplication x de R de la facon suivante :
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\
Prolongement de 'ordre : Vz € R, —o0 < z < +00.
Prolongement de ’addition : Vz € R,
o (4+00) + =z + (+00) = +o00. o (400) + (+00) = 400
o (—o0) + z + (—o0) = —o0. o (—00) 4 (—00) = —00
Prolongement de la multiplication :
1 1
o = — = 0
+00 —00
Vz € R\ {0},
+oo siz >0
’ $X<+OO)_<+OO)X$_{ —o00 siz<0
cexioo = (o xa={ 13 5120
. .

L’ensemble R devient ainsi un ensemble totalement ordonné. De plus il posséde un maximum 400
et un minimum —oo.

On prendra garde au fait que nous n’avons pas totalement défini de loi de composition interne
dans R puisque nous n’avons pas défini

® 0% (£0) * (—00) + (+00) * (—00) = (—o0) o I
+00
qui restent des formes indéterminées.

Les regles de calculs définies ci-dessus auront leur utilité dans la section sur les limites.

Remarque : Ainsi définie, la droite réelle achevée n’est qu'une notation commode, qui permet
d’éviter de séparer les cas entre un réel et 'infini dans les énoncés.

Par exemple, les intervalles ouverts seront ceux qui s’écrivent ]a ; b[ avec a, b € R.

Il n’est pas trop dur de montrer que les majorants/plus grands éléments/bornes supérieures que
nous calculons dans R sont encore des majorants/plus grands éléments/bornes supérieures dans
R, mais certaines parties qui n’avaient pas de majorant /plus grand élément /borne supérieure se
trouvent maintenant en avoir.

— L’intervalle R, est majoré par +oo dans R et y admet méme +oo pour borne supérieure
alors qu’il n’était pas majoré dans R.

— L’ensemble vide admet tout élément de R pour majorant dans R.
Comme R admet —oo pour plus petit élément dans R, alors () admet —oo pour borne
supérieure (dans R)!

Plus généralement, la propriété de la borne supérieure s’énonce avec plus de pureté :

Proposition S - Toute partie de R posséde une borne supérieure et une borne inférieure
dans R (éventuellement 400).

En outre, si les bornes supérieure et inférieure existent dans R alors elles coincident avec leur
homologue dans R.
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Preuve:%AMWMRJOIMM.?MQM%MWM@AM
|_E%tmédmm{+oo} L.e.&L&@M@i@wm@&ﬂ@WWﬁW%@&Wcﬂmd@)@

+00.

Intervalles de R

La relation d’ordre permet également de définir la notion d’intervalle.

En effet, qu’est-ce donc d’autre qu’un ensemble de valeurs a la fois inférieures et supérieures a
deux bornes :

( N\
Définition & : Soient (a;b) € (ﬁ)z.
On définit les ensembles suivants :
o [a;b]z{xeﬁ/agxgb} o]a;b]z{xeﬁ/a<x<b}
. [a;b[z{xeﬁ/a<x<b} o]a;b[z{meﬁ/a<x<b}

On appelle intervalle de R toute partie I de R vérifiant :

Ve,yel, e <y = [z;y] CL
\. v

Un intervalle de R est donc une partie de R qui, quand elle contient deux points, contient aussi
toutes leurs « valeurs intermédiaires ».

4 N\
Exemples 3 :

= Lorsque a,b € R, on appelle segment ’ensemble [a;b] C R :
{Sia<b7 [a;b)={z eR/a <z <b}

Sia=b, [a;a]={a}
Sia>b, [a;b=10

D et {a} sont dits intervalles triviauz de R. Ce sont les seuls intervalles de R qui soient finis.
3
m Z n’est pas un intervalle de R car 1, 2 € Z mais pas 3 eZ.

= R* n’est pas un intervalle car —1,1 € R* mais pas [—1; 1] qui contient 0 ¢ R*.
Q n’est pas un intervalle de R (¢f. corollaire (13.1) ).

Théoréme L (Caractérisation des intervalles de R) :  Les intervalles de R sont
exactement les ensembles
[a;b], [a;b], Ja;b] et |a;b[ pour a et b décrivant R.

Les intervalles [a;b] et Ja;b[ avec (a;b) € (F)Z sont respectivement dit fermé et ouvert.
Preuvezgmwawdmmww@%mmﬁ@%mm&mmm
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Soient z,y € [a;b] tels xéy.ﬂtmmwﬂue[x;y]c[a;b[.

O Vieclziy a<z<t<y<b

@o«wte[a;b[et[x;y]C[a;b[W%b@imvwmmManQ@.
%W@Mlmmﬂe@?amwlwd@Q'mmww
Pheo@dgnl’/m.

W?W@'mm@wmbd:a.
@nd.«bhﬂ\%«w‘iﬁqmmm
CasoflaEIetbGI:J\ﬂawnbwmwlz[a;b].

- %mlebtwwim@woﬂﬂeetwa,bGIaﬂo’m[a;b]CI.

- %mamletbnma'onel,VIEI,agxgbb.e.IC[a;b].

Rn double indusion, T = [a;b).
CasoﬁaEIetb%I:J\ﬂaoznbwnbﬁuelz[a;b[.

/

—Sooibe[a;b[.eommex<bzsup(I),xmmaa’ohe]m\bI:Hb/EIt&o[wel’gb
L.e.a<x<b/cvweca,b/61.

Comme T etk wn inbervsalle alorws €T ek [a;b] C L

—%W&M$EI.€mamletbmaabwl:a<x<b.

@m,xelofo)w?uebgél.
Done a <z <bie x€lash] et 1C [asb]

R doullle indlusion, T = [a;b].
Casoﬁagéletbelz@nd%m%@@o,m&nemm@wwlz]a;b].

Casoﬁagéletbgél:@md@mn&ew»@imﬂuelz]a;b[.

\
Exemples 4 (Classification des intervalles de R) :  Les intervalles de R sont :
» l'ensemble vide &,
= ’ensemble R tout entier,
u les singletons {a}, avec a € R un réel,
u les segments [a ; b], avec (a;b) € R? tels que a < b,
m les intervalles ouverts |a ; b[, avec (a;b) € R? tels que a < b,
= les intervalles semi-ouverts ou semi-fermés [a ; b] et Ja ; b], avec (a;b) € R? tels que a < b,
= les demi-droites fermées [a ; +00[ ou |]—00; al, avec a € R, définies respectivement par
[a;+oo[:{m€R/m>a} et ]—oo;a}:{meﬂ?/mga},
u les demi-droites ouvertes |a ; +00[ ou |—o0; af, avec a € R, définies respectivement par
]a;+oo[={m€[R/m>a} et ]—oo;a[:{a:E[R/cc<a},
. V.
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g

I11.3 | Voisinages

Comme on a pu le constater, la distinction souvent nécessaire entre un point fini et les deux infinis
amene parfois, comme dans les théoremes sur les limites, a considérer plusieurs cas.

Pour les études pratiques, ce n’est pas génant : il suffit de considérer le cas qui nous concerne
mais pour des études plus théoriques, notamment pour établir des propriétés générales, il peut
étre plus commode d’avoir une description plus uniforme, évitant d’avoir a distinguer entre un
grand nombre de cas. C’est 1a qu’entre en jeu la topologie [/

Le concept de voisinage n’est pas au programme de PTSI, mais nous ne le regretterons pas.

( \

Définition 7 (Voisinaae d'un point) :  Soit a € R = RU {+o0}.

On appelle voisinage de a, noté V(a), toute partie V .C R telle que a € V et V contient un
intervalle ouvert contenant a.

AeV() < FeeR, Ja—c;a+e[CA.

Les voisinages peuvent étre un tantinet compliqué mais, intuitivement, le point a est non seule-
ment dans A, mais il lui reste un peu de place autour.

\
Exemples S (Exemples de voisinaaes) :  Soit a € R.
Les voisinages de a sont les intervalles de la forme :
m Ve € R, Ja—e;a+ ¢[ est un voisinage de a.
! I
1 ‘ L
a—¢ a a+e
m VA ER, ]A;+oo[ est un voisinage de +oo.
1
p
A
m VA ER, |—00;A[ est un voisinage de —oo.
r
L
A
. V.
( )

Exemples & :
m [0; 1] est un voisinage de 0,2 : prendre € = 0, 1 par exemple.
m [0;1] est un voisinage de 0,98 : prendre € = 0,01 par exemple.
= [0;1] n’est pas un voisinage de 1 : pour tout € > 0, ]1 — ;1 + [ déborde a droite.

[0;1] est voisinage de toute réel a vérifiant 0 < a < 1 : il suffit de prendre € = min{a, 1 — a} (la plus
petite des distances de a aux bornes de [0;1]).

D’une maniere générale, les voisinages permettent de donner un sens a la notion de localité de
certaines propriétés comme la continuité, la dérivabilité, ..

|3]. En mathématiques, le mot topologie désigne I’étude des propriétés de continuité des fonctions, de limite des
suites, ...
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Détinition 8 (Propriété vraie dans un voisinace) :  Soit P(z) une proposition dépen-
dante de x € R, et soit @ € R.

On dit que P est vraie au voisinage de a lorsqu’il existe un voisinage V, de a tel que :

VeV, P(x) est vraie.

Considérons une fonction f définie sur un intervalle I. On dira, par exemple, que @ est un maximum
local de f sur I si, et seulement si il existe un voisinage V, de a tel que f admette un maximum
global sur INYV,,.

( )
Théoréme 1 (Lenmme de séparation) :

Pour tout a € R, I'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a :
VvV, V, €V(a), ViNV, € V(a).

Deux points distincts de R possedent des voisinages disjoints :

V(a;b) €R, a#b = 3V, € V(a),3V, € V(b) tels que V,NV, =2.

Preuve :

|_ SoouynbaEﬁdivl et V, d&wouo«bumcae@dea

Cas ott a € R : I ecciske deuco néds £,,65 > 0 powy w la—e;a+e C V, &
Ja—eyia+e,[ CV,.
&MEzmin{el,%}, iﬂ%bcﬂmno[km]a—s;a—i—s[c\/lﬂ\/?
gDom,o, VIQVQ%JJ@Lemmew%edea.

Cas ol a = 400 : %mbbedmhépijl,A2Pme%ﬂua&)]A1;+OO[CV1 et JAy;4o00[ C Vs
av?,obaml?A:maX{AI,AQ},LQ%JJCQOJWO[U@]A;—FOO[CVI NV,.
SDOIM/, VlﬂVQ%t&M\,wn,Mmoxaedea.

Casoﬁa:—oo:?dmﬁﬂue,d,rnéoédmwmmh
[2] Fotent a,b € R deucs neells distindin. Jans perte de génsnalites, on peut suppasen a <.
b—a
3
gom/meuouzwjVa%tmmmfaedea,vbmumm%edebetvaﬂvb:@.

Casoﬂa,bE[R:?Pome:

>0,Tmea:]a—s;a—l—a[etVb:]b—s;b+a[.

et
-
b~ ™ |
e

3 3 3

Casouac€Ret b:+00=%ﬁw%&tdepﬂbmvaszl;ale[d:Ver:]a+2;+oo[.
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eom/meuou&b, Vae)abwn,uomA'm%edea, V+Oomuwwnaxaede+009tvaﬂv+oo:@.

el

—

Remaraue : Une autre maniére de voir Passertion ([2]) est d’écrire : Soient a et b deux éléments

de R. Si a < b alors il existe un voisinage V,, de a et un voisinage V, de b tels que :
VeeV,etyecV,, z<uy.

Ce théoreme permettra, entre autre, de démontrer 'unicité de la limite d’une suite ou d’une
fonction en un point de R.

Une derniere notion qui nous sera utile par la suite avant de nous arréter :

( R

Définition 9 (Ouvert) :  Soit U une partie de R.
On dit que U est un ouvert si, et seulement si U est un voisinage de chacun de ses points :
AV eV(a), VCU.

VaecU,| ou
deeRi, Ja—e;a+e[CU.

Intuitivement, tous les points de U ont un peu de place autour d’eux.

e N\
Exemples T :

m Jest ouvert, puisqu’il n’y a méme pas de point a a tester, c’est donc tout bon.

= un ensemble de cardinal fini ne peut pas étre ouvert (dés qu’il y a un point a dans U, il y a alors dans
U un intervalle entier Ja —e;a + £[)

= N et Z ne sont pas ouverts : leurs points sont isolés.

m Tout intervalle ouvert |b; c[ est ouvert !

A . (a—b c—a
<pour a vérifiant b < a < ¢, on peut prendre € = min 5 3 )

= R est ouvert.
= Une intersection de deux ouverts U et V est encore un ouvert.

= Une réunion d’ouverts est un ouvert. En particulier, toute réunion d’intervalles ouverts est ouverte.

Derniere petite remarque complétement hors-programme avant de quitter ce paragraphe. C’est
précisément I’ensemble des ouverts de R qui s’appelle une topologie. Celui-ci devient alors un
espace topologique.

Doter R ou un un ensemble d’une topologie revient donc a le munir de tous les outils nécessaires
a I’étude des limites, de la continuité, de la dérivabilité,.. en un mot, tous les outils nécessaires
pour faire de ’analyse!
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OPERATEURS REELS

Q OPERATEURS REELS

|IV.1| Valeur absolue

La relation d’ordre permet de doter R d’une norme :

P
Détinition IO (Valeur arsolue) :  Soit = € R.

La valeur absolue de x est le nombre réel noté || défini par :

r si x>0,
2] = max (z; —=) = |
—x si x<O.

Remaraue : Une partie A est bornée si, et seulement si IM € R, tel que

VaeA, |z] <M.

Figure XII.1 — z +— |].

Mé-thode 2 (E quation avea Ia valeur agsolue) :
Joienk a € R & 7 € R,.

|t —a|l=7r < z—a=7r o zT—a=-r

|m—a\<r<:>—r<x—a<r ow {

|t —al>2r < z—a>2r ou zx—a<-—T
\.

€T —

a
r—a

Exenple 8 : Ecrire |z — 3| — |z 4 2| sans valeurs absolues.

On se ramene a la définition :

-3 iz>3 2 ix>-—2
|$_3|: a3 s%a:/ ot |50+2|= x + sTac/
—xr+3 siz<3 —r—2 six<-—2

Le mieux est de représenter la situation par un tableau :
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( )
43 -2 3
|z — 3| 3—=z 3—2zx O x—3
|z + 2| —r—2 0 z+2 x+2
|z — 3| — |z + 2| 5 1-22 -5
5 si & €] — oo, —2]
e —3|—|z+2/=¢1—-2z size[-2,3]
-5 si x € [3, +oof
. v
s N
Exemnple 9 : Résolution de I’équation |z — 4| = 2z + 10 d’inconnue x € R.
rx—4=2x+10 sixz >4 r=—-14 six >4
|xt —4| =22+ 10 < < ou < <ou
4—x=2x+10 siz<4 r=-2 six<4
Comme —14 ¢ [4, +o0], il ne subsiste qu'une seule solution : . = {—2}.
\
( )
3
Exemnple O : Résolution de I'inéquation |z — 2| < = d’inconnue x € R*.
a3
"y . . 3
On remarque que l'inéquation n’a pas de solution dans R* car — < 0 pour tout x < 0 alors que |z — 2| > 0.
x
On restreint donc notre résolution a R?.
3 3 3
lt—2|<—- & ——<z-2<—- <= 3<z(z—2)<3
x x T z>0
0<z?—-2x—-3 rER. car A=—-8<0
<~ et <~ et
(z+1)(x—3)<0 z€]-1;3[NRL
En conclusion, . =1]0;3|. )
x| < r
I I
L w 1
—r Y /
lz| > r

Figure XIL.2 — |z| < r et |z| > r.

Exercice T : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

|[4x — 5| = 3. |4z — 5| < 3. |22 — 7] > 1.

Tout de suite, quelques propriétés évidentes mais importantes a retenir :

Soit x € R.

Proposition 8 (Propriété de la valeur apsolue) :
La valeur absolue est positive.

|z >0
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r N
2] [z]=0 <= =0 La valeur absolue est définie.
|—z| = |z] La valeur absolue est paire.
@ —lel <z <al.

Va2 = || La valeur absolue dérive d’'un produit scalaire.

\

En particulier,

4 )
Corollaire 8l :

m De la définition, |z|=|y| <= z=y ou zx=—y.

m De la parité, on n’oubliera pas que |z —y| = |y — |-

m Du lien avec la racine carrée, on démontre aussi que

V(@) €/ faul = fallyl ot ¥ (@in) e Rx R[S = 0
~
Enfin, et de loin la propriété la plus importante :
[ Proposition 9 (Inéaalité trianaulaire) :  Pour tous réels x et y, on a : |
2] = [yI] < | + 9] < J2] + [y (XIL2)

Avec égalité si, et seulement si x et y sont de méme signe.
\\

Remaraue :Sixz # 0, dire que x et y sont de méme signe est équivalent & dire qu’il existe un

T
réel A\ positif tel que x = Ay puisque = = (—) y. Siz =0, A = 0 convient.
Y
LA

>0
On retrouve ainsi, écrite plus simplement, la méme condition d’égalité que pour 'inégalité trian-
gulaire complexe.

Preuve : Soionk 7 of y dewcs nédls. On o -
|_ |z +y)* = (x4 y)? = 22 + 2ay + 2
< ol + 20zl y| + Iyl
(J2l + Iy])”.
@W&»Wmde&Lle—)ﬁmﬂh,mo@umwaﬂww
|z +y| < laof + [yl
o [z|=let+y—yl<lz+yl+ly = lz[—ly<|z+yl
ed [y =lr+ty—z|<|ztyl+z] = |y —|z[<|z+y|

amoowo&morn,, |$+y|%bbu11,éjum)baumdmmnomﬁ)m|x|—‘y‘d&—(|x’—‘y‘)dmod,&w)umam

ve.

|2l = Iyl <o+l
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Dioas b nevulbal encompls -

121 = lyl| < [+ 9] < J2] + Iyl
%aﬂ%@éﬂaﬁm%@mmw:wm>owetwfmmtmxexymdem@m
QAAa/rw.

Exercice & : Résoudre I'équation |z +y|+y = |z —y| —v.

Représenter graphiquement 1’ensemble des solutions.

Les propriétés (| 1]), ((2]) et (XIL.2) font de la valeur absolue une norme sur R.
Soit E un ensemble. On dira qu’une application N : E +— R, est une norme (sur E) si, et
seulement si
Séparation : Vze€E, N(z)=0 < z=0.
Absolue homogénéité : V (\;z) € R x E, N(Az) = |A| N(x).
Inégalité triangulaire : V (z;y) € E2, N(z +y) < N(z) + N(y).

Ainsi doté, on dit que 'ensemble (R, | |) est un espace normé.

Un espace normé est, en particulier, un espace topologique puisque la norme permet de redéfinir
les ouverts précédents.

Par exemple, Va € R, et e € RY, Ja—e;a+e[={z e R/ [z —a| <e}.

La fonction x — |z| est définie et continue sur R.

La fonction z + |z| est dérivable sur |—o00;0[ et ]0;+oo[ ou elle est respectivement
décroissante et croissante.

ATTENTION I La fonction = +— |z| n’est pas dérivable sur R.

Preuve :
|_ — Run o contimuits, on uhilise lo nellation (X11.2)m&mgmm=
| =yl < |z —yl.

- ﬂ’m&md@maﬂ«!@beger&uw@abdwm

z st x20,
|z = :
—x st x <0.

ﬁno,@@mhﬂede@@mﬂwnaﬂm&emmmmmwwwy:—m
&y:x.%we&mwm@oﬁ%
1

Une autre maniére de définir ou de voir |z| est d’écrire |z| = d(O,M) ou M est le point de I'axe
réel d’abscisse z.
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Figure XII.3 — Courbe représentative de = +— |z| sur R.

Définition Il (Distance) :  Soit (z;y) € R2.

On appelle distance entre x et y, noté d (z;y), le réel |z — y|.

V (z5y) € R, d(z5y) = |z —yl.

Plus généralement, soit E un ensemble. On dira qu'une application d : E x E +—— R, est une
distance (sur E) si, et seulement si

Symétrie : V (z;y) € E?, d(z;y) =d(y;z).
Séparation : V (z;y) € E? d(z;y) =0 < z=y.
Inégalité triangulaire : V (z;y;2) € E3, d(z;2) <d(z;y) +d(y;2).

On dira alors que (R, d) est un espace métrique. En particulier, les espaces normés sont des
espaces métriques.

De plus et on peut redéfinir les ouverts de R a partir de la distance :
VaeR,VeeR,, Ja—c;at+e[={zeR/d(x;a)<e}.
Un espace métrique est donc aussi un espace topologique.

Si tous les espaces normés peuvent étre munis d’'une distance en posant
ATTENTION d(x;y) = |x — y|, toutes les distances ne dérivent pas d’une norme i.e. tous les es-

paces métriques ne sont pas des espaces normés.

Exercice 9 : Compléter le tableau suivant (NB : e > 0) :
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Valeur absolue Distance Inégalités | Intervalle(s)

|x —2] <3

d(z,—1) =5

1<ze<<?2
J—5,9]
10<x <11

|z +1| < -1

d(z,a) <e

} Partie entiére

dneN, y<nz.

Théoréme Il (R est archimédien) : L’ensemble R est archimédien i.e. Vo € R%, Vy € R,

Figure XII.4 — R est archimédien.

Preuve:%y<x,£w%xbde[vwnmn:1.

@mwid@waQoerwb$<yebwﬁwbmwQewnbmdemwau&

VneN, nz<y.
@nwﬁd@waﬁoﬁbAZ{ﬂ&?/ﬂGN}.
— A%WW@RWWW@Q@@MI%‘ZZE.

@WQ@ théoréme (3), A admeb donc wne borne bupériewne @ = Sup (A).

ecvm/mea—x<a,oﬂoh.bj de,a,a—l‘fm'ebb wn i deAL.e.LQ%dbb@u/m
Tuah, Fcut»

mﬂmnoereJZo[uea—x<n0m = a< (ng+ 1)z
@otnvnw(n0+1)l‘€‘&cecbcombwdib?adé%mmmdea.

&WAmwmmémmanemeﬂwy<m.

—

Corollaire lll : Pour tout z € ]1;+o00[ et tout y € R, il existe n € N tel que y < z™.

Preuve : % y <0, lo nénulliab est immédiat anec n =0 ow n = 1.
|_50uﬁm,om@y>0. HMore, y =In(y) € R L 2" =In(z) € RE.

@'W%Wdﬁmﬂmédem&m@newdw

y <nz’ <= In(y) <nln(z)=1In(z").
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( Y
Définition/Théoreme [2 (Partie entiere) :  Soit x € R.

Il existe un unique entier p € 7 tel que :
pLar<p+1. (XII.3)
Cet entier, noté |z] ou E(x), est appelé partie entiére de x :

VeeR, |z]<z<|z|+1.

Figure XII.5 — = +— |z]

Notamment, Vo € R, 2z —1 < |z] <z < [z] + 1.

Preuve :
Existence:ﬁsziﬁm@bdeWp:O

%rwryrmmwA:{nEZ/x<n+1}.

A%bmwde&ve%e@

~ S r<0dbow0eA.
- %x>oijwoMRVnm£m@mmmeLn@QﬁwI<nxl:n<n+1

L.e.APmbéd.eo,wM/nbu/n,éﬂéjmmw.
@wmboub@%mAebthmmmmd&
@erfw@,A%Lmronx—ldmoAvmédeume@dm@w%éMMC:inf(A).

1
D , 1 . 0o .
dee%m&m;deq()eheeﬂC+2mmmmeFQbAdom£mbbeummp€A&£w
< —.
c\p<c+2
1

5%C<p,cﬁohbpmmwme?aaAb.e.iﬂmbl',enlEAC@Q,%@CQHI<]9<C+2.1€®C}AM
%taﬁbuhdempetnlw&dmmdeMmmwumWedggwmﬂumi
@n%déduitﬂuep:C:inf(A)EA.@omCZIHiD(A).&quUM»&e% ce /.
@QFQMA’ c—1<cdowc—1¢A = z>(c—1)+1=c
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&\,ooam&xm'mycéx<6+1.
UniCité:O«vw,M\obegewnbwA/wetdmm@nMpl el Dy be?b,w

z<p +1 (XIL4)
T<py+1l <= —py—1<—x<—p, (XIL.5)

En sommant (XIL4) e (XIL5), on obtient :
PI—P—1<0<p, —py+1 <= |p, —py] < 1. (XIL.6)

%WMPldpQM%mmmp&e%tMWdlmm
éca,ou/aob.e. P = Do et@lum,i;oibé.

Exemples | © |5] =5, |-2] =—2, 7] =3, |-7] = —4, |e| =2, |—e|] = —3.

I |—7,3] = —8 et non —7.

Exemple [2- : Soient T > 0 et z € R. A quelle condition sur n € Z, a-t-on  —nT € [0; T[?

z—nTe[0;T] <= 0<z—nT<T < n<%<n+1.

T
Par définition de la partie entiére, ’entier LTJ convient.

A retenir, donc :  x — L%J T e[0;T].

Exemnmples [3 :© Soient € > 0 et A > 0 fixés.

Le mot « rang » désigne ci-dessous uniquement des entiers naturels.

N 1
= A partir de quel rang est-il vrai que — < e?
n
Py - . 1 N . 1 1
Cette inégalité est vraie si et seulement si n > —, donc a partir du rang | — | + 1 car | — | est le plus
€ € €
PO 1 1
grand entier inférieur ou égal a =
= A partir de quel rang est-il vrai que n2 > A ?

C’est vrai si et seulement si n > v/A, donc a partir du rang L\/KJ + 1.

N 1
= A partir de quel rang est-il vrai que on <e?

1 1 1
C’est vrai si et seulement si 2™ > — <= n > —%, donc a partir du rang maX{O, {—%J + 1}.
n n

€
L Pourquoi ce « max » ? Parce que nous cherchons un entier naturel. y

De la démonstration, on obtient une caractérisation trés importante de la partie entiere :

Corollaire 12~ : Pour tout « € R, |z] est le plus grand entier relatif inférieur ou égal & x.

VkeZVzeR, k<z = k<|z].
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Mé-thode 3 (Utilisation de la partie entiére) :
Sient k€ Z &£ T €R.

&e%e@%k<$o%k%bmm@um@eﬁ%ax%%tmrﬂqawﬁw@eww
@nnmm@enm@wakgm

Exercice IO :
[1] Montrer que: Va,y €R, z <y = [z] < [y].

Que peut-on en conclure pour la fonction partie entiere ?

[2] Soit z € R. Calculer |z] + [—z].

[8] Montrer que : Vz,y € R, |z +y| — 2] — |y] € {0,1}.
At-onVzeR, VyeR, |z+y| = |z]+ |y]?
[4] Montrer que: Vo € R, Vn €N, [z +n] = [z] +n.
( )

Proposition 2 (Propriétés de la partie entiere) :
= Pour tout réel x et tout entier n € Z, on a [z +n| = || +n.

= La fonction z > = — |z] est 1-périodique.

La fonction x — |x] est :

m croissante sur R,
= constante sur tout intervalle de la forme [n;n + 1[, n € Z,

= continue sur R\ Z,

= continue a droite mais discontinue a gauche en tout entier n € Z.

Preuve :
Joient z €R o k € Z.
- |lz] <z done |z] +k<z+k

{SUJ—i—kébambummﬂgLMu@é'umdx—i-]@dl{:C—i—kJ@er,@qu%)mmdoLlembweuogoma:

lz) + k< |z + k. (XIL7)

E kJ—kmmmeéw%m@xet @er,@qb%nwnd/d/e/nbwmma:

<
lz+k| < |z|+k (XIL8)
De (XIL7) o (XIL8), on obbient gmo?ymr le. nenulat :

lz+ k| = |z] + k.
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&Wmm%tmnﬂwwmmw%wmme%tme
?o@nbm,yeﬂ?b&u%uex<y.

Mow, 2] <2<y {xJ%wame{%@umdy.%@LVn%aumm[&wW

dentre ewce soil |y| ef on o :
lz] < [y]-

@m%mwm&m@mmmmm.

Exercice | : Représenter la fonction z +— = — |z].

LS L

x> —|x].

Correction :

"/

Q NOTION DE DENSITE

Place des rationnels et des irrationnels dans R

Théoréme I3 (Q et CrQ sont denses dans R) :

Tout intervalle Ja; b[ non vide de R rencontre Q et CyQ.

Moralité, il y a ainsi toujours un rationnel entre deux irrationnels distincts et un irrationnel entre
deux rationnels distincts.

Les ensembles Q et R\ @ sont imbriqués 'un dans 'autre un peu & la maniere d’une fermeture-
éclair mais partout et aussi pres les uns des autres que ’on veut.

Visualisez bien le paradoxe : @ est grand dans R mais son complémentaire aussi. Contre-intuitif
s’il en est !

Preuvezﬁmmmmw]a;b[mmw@mm@
Joient & ef y dewco doments de Ja; b[.
%@'mwme&wmmeﬂet@'mmnwmj&&w@mamm
[2] Fils sont tous dewos nationmelly tels que - <, il sufit diecdiillen, un innationnel entre eucs

(y —x)V2
R

€m0<g<l,£eotcﬂomwze]x;y[.

g)obomb/ 2=+
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SDeerzMW@mMmmmWﬁ:weQ

[3] Fils sont tous dewco imnationnels tels que @ < g, il sl de trouser un nationnel entre euco -
%meu@mwmmwmemmw@u@o’mggwm@
]x;yLﬁmm&@MmWunﬁw?@my—xmwa(1]4,9

1 1
0<§<y—x —= — <q.

@nrmqu—{yl J+1
&W@,O<g<y—x = 1<qly—x).

?ma%wpz[qxj(z}p Sgr<p+l<gr+1<qgr+qly—z)=qy.

, 1
@ou:v<]i<y.
q

@ym/me p+1€Q£W@{ML Q@Ww

Corolisire 3] : Vz € R, Ve € R,

m JgeQtel que |z —g| <e. m 3r e R\Q tel que |z —r| <e.

On dit que R est adhérent a Q et a R\ Q ou que Q et R\ Q sont denses dans R.

En termes simples, une partie dense de R est une partie de R qui est un peu partout sans étre
forcément tout.

Preuve : Bun tout £ € R, |z — ;2 + €[ enb un intewsalle non vide de [R.%w%»td}aﬁ%um
le théoréme (13).

Corollaire 132 :

Tout réel est la limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.

Preuve : Hoib 7 wn nombre neel.
Rx@@&%d@wﬁamd@WMam
SOMOL'W& théoréme (13),Foumtoubmés£xettoUtMn€D\l*,@bnb@wua%e}m—i;x—i—i[
conbient un nakionnel y,, b wn vabionnel z,.
On consbuib aimsi dewcs suikes (4, ) pens & (2 )men mex Lune de nationnels, Lautre
d'rvakionnes. _I
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Exemples 4+ (Parties denses dans R) :

s L’anneau D des nombres décimaux : D = {%, peEZ, neE IN} (¢f. corollaire (13.3) ).
= N et Z ne sont pas denses dans R.

|V.2 . Approximations décimales

N
Définition/Théoréme I3 (Approximation décimale dun réel) : Pour tout £ € R, le
, . |10z |
nombre décimal p,, =

0 est appelé approximation décimale par défaut de x a la précision
107" et on a :

pn<x<Pn+W-

|10z | + 1 , L L. ) L _
Le nombre —Ton est appelé approzimation décimale par excés de x a la précision 107"
\

Remarque :p, = [z].

Preuve : foit 2 €R b n € N.
.)O(Jeohb,, LlOn:UJ M@Wmdw

10" 10"z] + 1
1075] < 1070 < [1072] +1 < 02 L0+ 1

o 10"

-

\
Exemple IS (Approximation décimale de V2) :

10"
Prenons @ = /2 et posons u,, = L 1OnxJ

m 12< 2?2 <2%donc 1 <z <24 10° preés et

ug = || =1 (partie entiére de ).
m (10x)% =200 et 142 = 196 < (102?) < 152 =225, donc 1,4 <z < 1,54 107! pres et

_ |10z 14
W= g T b

= (100x)% = 20000 et 1412 < (10022) < 1422, donc 1,41 < = < 1,42 4 1072 pres et

|100z] 141
Y2= 700 ~ 100 - DAL

KOn construit ainsi la suite (u,,),,o, des approximations décimale de V2 par défaut & 10" prés.

Exemple |6 3,1415 < 7 < 3,1416 4 10~* pres.

Corollaire 33 :

D est dense dans R.

Lycée Jules Garnier
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Preuve : %ot z €R o ¢ € R*.

W%W(pnztlfgnxj) des. approcsimations déamales pon dfout de .

ninN

?Po)vwn/ol’)wcbmm, VTLGD\LpHEDdJO/ma/:

1107 11072 + 1 1

Ll <o 00 <a—p, <.

o Tz < Ton — 0<z—p, < o
ewmkgﬁmﬁ—ojdc@%?a&md%mdmm@am(pn)neN oornw/%;eue)wx

&Wﬁ%wn>{&%(€)J+L|x—pn|<€:[D%Ldpmbedmol]?. _I

Remarque : Comme D C Q, c’est aussi une autre manieére de montrer que Q est dense dans R.

0™
Détinition/Théoréme I+ (Décimale) : Soit € R et, pour tout n € N*, soient p,, = L 10nxJ
et dn = 10n(pn _pn—l)‘
Alors d,, est un entier compris entre 0 et 1 appelé n-ieme décimale de x.
Preuve :On o
|_ 10"p,, = [10"z| < 10"z < [10"z| + 1 =10"p,, + 1. (XII.9)

& de leoncadnement
10" 1p, ;= [10" 2] < 10"z < 1+ 10" x| =1410""p, ,

%muﬁb‘\?z‘wn‘trml()ma[mb:

10"p,,_; < 10"z <104 10"p,,_;.

En muw;o/mb [ (—1),
—10"p,,_; —10 < —=10"z < —10"p,,_; (XII.10)

(XII.9) + (XII.10) 10™(p,, = Pp_1) —10< 0 < 10™(p, —p,,_1) +1
@fw en déduil,

d,—10< 0 <d,+1.

?MMWL, dn%menm%mx—lgdn<10mo<dn<9.

Remaraue :p, —p,_; = d,107", ce qui entraine, par télescopage, que :

k=1

Comme la suite (p,,),,c converge vers x, on écrit alors :

+00

d
-1
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Développement décimal infini du réel x.

En conclusion :

N\

A retenir | (Propriétés de R) :

m (R, +, X, .) est une R-algébre commutative.

m R est doté d’une relation d’ordre totale < qui permet de définir la norme |z| d’un réel
et la distance entre deux réels :

d(z;y) =z —yl

m La relation d’ordre permet de doter R d’une famille de voisinages ouverts. R possede
donc une structure d’espace normé et d’espace métrique.

R possede la propriété de la borne supérieure.

m R est archimédien. En particulier, Vx R, |z] est le plus grand entier inférieur a x :
lz] <z < |z] + 1

R est indénombrable.

R contient @ qui y est dense. De méme que son complémentaire et ’ensemble D des
décimaux.

En particulier, tout réel peut étre vu comme la limite d’une suite de rationnels, d’irra-
\_ tionnels ou de décimaux. J
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. de R, 32
Egalité
des produits en croix, 3 Q, 3
Ensemble
fermé, 13 R, 4, 28
totalement ordonné, 13 Propriétés de, 32
Espace Relation
métrique, 23 d’ordre, 5
normé, 22, 23
topologique, 18, 23 Segment, 14
Fonction Théoreme
bornée, 11 de la limite monotone, 9
paire, 21 Topologie, 16, 18, 22, 23

partie entiere, 25

valeur absolue, 20, 22 Valezl{)solue
fraction définition, 19
irréductible, 3
Valeurs
Groupe, 3 intermédiaires, 14
’ Voisinage, 16
Intervalle, 14 d’un point, 16
fermé, 14 de l'infini, 16
ouvert, 14
Inégalité

Inférieur, 5
triangulaire, 21-23

Majorant, 7
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