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Q NOMBRES ENTIERS, DECIMAUX, RATIONNELS

Rappels sur les rationnels

— Tout rationnel peut s’écrire de différentes manieres sous forme de fractions, par exemple
b 2—p = ..., mais tout nombre rationnel s’écrit de maniére unique sous forme de fraction
q q
irréductible i.e. sous la forme P avec p € Z, ¢ € N* et p et ¢ premiers entre eux.
q

L’égalité des produits en croix, caractérise ces classes d’équivalence :

a c a c

5 SN 2 d<:>ad bc avecb#0etd+#0
— L’ensemble Q est muni de deux lois de composition interne :

P _pd +1'q

/ /

q aq

+ et

/ /
P p. v _p
q q

¢  qq

Exercice | : Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple
possible :
3_ 13 2
= &:;)2 — (C;tbb) pour (a,b) € 72, distincts deux a deux.
6(n+1)
n(n—1)(2n —2)
2n + 2
n?(n—1)2

B:

pour n € N*\{1}.
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L’ensemble des rationnels est insuffisant :

En termes d’approximations numériques, @ peut paraitre suffisant en sciences appliquées. Le
probleme se pose lorsqu’on a besoin de connaitre la valeur exacte de certaines grandeurs.

Par exemple, peut-on mesurer dans Q la longueur de la diagonale d’un carré de c6té 17 D’apres
le théoréeme de Pythagore, cela revient a se demander s’il existe un rationnel dont le carré est
égal a 2, or nous avons déja établi que la réponse est négative : V2 ¢ Q.

Cette lacune de Q avait été remarquée par les Pythagoriciens, ce qui a conduit les mathématiciens
a introduire de nouveaux nombres, les irrationnels, en concevant un ensemble plus vaste que Q,
I’ensemble des nombres réels noté R.

|I.3| L’ensemble des réels

e 2
Définition | : L’ensemble des abscisses des points d’une droite orienté est I’ensemble des
nombres réels.

Q o) I M P
I 1 I I I ~
2 0 1 x m

L L’ensemble des nombres réels est noté R.

Les abscisses des points de la demie-droite [OI) appartiennent a R, .

Q RELATION D’ORDRE SUR R

Etre inférieur a

Définition 2 : Soit (z;y) € R2.

On dit que « z est inférieur a y » et on note x < y si, et seulement si y —x € R,.

Théoréme | :

(R; <) est un ensemble totalement ordonné.

En particulier, tous les éléments de R sont comparables :
Vir;y) R, 2 <y ou y<a.
Remaraues :

— La relation > est aussi une relation d’ordre total sur R.
— La relation < est définiepar r <y <= y—2 R} <= <y et z#£y.

ATTENTION I La relation < n’est pas une relation d’ordre car elle n’est ni réflexive, ni anti-symétrique.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIT : fe@mﬂrné/w& reels, ﬂ
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s

.Sla <betc<dalorsa+c<b+d.
.SlO\agbetog < d alors ac < bd.

a<b <= —b<—

Si a et b sont non nuls de méme signe alors a < b <~

S| =
N
ISl

Proposition 2. (Compatieilité de < avec + et x) :  Soient a, b, ¢ et d des nombres réels.

En particulier,

a<b <= VIER, a+A<b+ A
— VA>0,a<b <= da<< b et VA<0,a<b < Aa=>=\b.

ATTENTION L’assertion ne dit pas que la fonction inverse est décroissante sur R* mais seulement

qu’elle est décroissante sur R* et sur RY.
On ne soustrait ni de divise des inégalités!

3
5 mais 1—2>3-—05.

//\ //\

ATTENTION {

sont strictement positifs.

Exercice 2 : Soient a, b des réels strictement positifs.

bet \/E.

Ordonner les réels < +
b —al?

E Montrer que leur distance est majorée par Sab
a

Borne supérieure, borne inférieure

On pourra cependant les ajouter membre a membre ou les multiplier si tous les membres

p
Rappel | (Parties Bornées) :  Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

On dit que :
m A est majorée dans E lorsque : AM € E, Vo € A, x < M.

m A est minorée dans E lorsque : dAm € E, Vax € A, m < x
m A est bornée dans E lorsque A est a la fois majorée et minorée.

A admet un mazimum lorsque : b € A, Vx € A, x <
A a<

m A admet un minimum lorsque : da € A, Vx €

0€[0;1] et Yz €[0;1[, 0 <z donc O est le plus petit élément de [0;1].

M+1
Supposons qu’il existe M € [0; 1] qui en soit le plus grand élément. Alors M’ = Ml

et M’ € [0;1] ce qui contredit la « maximalité » de M.

Exemple | : L’intervalle [0; 1] admet O pour plus petit élément mais n’admet PAS de plus grand élément.

vérifie, M < M’

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels
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Il

Il n’existe donc pas de plus grand élément dans [0; 1].

Détinition 3 (Borne supérieure) :
m Soit A une partie majorée de R.

On appelle borne supérieure de A, notée sup (A), le plus petit des majorants de A.
m Soit B une partie minorée de R.

On appelle borne inférieure de B, notée inf (B), le plus grand des minorants de B.

ATTENTION I Les bornes inférieure et supérieure n’ont aucune raison d’exister.

Théoréme 3 (Propriété de la rorne supérieure) :

Toute partie non vide et majorée de R posseéde une borne supérieure.

Ce théoréme est faux dans Q.
Par exemple A = {q € Q", ¢? < 2} est non vide (elle contient 0) et majorée (par 10).

Si A admettait une borne supérieure a € Q :
1
ATTENTION — Si o? < 2, alors, on peut trouver un entier n tel que o + — € A ; absurde.
n

— Si a2 > 2, alors, on peut trouver un entier n tel que o — — majore A ; absurde.
n

— Si a? =2, alors a ¢ Q; absurde.

Conclusion, A ne possede pas de borne supérieure.

On prendra garde au fait qu'une partie A peut posséder une borne supérieure a sans avoir de
plus grand élément.

Réciproquement, si A possede un plus grand élément a, alors a = max(A) = sup(A).

Exercice 3 : Compléter :

min(A) | inf(A) | max(A) | sup(A)

A={1}
A={2 4}

A={%/nED\I*}

A={zeQ/2*><2}

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels 4_'
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4 N
Théoréme H+ (Caractérisation de la Borne supérieure) :  Soit A une partie majorée non

videde R et M € R.

M est un majorant de A
VM’ majorant de A, M < M’

{ M est un majorant de A
<~

M=supA < {

Vb < M, b n’est pas un majorant de A

VeeA z<M
Vee Ry, Jz, € Atel que M —e < z,.

\.

Exercice 4 : Sur le méme modéle, écrire une caractérisation de la borne inférieure.

Corolsire #+I (Borne inférieure d'une partie non vide et minorée de R) :  Toute
partie non vide minorée de R possede une borne inférieure.

Méthode | (Litilisation courante de la Borne supérieure) :
?MAWW@RWWMW@W\@W
g)owbmmmuﬁwsup(A)éMiﬁbu%;tdenwnbm: VaceA, a<M
Tmmwbﬂwsup(A)>Miﬁw%&tdembm: Jay €A, ag=M;

N\

Par définition, Vz € [0; 1], z < 1 donc [0; 1] est une partie non vide est majorée. sup ([0;1]) existe
d’aprés le théoréme (3) et on a :

Exensple 2. : L'intervalle [0; 1] admet 1 comme borne supérieure.

sup ([0;1[) < 1.

Soit € € R% quelconque. Montrons que 1 — & n’est pas un majorant de [0; 1].

1— 1
On sait déja que 1 —e € [0; 1], de méme que % =1- %

Comme 1 —e<1— % <1, le réel 1 — e n’est pas un majorant de [0;1].

L | | L
L 1 1 L

O 1—¢ 1

La réunion des points et , montre que 1 est un majorant de [0; 1] et que c’est le plus petit. Le réel 1

Kest donc la borne supérieure de [0;1]. y

Exercice S : Soient A et B deux parties de R non vides et bornées telles que A C B.
Montrer que inf(B) < inf(A) et sup(A) < sup(B).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels ﬂ
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11.3 ” Fonctions bornées

/Démr\i‘tiOr\ 4 (Fonction eornées) : Soient I un sous-ensemble de R et f: I+— R. \

= Une fonction f est dite majorée sur I lorsqu’il existe un réel M tel que :
Ve el f(xr) <M.

Le réel M est alors appelé un majorant de f (sur I).

On appelle alors borne supérieure de f sur I, notée sup(f), le réel
I

SI;p(f) =sup { f(z), z € T}.

= Une fonction f est dite minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que :
Vzel f(z) = m.

Le réel m est alors appelé un minorant de f (sur I).

On appelle alors borne inférieure de f sur I, notée irllf( f), le réel

iIIIf(f) =inf{f(z), x € I}.

\ m Une fonction f est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée. J

Exercice b : Soit I un intervalle de R et f, g € F (I;R).

Démontrer que si f et g sont majorées alors f + g est majorée et

sup(f 4+ g) <sup f +supg. (XIL.1)
I I I

Donner un exemple ou I'inégalité (XII.1) est stricte.
E Démontrer que si f est majorée et g bornée alors sup(f + g) > sup f + iIIIf g.
I I

@ TOPOLOGIE DE R

II1.1} La droite numérique achevée

( N\
Définition S (Droite achevée R) :  L’ensemble RU {—o0;+oo}, noté R, est appelé droite
numérique achevée.

On étend a R la relation <, I'addition + et la multiplication x de R de la facon suivante :

Prolongement de ’ordre : Vz € R, —o0 < x < 4o00.
Prolongement de ’addition : Vz € R,

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels ﬂ
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( )
Prolongement de la multiplication :
1 1
o = — = 0
+00 —00
Vz e R\ {0},

+oo sixz >0
—00 sixz<O0

o x X (4+00) = (+00) X =

—o0 sixz >0
+oo siz <0

L’ensemble R devient ainsi un ensemble totalement ordonné. De plus il posséde un maximum 400
et un minimum —oo.

On prendra garde au fait que nous n’avons pas totalement défini de loi de composition interne
dans R puisque nous n’avons pas défini

0 (20 CembGE) e R

qui restent des formes indéterminées.

Proposition S - Toute partie de R posséde une borne supérieure et une borne inférieure
dans R (éventuellement 400).

En outre, si les bornes supérieure et inférieure existent dans R alors elles coincident avec leur
homologue dans R.

Intervalles de R

4 )
Détinition b : Soient (a;b) € (ﬁ)z.
On définit les ensembles suivants :
o [a;b]z{xe?/a<w<b} O]a;b]:{xeﬁ/a<w<b}
o [a;b[:{xeﬁ/a<x<b} O]a;b[:{meﬁ/a<$<b}

On appelle intervalle de R toute partie I de R vérifiant :

Ve,zyel, e <y = [z;y] CL
N\ 4

( )
Exemples 3 :

m Lorsque a,b € R, on appelle segment I’ensemble [a ;b] C R :

Sia<b, [a;b]={zeR/a<z<b}
Sia=b, [a;a]={a}
Sia>b, [a;b]=0

n Det {a} sont dits intervalles triviaur de R. Ce sont les seuls intervalles de R qui soient finis.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels ll
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3
= Z n’est pas un intervalle de R car 1, 2 € Z mais pas 3 eZ.

R* n’est pas un intervalle car —1,1 € R* mais pas [—1;1] qui contient 0 ¢ R*.
Q n’est pas un intervalle de R (¢f. corollaire (13.1) ).

Théoréme b (Caractérisation des intervalles de R) :  Les intervalles de R sont
exactement les ensembles
[a;0], [a;b], Ja;b] et |a;b] pour a et b décrivant R.

Les intervalles [a;b] et |a;b| avec (a;b) € (ﬁ)2 sont respectivement dit fermé et ouvert.

\
Exemples 4 (Classification des intervalles de R) : Les intervalles de R sont :
» ensemble vide &,
= l’ensemble R tout entier,
m les singletons {a}, avec a € R un réel,
u les segments [a ; b], avec (a;b) € R? tels que a < b,
u les intervalles ouverts |a ; b[, avec (a;b) € R? tels que a < b,
u les intervalles semi-ouverts ou semi-fermés [a ; b[ et ]a ; b], avec (a;b) € R? tels que a < b,
= les demi-droites fermées [a ; +0o[ ou |—00 ; a], avec a € R, définies respectivement par
[a;—i—oo[:{aceﬂ?/ac}a} et ]—oo;a]:{xeﬂ?/xga},
u les demi-droites ouvertes |a ; +00[ ou |—o0 ; a[, avec a € R, définies respectivement par
}a;+oo[={x€ﬂ?/x>a} et ]—oo;a[:{:ceﬂ?/w<a},
N Wy

I11.3} Voisinages

( )

Définition 7 (Voisinaae dun point) :  Soit a € R = RU {+oo}.

On appelle voisinage de a, noté V(a), toute partie V C R telle que a € V et V contient un
intervalle ouvert contenant a.

AeV() < FeeR, Ja—c;a+e[CA.

\
( B )
Exemples S (Exemples de voisinaaes) :  Soit a € R.
Les voisinages de a sont les intervalles de la forme :
= Ve €RY, Ja—e;a+ e[ est un voisinage de a.
1 ! [
1 w L
a—¢ a a+e
m VA ER, ]A;+oo[ est un voisinage de +oo.
1
|
A
s VA €R, |—oco;A[ est un voisinage de —co.
\. v

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels ﬂ
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> =

Exemples b

[0;1] est un voisinage de 0,2 : prendre € = 0, 1 par exemple.
[0;1] est un voisinage de 0,98 : prendre € = 0,01 par exemple.
[0;1] n’est pas un voisinage de 1 : pour tout € > 0, ]1 — ;1 + €[ déborde & droite.

[0; 1] est voisinage de toute réel a vérifiant 0 < a < 1 : il suffit de prendre € = min {a, 1 — a} (la plus
petite des distances de a aux bornes de [0;1]).

Théoréme 1 (Lenmme de séparation)

Pour tout a € R, I'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a :
\V/V]_,V2 S V(a), V]. N V2 S V(a)

|zl Deux points distincts de R posseédent des voisinages disjoints :

v (a;b)EFZ, a#+b = 3V, €V(a),3V, € V() telsque V,NV, =2.

Remaraue : Une autre manictre de voir Vassertion ([2]) est d’écrive : Soient a et b deux éléments

de R. Sia < b alors il existe un voisinage V, de a et un voisinage V, de b tels que :
VeeV,etyecV,, z<uy.

Ce théoreéme permettra, entre autre, de démontrer I'unicité de la limite d’une suite ou d’une
fonction en un point de R.

( )
Définition & (Ouvert) :  Soit U une partie de R.

On dit que U est un ouvert si, et seulement si U est un voisinage de chacun de ses points :
IV eV(a), VCU.

VaeU,| ou
JeeRy, la—e;a+¢[CU.

s ™
Exemples T :

» J est ouvert, puisqu’il n’y a méme pas de point a & tester, c’est donc tout bon.

= un ensemble de cardinal fini ne peut pas étre ouvert (dés qu’il y a un point a dans U, il y a alors dans
U un intervalle entier |a —e;a + €)

N et Z ne sont pas ouverts : leurs points sont isolés.

Tout intervalle ouvert |b; c[ est ouvert !

As . [a—b c—a
pour a vérifiant b < a < ¢, on peut prendre € = min 5 ' 5 .

R est ouvert.

= Une intersection de deux ouverts U et V est encore un ouvert.
\§ 4

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels ﬂ
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= Une réunion d’ouverts est un ouvert. En particulier, toute réunion d’intervalles ouverts est ouverte.

Derniere petite remarque complétement hors-programme avant de quitter ce paragraphe. C’est
précisément I’ensemble des ouverts de R qui s’appelle une topologie. Celui-ci devient alors un
espace topologique.

@ OPERATEURS REELS

IV.lm Valeur absolue

( )
Détinition 9 (Valeur arsolue) :  Soit = € R.

La valeur absolue de x est le nombre réel noté |x| défini par :

r si x>0,
—x si x<O0.

|z| = max (z;—z) = {

Remarque : Une partie A est bornée si, et seulement si IM € R, tel que

VaeA, |z <M

Figure XIIL.1 - z +— |z|.

Mé-thode 2 (E quation avec la valeur agsolue) :
St @ eRe reR,.

|t —a|l=r < z—a=r ouw zxT—a=-r

xr —

x€r —

|w—a|<r<:>—r<:v—a<r ow {

lt—a|>2r < z—a>2r ouw zx—a<-T

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels £I
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N\

Exemple 8 : Ecrire |z — 3| — |z + 2| sans valeurs absolues.

On se ramene a la définition :
x+ 2 six > —2

-3 iz>3
|z —3| = * s%a:/ et |z + 2| = i
—xr+3 siz<3 —r—2 six<-—2

Le mieux est de représenter la situation par un tableau :

T -2 3
|z — 3| 3—=x 3—x 0 z—3
|z + 2| —x—2 0 T +2 § x+2
|z — 3| — |z + 2| 5 1-2¢ -5
5 si z €] — oo, —2]
e —3|—le+2=<1—-2x sizel[-2,3
K -5 six € (3, +oo[ J

Résolution de I'équation |z — 4| = 2z + 10 d’inconnue z € R.

Exemple 9 :
x—4=2x+10 sixz >4 r=-14 six >4
|x —4| =22+ 10 < (ou < {ou
4—xz=2x+10 sizx <4 r=—-2 sizx<4
Comme —14 ¢ [4,4+o0], il ne subsiste qu’'une seule solution : . = {—2}.
L

-
3

Exemple O : Résolution de I'inéquation |z — 2| < = d’inconnue z € R*.
x

3

On remarque que l'inéquation n’a pas de solution dans R* car — < 0 pour tout = < 0 alors que |z —2| >0
43

On restreint donc notre résolution a R .

3 3 3
lr—2/< - <= ——<z—-2< - < 3<z(zx—2)<3
xr xr xr x=>0
0<22—2x—3 xR car A=-8<0
<~ q et <~ 4 et

(x+1)(x—3)<0 ze]-1;3[NRE

En conclusion, . =1]0;3|.

WV

Figure XIL.2 — |z| < r et |z| > 7.

Exercice T : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

|4z — 5| = 3. [2] |4z —5]<3. |20 — 7| > 1.

CHAPITRE XII : Les nombres réels
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i Proposition & (Propriété de la valeur agsolue) :  Soit x € R. ]
|z| >0 La valeur absolue est positive.
|z] =0 < z=0 La valeur absolue est définie.
|—z| = |z| La valeur absolue est paire.
el <z < al
Va2 = |z La valeur absolue dérive d’un produit scalaire.

\

En particulier,

4 N\
Corollaire 8] :

m De la définition, |z|=|y| <= z=y ou z=—y.

m De la parité, on n’oubliera pas que |z —y| = |y — z|.

m Du lien avec la racine carrée, on démontre aussi que

Y (z3y) €R2, oyl = |z||y] et VY (z:y) € R xR, E‘ ]

Enfin, et de loin la propriété la plus importante :

( )

Proposition 9 (Inéaalité trianculaire) :  Pour tous réels x et y, on a :

|\fv| = \y\] <zt yf <ol +Jyl. (XIL.2)

Avec égalité si, et seulement si x et y sont de méme signe.
\

Exercice & : Résoudre I'équation |z +y| +y = |z —y| — v

Représenter graphiquement 1’ensemble des solutions.

Proposition IO (Fonetion valeur arsolue) :

= La fonction = > |z| est définie et continue sur R.

= La fonction x + |z| est dérivable sur |—oo0;0][ et ]0;+oo] ou elle est respectivement
décroissante et croissante.

ATTENTION I La fonction x - |x| n’est pas dérivable sur R.

Définition IO (Distance) :  Soit (z;y) € R2.

On appelle distance entre x et y, noté d(x;y), le réel |z — y|.

V (z;y) € R, d(zy) = |z —yl.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels 12 I
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Figure XII.3 — Courbe représentative de = +— |z| sur R.

Exercice 9 : Compléter le tableau suivant (NB : & > 0) :

Valeur absolue | Distance Inégalités | Intervalle(s)

|r —2] <3

d(z,—1) =5

1< <2
=59
10<z <11

lz+1] < -1

d(z,a) <e

Partie entiere

Théoréeme Il (R est archimédien) : L’ensemble R est archimédien i.e. Vo € R%, Vy € R,
dneN, y<nz.

Yy

Il Il Il Il

I I I I

O T ne

Figure XII.4 — R est archimédien.
Corollaire lll : Pour tout x € ]1;+o0[ et tout y € R, il existe n € N tel que y < z™.
( A
Détinition/Théoréme Il (Partie entiére) :  Soit z € R.
Il existe un unique entier p € Z tel que :
p<z<p+l. (XII.3)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XII : fes nombres reels il
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Iv.

OPERATEURS REELS

Cet entier, noté |x| ou E(z), est appelé partie entiére de x :

VeeR, |z]<xz<|z|+1.

P
-

Figure XIL.5 — z +— |z]

Notamment, Vo € R, 2 — 1 < |z] <z < [z] + 1.

Exemples | |5 =5, |-2]=-2, |n] =3, |[-7| =—4, |e] =2, |—e] =-3.

I |—7,3] = —8 et non —7.

r—nTel|0;T < 0<z—nT<T < n<%<n+1.

T
Par définition de la partie entiére, I’entier {TJ convient.

A retenir, donc :  x — {%J T e[0;T].

Exenple [2- : Soient T > 0 et € R. A quelle condition sur n € Z, a-t-on x —nT € [0; T[?

Exenples |2 : Soient € > 0 et A > 0 fixés.

Le mot « rang » désigne ci-dessous uniquement des entiers naturels.
A . . . 1
= A partir de quel rang est-il vrai que — < e?
n
€
e |
grand entier inférieur ou égal & —.
€

» A partir de quel rang est-il vrai que n2 > A ?

C’est vrai si et seulement si n > \/X, donc a partir du rang L\/KJ + 1.

N 1
= A partir de quel rang est-il vrai que o <e?

ne
In2’
L Pourquoi ce « max » ? Parce que nous cherchons un entier naturel.

AT . . 1 N . 1 1
Cette inégalité est vraie si et seulement si n > —, donc a partir du rang + 1 car | —| est le plus
€ €

1 1 1
C’est vrai si et seulement si 2" > — <= n > ———, donc a partir du rang max{O, {—%J + 1}.
€ n

v
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Corollaire 122 : Pour tout € R, |z] est le plus grand entier relatif inférieur ou égal & x.

VkeZVzeR, k<z = k<|z].

Méthode 3 (Uitilisation de la partie entiére) :
Joiont kK €Z & 7 € R

?mmwkg[xj,ﬁw@bdemnbmwkéx

&g@@mkgx%bk%mmwax.%wmwwwﬁeww
@nhe)bun@@hAW@$bo«bk<L$J

Exercice O
Montrer que : Vz,y € R, z <y = |z]| < |y].

Que peut-on en conclure pour la fonction partie entiere ?
[2] Soit z € R. Calculer [z] + [—z].

Montrer que : Vz,y € R, | +y| — |z] — |y] € {0,1}.

AtonVzeR, VyeR, |[z+y| =|z]+ |y ?
[4] Montrer que : Vo € R, Vn €N, [z +n| = [z] +n.

4 h
Proposition 2 (Propriétés de la partie entiére) :

= Pour tout réel x et tout entier n € Z, on a [z +n| = || +n.

= La fonction z > = — |z] est 1-périodique.

La fonction x — |x] est :
m croissante sur R,
= constante sur tout intervalle de la forme [n;n + 1[, n € Z,
= continue sur R\ Z,

L = continue a droite mais discontinue a gauche en tout entier n € Z. )

Exercice | : Représenter la fonction z +— x — |z].

Q NOTION DE DENSITE

Place des rationnels et des irrationnels dans R

Théoreme I3 (Q et CrQ sont denses dans R) :

Tout intervalle Ja ; b[ non vide de R rencontre Q et CpQ.

Moralité, il y a ainsi toujours un rationnel entre deux irrationnels distincts et un irrationnel entre
deux rationnels distincts.
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Corolisire 3] : Vz €R, Ve € R,

m dgeQtel que |z —g| <e. m3r e R\Q tel que |z —r| <e.

On dit que R est adhérent & Q et & R\ Q ou que Q et R\ Q sont denses dans R.

\.

En termes simples, une partie dense de R est une partie de R qui est un peu partout sans étre
forcément tout.

Corollaire 1372 :

Tout réel est la limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.

Exemples 4+ (Parties denses dans R) :

s L’anneau D des nombres décimaux : D = {10%, peEZ, ne IN} (¢f. corolaire (13.3) ).

= N et Z ne sont pas denses dans R.

Approximations décimales

e A
Détinition/Théoréme 2 (Approximation décimale dun réel) : Pour tout z € R, le
10"x
nombre décimal p,, = |-10—nJ est appelé approzimation décimale par défaut de x a la précision

107" et on a :

Pn ST <Pnt 15

|10"z] + 1
107

Le nombre

est appelé approximation décimale par excés de x a la précision 107",

Remaraue :p, = |z].

Exemple IS (Approximation décimale de v2) :
[10™z]

107
m 12<2?2<22donc 1 <x<24a10° prés et

Prenons = = V2 et posons u,, =

ug = || =1 (partie entiere de ).
= (102) = 200 et 14% = 196 < (1022) < 152 = 225, donc 1,4 < < 1,5 & 10~" pros et

|10z] 14
- -2 _1.4
170 10

= (100z)% = 20000 et 1412 < (1002?) < 1422, donc 1,41 < = < 1,42 4 1072 pres et

|100z] 141
U2~ 700 ~ 100 - DA

KOn construit ainsi la suite (w,, ),y des approximations décimale de V2 par défaut & 10~ pres. -
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Exemple |6 : 3,1415 < w < 3,1416 & 10~* pres.

Corollaire 33 :
D est dense dans R.

Remarque : Comme D C Q, c’est aussi une autre maniére de montrer que Q est dense dans R.

Définition/Théoreéme (3 (Décimale) : Soit z € R et, pour tout n € N*, soient p,, =
et d, =10"(p,, — Dp_1)-

Alors d,, est un entier compris entre 0 et 1 appelé n-ieme décimale de x.

Remaraue :p, —p,_; = d,107", ce qui entraine, par télescopage, que :

"\ d
k
10
k=1
— po,d1d2 ves d’l’L'

Comme la suite (p,,),,c converge vers z, on écrit alors :

+o00

d
=1

Développement décimal infini du réel x.

En conclusion :

~

A retenir | (Propriétés de R) :

m (R, +, X, .) est une R-algébre commutative.

= R est doté d’une relation d’ordre totale < qui permet de définir la norme |z| d’un réel
et la distance entre deux réels :

d(z;y) = |z —yl

m La relation d’ordre permet de doter R d’une famille de voisinages ouverts. R possede
donc une structure d’espace normé et d’espace métrique.

R possede la propriété de la borne supérieure.

m R est archimédien. En particulier, Vx R, [z] est le plus grand entier inférieur & x :
lz] <z <|z]+1

R est indénombrable.

R contient @ qui y est dense. De méme que son complémentaire et ’ensemble D des
décimaux.

En particulier, tout réel peut étre vu comme la limite d’une suite de rationnels, d’irra-
\_ tionnels ou de décimaux. 4
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