fewille d exercices n°12 Nombres réels

Nomeres réels |
Q CALCULS DANS R
Exercice | (Vrai ou Faux?) :
[1} Ya,beR, (a<b = a*<b?) [4) Va,beR,, (a<b = Va<Vb)
Va,bG[Ra (a*> <V = a<b) VaER,b€R+, (a<\/52>a2<b)

3] Ya,beR,, (Va<Vb = a<b)

Exercice 22 : Démontrer les inégalités suivantes :
1) Vee[-1,1], —1<4®-3zx<1

r+y
2| V —1,1 —1
z,y €] —1,1], Ny

B3] Vz,yeR,, Vzty f+f
[4] Y,y €[0;1] tels que = < y,

<1

Y

<
1—x 1—y

Exercice 3 : Le maximum de deux nombres z,y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté
max(x,y). De méme on notera min(x,y) le plus petit des deux nombres z, y.

Démontrer que :

4yt |z —yl . Tty —|r—y
max(x,y) = — s et min(z,y) = —
Trouver une formule pour max(z,y, z).
Exercice 4 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1 rz—1
- =2

1 T @ r+3

l\* a:+1 V322 — 11z + 21 < 22 — 3

.\ 3] Va—v2—-2z>1 2x+1<a:+1

3 — 92 :
‘ \/.E + /2 —r > 2 x 2 xr + 3
2 , 25
[5] Bz+1)*<2Bz+1)(z+1). [9] 2 < (22 -3) <7
. . ) Tty
Exercice S : Soient x et y deux réels tels que 0 < z < y. On pose m = 5 (moyenne
1 1.1 1
arithmétique), g = \/zy (moyenne géométrique) et n = 5( + —) (moyenne harmonique).
r oy

Montrer que x < h < g < m < y.
Exercice b : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1] [2z —1] = |5z +1]. [4} |2? +2—3| > |z] |z+2|+[22—1|+|x—3| = 8.

22 — 1| < |z + 2]. 22 — 5] = |2 — 4 [8) 42* —TJz[+3=0.

[3] |22 —x + 5] = |z — 1] [6] |z +3|<|z?—3| [9] |2? — 22 + 3| = |—2? + 3z + 2|.
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fewille d exercices n°12 Nombres réels

Exercice T : On définit la relation < sur R par :
<y <= [z <yl

La relation < est-elle réflexive ? antisymétrique ? transitive ?

Deux réels x et y sont-ils toujours comparables pour < ?

Exercice & :
[1] Soient z € R tel que |z —2| < 1ety € R tel que =5 <y < —4.

X
Encadrer x +y, x — y, xy et —.
Yy

. Tty
2] Soit (z; —1;1[*. Mont ‘ 1
[2] Soit (z;y) €] [*. Montrer que Ty <
. . , L. 1 1 1
Exercice 9 : Soient z et y deux réels vérifiant ‘:1: — 5’ < 2 et ly+1| < 3
D 2
Montrer que l + f’ < -
y 6 3

Exercice [O : A-t-on:Vz eR, |e*]| <el*l?

Exercice Il (Inéaalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski) : Soient ay,..., a,,, by,..., b,
des nombres réels.

n
[1] En considérant la fonction f: z+— Z(ak + xb,)?, montrer que :

=1
<y /; a4 /; b2 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

\/Z(ak +b,)% < \/Z ai + \/Z b2 (inégalité de Minkowski)
k=1 k=1

n
§ aby,
k=1

En déduire :

k=1

@ BORNE SUPERIEURE

Exercice [ : Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la
borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

[ [0;1nQ N
10;1[NQ {(—1>”+n12/new}

Exercice [3 : Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u,, | n € N}
avec u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.
Exercice [+ : Soient A et B deux parties majorées non vides de R.

[1] Onnote A+B = {a+b, (a;b) € A xB}.

Montrer que A + B admet une borne supérieure, et que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
On note A—B={a—10, (a;b) € A x B}.

Montrer que A — B admet une borne supérieure, et que sup(A — B) = sup(A) + inf(B).
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fewille d exercices n°12 Nombres réels

‘ Soit A une partie non vide et bornée de R.
Montrer que sup {|z —y|, (z,y) € A?} =sup (A) —inf(A).
Exercice [S : Soit f:[0;1] — [0;1] une application croissante.

On pose A = {x € [0;1], f(x) > x}.

‘ Montrer que A admet une borne supérieure m.

[2] Montrer que m est un point fixe de fi.e. f(m)=m.

@ PARTIE ENTIERE

Exercice [ : Soient f: R +——> R etg: R—>R
x |2z | x 2| z]

A-t-on f=g7?
Exercice [T : Représenter la fonction z — |z] + (z — |z])%

Exercice [8 : Soit n un entier naturel.

Montrer que le nombre de chiffres x(n) de n dans son écriture décimale est :
k(n) = |logn|+1
‘ Quel est le nombre de chiffres de n dans son écriture en base b7
Exercice [9 : Montrer que Ve € R, (x€7Z) < (VneN, |[nz]=n]z]).
Exercice 20 : Montrer que Vz,y € R, |z] + |z +y| + |y] < [22] + |2y].
Exercice 21 : Résoudre ’équation
Ve eR, |[2z+3|=|z+2]

Exercice 22 :
[1] Montrer que ¥Vn € N*,

\/7%<2(\/n+ —\/ﬁ)<i

vn'
[2] En déduire 1 tie entiere de A 1+1+1++ =
N dedulre la partie entiere ae = — — .
= P V2 V3 10000

n?-1
Exercice 23 : Calculer pour n € N*, S, = Z [\/EJ .
k=1

Exercice 2+ : Soient a € Z et b € N*. Montrer que :

35 e |5 o
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