feuille dexercices n®12 Nombres reels

Nomeres réels |
Q CALCULS DANS R
Exercice | (Vrai ou Faux?) :
[1} Ya,beR, (a<b = a*<b?) [4] Ya,beR,, (a<b = Va<Vb)
[2] Ya,beER, (a® <b* = a<b) VaER,bE[R+, (a < Vb = a2 <)

3] Ya,beR,, (Va<Vb = a<b)

Exercice 22 : Démontrer les inégalités suivantes :
Vezel[-1,1], —1<423-3z<1
T+y
2| Vae,ye|—1,1, —-1<
7.9 € [ 1+ay

8] Ya,y eR,, Vrty \/_-I-\/_
[4] Y,y €[0;1] tels que = < y,

<1

1—ac 1—y

Correction :
ﬁwm&bgwnm x> 42 — 32 sun [—1;1].

l+zy—(z+y)=1—2)(1—y) >0 z,y<l et lt+ay+(z+y) = (1+z)(1+y) > 006 z,y > —1

Exercice 3 : Le maximum de deux nombres z,y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté
max(z,y). De méme on notera min(x,y) le plus petit des deux nombres z,y.

Démontrer que :

T4y +|r—y
2

T4y —|r—y

et min(z,y) = 5

max(z,y) =

Trouver une formule pour max(z,y, z).

Correction : W@&ym lo go'vrrwp,e o max(x,y).

1
fa> aﬂo»w|x—y\—x—ydmw2(x+y+|x—y| 2(x+y+x—y):x.

1 1
§(w+y+lw—y|)=§(w+y—x+y)=y.

Rur buois dlements, nous asons max(z,y,z) = max ( max(z,y), z), donc oL'o,Iméx» los @ofvmuf@u o deuwco

De meme si & < 1 alorws |z —y| = —x + y done

max(x,y) + z + | max(z,y) — 2|
2

1 1
5(:z:erJrlx—yl)Jerr §(x+y+\z—y|)—z
2

max(z,y, z) =

Exercice 4 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
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feuille dexercices n®12 Nombres reels

De>g @ S5

£<xi1- V322 — 11z 421 <22 —3
V——\/E}l. 2x+1<x+1
\/5+\/E>g. =2 \$+3'25
(Bz+1)2 <23z +1)(z+1). [9] 2<(2x—3)2<z

Exercice S : Soient z et y deux réels tels que 0 < z < y. On pose m = %g (moyenne
1 1.1 1

= /zy (moyenne géométrique) et n= —(= 4 =) (moyenne harmonique).

Y

arithmétique), 5
x

g
Montrer que t < h < g<m < y.

Correction : ?de;ydmmhee@bteybc?ueo<$<y

r+x T+ +
@nadp’j@x: 5 < 2y:m<¥:yddofn@x<m<y.
T+ —x
(o«b[wutmmbécmhe:m—l'z 2y—x=y2 20)

@na,@rwubexzs/:c.:ch/:cyzggJyTg:yetdmwxgggy.
T+ 1 1
m—g="2Y_ ry = 5((Va) =2vay+ (V)*) = 5(Vy—V2)? 2 0 ek done, . <g <m
1

2

<
. 1 1 1 1 1

ouw encore < h <.

2zy

R.emarque :O%@h=x+y,m%WmWW®Ww%w%W
mﬂm@nﬂwd@iai
%(ABC)%Lummwﬂf@w&umﬂfemA&A’%t@erwdde@aWWdeA,mmw
AA’2:A’B.A’C.@nwmwmwwmgduwwwdm.
@n%MW@WW%&y@nM%mW&W@W
m(BC)@»@&anBA’:xeLCA’:y.
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fewille d exercices n°12 Nombres réels

C

AR

ngmw%/@n/neo/w&méhﬂ»\wdem&gj%bm:%,%wdmw%et&bwmwdexeﬁy
%Lg:ﬁ:\/AfB.AfC:AAQQ@WW@AmW (ABQ).

Exercice £ : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

(1) |22 —1] = |52 +1]. |22 + z — 3| > |=| [7] |z+2|+[22—1]+[z—3| = 8.
22 — 1| < |z + 2]. 22 — 5] = |2 — 4 422 — Tz| +3 =0.
[3) |2* =z +5]=|z—1]. [6] |z +3|<|z?—3| [9] [#% — 2z +3| = |—2® + 3z + 2]

Exercice T : On définit la relation < sur R par :
sy = |z[ <yl

‘ La relation < est-elle réflexive 7 antisymétrique 7 transitive ?

‘ Deux réels x et y sont-ils toujours comparables pour <7

Exercice & :
[1] Soient z € R tel que |z —2| < 1ety e R tel que —5 <y < —4.
Encadrer x + vy, x — vy, zy et L
Y

+y

x
2] Soit (z;y) € ]—1;1[>. Mont ‘ 1
[2] Soit (z;y) €] [“. Montrer que Ty <
. . . L. 1 1 1
Exercice 9 : Soient z et y deux réels vérifiant ‘a: — 5’ < 1 et ly+ 1| < 3
5 2
Montrer que z =+ f‘ < -
y 6 3

Exercice [O : A-t-on:Vz eR, |e*]| <el*l?

Exercice Il ((néaalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski) : Soient ay,..., a,,, by,-..., b,
des nombres réels.

n
En considérant la fonction f: x +— Z(ak + xb,)?, montrer que :

k=1
< \/;? \/;76}2c (inégalité de Cauchy-Schwarz)

\/ > (ay +1b,)% < \/ > ad+ \/ > o2 (inégalité de Minkowski)
k=1 k=1

k=1

n
E aby,
k=1

En déduire :
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feuille dexercices n®12 Nombres reels

Correction :

%&@bkmmmﬂmﬁa&m%tm.

(ay + xby,)? (Zlﬁ)x +2<Zakbk>x+2ak
Pmmmmmwwwmmkﬁhmwmmw
ou nul ce qui founni

- (Fe) (5 (%),
F@WwQWde@W%W

n
k=1

Commentaires : Siwve%azb@ WTM%W%WW@@M@W@W ecd,oﬂ
mW@WW@QW@MMM&WW

Q BORNE SUPERIEURE

Exercice [ : Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la
borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

0;1]NQ N
1

10;1[N@ {(-D"—I—F/nEN*}

Correction :

(1) 0,11 nQ Les [1,+00] Leo minorants : ]—00;0]. Lo borne supsn 1. Yo borne
mamm W

wgwm O&WWW 1.&@@;%@0.
]01[WQ%W:[1+00[$%M |—o0 }J(ga@o)vnew/[\mmelga@mme

infenieune OWWWW@WWWMd@P&WWW
N?w@w@w@%wu@WWW%M]—m,O]%
borne infenieune : 0. Lo phus petit dlsment; : 0.
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feuille dexercices n®12 Nombres reels

{(—1)n+%\new*}.fﬁmwz [Z;+oo[.f%mmw¢bz]—oo;—1],§ga@onmem1@uwhe:
gszaammgwm 1 %o s qrand, diémen; g.%@r&wwé@@m

Exercice [3 : Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u,, | n € N}
avec u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

Correction : (u%)ktmtm+oo¢MAmWwdeWmmAmwd@M
(ceﬁmmmbaméomtafmusupA:+oo).
@'WWWQ@@M@(un)mwﬂwet(u%ﬂ)kw%o,mmmzo

Exercice [+ : Soient A et B deux parties majorées non vides de R.
On note A+ B ={a+b, (a;b) € A x B}.

Montrer que A + B admet une borne supérieure, et que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
On note A—B = {a—1b, (a;b) € A x B}.

Montrer que A — B admet une borne supérieure, et que sup(A — B) = sup(A) + inf(B).
Soit A une partie non vide et bornée de R.

Montrer que sup {|z —y|, (z,y) € A%} = sup (A) —inf (A).

Correction :
emAeLBbomtmmmd% A—&-Bebtnmmd&g)m[bubeA—‘rB,iEmbbe(a;b)EAXBUeQb,

ct/ue r=a+b
Or, a < sup (A) of b < sup(B) done & < sup (A) +sup (B).

Jo(zimm,A—&—B%tmaa;oméePansup(A +sup(B),dmpodnn;d:ume@qum.
&Wﬂ.@%d@@@d@@«m@mud@?u@mmewdeA+Bjm@

sup(A + B) < sup(A) + sup(B). (XI.1)
Jmaombwnbo[uesup(A)—i—sup(B) %J:Qe[u@m[bda,bdmﬁmémwnmdeA—l—B.
?&J&Mwmmoa’mntdeA+B,madetouta€Aebb€B,a+b<M
Jo(aunma Nl—betceu,[\ou)bbo«ﬂ?aEA

M —b est done un, majonant de A d'oi sup(A) —bmaegmmmdgsup

@o&a b<M—sup(A) &@WMbEB.
deé%mx,b;omde@a,@ownewwdeBoﬁe@o@mmmsup(B)gM—sup(A).
Fnoloment sup(A) + sup(B) < M ie. sup(A) 4 sup(B) est le r,@m [‘bd:bb det mua,on,a/nfb de A+ B.
Done, sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Remaraue : Unme autre méthlode est de montren dinedrement @m%,am contraine de (XI.1).

Joienk a € A ot b eB. Mo a+b<sup(A+B) < a <sup(A+B) —bw%tdmwwmmwaoﬁam)&
de A.

R de%/mmm de la Borne bw[u@w@uhe, sup(A) <sup(A+B)—0b.
Mois alore b < sup(A + B) — sup(A I\/qu sup(B) < sup(A + B) —sup(A).

Done sup(A) + sup(B) < sup(A + B) & @e%oﬂm
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J\ﬂa@m@haibmmwm,@nb
Fovonss B = {ly —al. (x,y) € A?).
A%tmrammmd:@mmede&etMmsz(A)QJ;Mzsup(A)mmwmn?,

g)owu(xy)EA onam<rc<MeEmLyM, b donc y—x < M—m e 2 —y <M —m ou encorne
ly —z] <M —m.

. 9 5
5oo{t5>0.%mbbe(xo;y0)EA2chTuex0<1nf(A)—|—§ety0>sup(A)—§.
€%m£@mmxoayow%g@

lyo — ol = yo — o > (sup (A) —%) — (inf(A) + g) =sup (A)—inf(A) —e.

@ V(z,y) € A%, |y — x| <sup (A) —infA
Ve>0, Ix,y) € A%/ |y — x| > sup (A) —infA — ¢

@omo, !w,Iv B =sup (A) —infA ie.

sup{|ly — x|, (z,y) € A%} =sup (A)—inf(A).

Exercice IS : Soit f:[0;1] — [0; 1] une application croissante.
On pose A = {x € [0;1], f(x) > x}.

Montrer que A admet une borne supérieure m.

Montrer que m est un point fixe de f i.e. f(m)=m.

Correction :

A%WWW—W(M%MO)&W(WD@R
@500 <mmmm%t&r%rd&bdmwﬂbdeAf mma&o’wr,obA
%e@ub)fedm@ww&eﬁnmbcdeAbe@%ef(m) c<m.

Mamafuwf( >c> f(m )M%@cgb@wwmedwwf%tum
.5% >mmmf%xmmmm@m@f<f< m)) > f(m), e done f(m) €1, ce qui enk

@ PARTIE ENTIERE

Exercice [ : Soient f: R +——> R etg: R—>R
x |22 | x 2| z]

A-t-on f=g7?

Exercice [T : Représenter la fonction z — || + (z — |z])*.
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feuille dexercices n®12 Nombres reels

Correction :

2t |a] + (@ [2])”.

Exercice [& : Soit n un entier naturel.
Montrer que le nombre de chiffres x(n) de n dans son écriture décimale est :
k(n) = [logn] 4+ 1

Quel est le nombre de chiffres de n dans son écriture en base b?

Correction :

%Mn}l%mmmmw@ 10 ie.
FpEN, /107 <n <1077 ie. n possde p+ 1 %{{gnm
@@wmm@q,g(ym&mulog%bwnegomwmvdwww@m@m:

log10? <logn < log10P*!
p <logn< p+1

On o done : LlogszpwEmmgwnmwm.

Emmngemmﬁhedecab%nwden%tdofm: llogN| + 1.

Pon, MTQQ comme log (20212022) =~ 6683, 9. o nombre 20212022 5'scnit awec 6 684 &»ggnml
%mwxwemwmlogb,

Exercice [9 : Montrer que Ve € R, (x€Z) <= (VneN, |[nz]=n|z]).

Correction :

= Souwmc?u@xelﬁymam:x

@n@mVnED\l, nr € Z done Vn €N, |nx|=nx=n|z].
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feuille dexercices n®12 Nombres reels

=: MMMQOWWTM@:MQL‘%ZOMEHEN, [nx| #nlz].
Notons @ = | 2] + € amec € €]0,1].
RMW&WW%GN@QWWM.
On a done [ngz] = [ng 2] +ne] = ng (2] + nge] > ng 2] + L Done [ngz] + ng |2]. COD

Exercice 20 : Montrer que Va,y € R, |z]+ |z +y] + ly] < [2z] + |2y].

x=lz|+a

, a/ueo.%‘/,y/ 6[0,1[.
y=lyl+y

Correction : Ruen {

2| + lz+y) + ly] < [22] + [2y] <= 2]+ [|lz]+2" + y) +¥'] + ly] < [2]z] + 22" + (2 [y] +2v]
= 2z|+ o +y ]+ 2|y <2|z] + [22'] +2|y] + [2v]
= 2" +y] <|22'] +[2¢]

g@m@nlﬁhede%a,«mR@LI/er/J wauk 0 ou 1. Lo membre de droite |22 ] + [2¢] wank 0, 1 ow 2.

1

/ /— . . < / - < 4 —.

On |2¢] + |2v/] Ovrm[WPAﬂMeO P <5 L0y <3
&a&vmogx/+y’<leto'%boﬂwhdew\_l‘/+y/J:1.

Exercice 21 : Résoudre I’équation

Ve eR, |[2z+3|=|z+2]

Correction :
n<2r+3<n+1
n<r+2<n+1

Analyse:Sooitxunwm@mm.fbgmbm[ww@nsz+3j:Lx—i—ZJ,oma,{

Dot 22+43<n+1< 243 e 7 <0.
&z+2<n+1<2x+4m—2<x.®%%mwc§c]—2,0[_

Synthese : -~ £ 2€]—2,—1 on o 2+ 2 €]0,1] donc |z + 2] = 0.
3
[2z+3]=|z+2] < |22+3]|=0 <= 0<2x+3< 1 < —§<m<—1.
- R re-1,0[ona z+2€]1,2] donc |z +2] =1

1
20 +3|=|z+2] < [22+3]=1 <= 1<22+3<2 < —1<a:<—§.
3 1
S§=[-2 2|
-l
Exercice 22 :
Montrer que ¥ n € N*,

1 1
\/n—+1<2(\/nt —\iﬁ)<%. 1

En déduire la partie entiecre de A=1+ — + — 4+ --- +

V2 V3 v/10000
n2—1

Exercice 23 : Calculer pour n € N*, S, = Z [\/EJ .
k=1
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Correction : E'w@%tdegonmmmw@mdemmn%@mw,
&%WQMkW%WMH G+ 1) —1]] QWL]@JWW%
n—1 /(j+1)*~1
5% 0)

NLW@@WWWWW(j+1>2f1*j2+1:2j+1b@)‘vnmboub,é%oumdj,d‘,domo:

n—1 —1
Z] (2j+1)= Z
Jj= J=1

= DaGn—1) (0D
3 + 2
n(n—1)(4n —1)
G .

Exercice 2+ : Soient a € Z et b € N*. Montrer que :
FJ“‘LaleJ"‘“""VH_b_lJ_G
b b b -

Correction : a=bg+r = Z=Q+Q+'"+q+(q+1)+-~-+(q+1):bq—i—r:a.

b—r T
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