
Devoir en temps libre n𝑜10 Pour le 19/07

Autour des nombres réels

Exercice 1 : Soit A une partie non vide et majorée de ℝ, et 𝑓 ∶ ℝ ⟼ ℝ une application croissante.
1 Montrer que 𝑓(A) admet une borne supérieure et que de plus sup (𝑓(A)) ⩽ 𝑓 (sup(A)).
2 Donner un exemple où l’inégalité est stricte.

Exercice 2 : Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = ⌊2𝑥⌋ − ⌊𝑥⌋ − ⌊𝑥 + 1
2

⌋ pour tout réel 𝑥.

1 Montrer que 𝑥 ∈ ℝ et tout 𝑛 ∈ ℤ, ⌊𝑥 + 𝑛⌋ = ⌊𝑥⌋ + 𝑛.
2 Démontrer que 𝑓 est périodique.

3 Démontrer que 𝑓 est nulle sur [0 ; 1[. Aide : On pourra considérer deux cas suivant que 0 ⩽ 𝑥 < 1
2

ou 𝑥 ⩾ 1
2

.

4 En déduire que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, ⌊2𝑥⌋ − ⌊𝑥⌋ = ⌊𝑥 + 1
2

⌋.

5 Montrer que lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 2𝑘

2𝑘+1 ⌋ = ⌊𝑥⌋.
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