Correction Devsir en temps libre n°10

1] Soit A une partie non vide et majorée de R, et f: R —> R une application croissante.

A étant non vide, et f étant définie sur R, f(A) est non vide.

Commentaires : C’est la définition de f dans le sens que ce n’est pas une fonction d’image vide qui permet

d’affirmer que f(A) est non vide. Pas grand chose mais il faut le dire et le justifier méme briévement.
A étant majorée et non vide, elle admet une borne supérieure o, et on a Va € A, a < a.
Comme f est croissante, Va € A, f(a) < f(a), c’est a dire Vz € f(A), z < f(a).
L’ensemble f(A) est donc majoré par f(«).

Et comme il est non vide, il admet une borne supérieure sup f(A).

f(«) étant un majorant de f(A), il est plus grand que le plus petit d’entre eux sup f(A) et
on a sup f(A) < f(a), soit |sup f(A) < f(sup(A)). |

L’inégalité peut étre stricte : en prenant pour f la fonction partie entiére et pour A l’en-
semble [0;1].

On a sup(A) =1 donc f(sup(A)) = 1. Or f(A) = {0} donc sup f(A) = 0.

2]

Commenttaires : Il faut écrire au moins une fois la petite tirade du genre « étant un majorant de ..., il est

plus grand que le plus petit d’entre eux sup.... »

olent n € Z et x € R, notons |x| = p. Un a donc :
1] Soi z R p. O d
p<z<p+l = (p+n)<z+n<(p+n)+1L

Donc [z +n] =p+n=|z|+n.

Commentaires : Soit on procéde par double inégalité, soit on utilise 'unicité de la partie entiére mais il
faut correctement le justifier et pas par un pauvre « Par définition de la partie entiére, on a »!

2] Pour tout z € R, on a :

f(:c+1):L2x+2j—[x+1j—{x+1+;J

=22 +2— Lo = 1= |a+ 5| -1

2
1
=|2z] — |x] — {x—l— §J
= f().
La fonction f est donc 1-périodique.

Commentaires : Pour tous ceux qui ont montré que la fonction f était n-périodique avec n € Z, j attire
votre attention sur le fait que la période n’est pas censée varier donc choisissez! Le plus petit d’entre eux me
semble bien ce qui nous amene au deuzriéme probléme, la période est non seulement positive mais non nulle

ce qui nous fera n € N* soit 1.
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f(@) = |20) ~ 2] = |a + 5| =0-0-0=0.
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o1
J‘So1t§<x<1.

1 3
Ona1<2x<2et1<x+§<§,cequinousdonne:

1
fa) = 2] = la] ~ |2+ 5| =1-0-1=0.
On a ainsi bien montré que f est nulle sur [0;1].
] On en déduit, par 1-périodicité de la fonction f, que f est la fonction nulle, ce qui implique
alors immédiatement que :

VzeR, |22 - |z] = Lm—l—;J

5] On en déduit alors, en faisant apparaitre une somme télescopique :

z":{x—i-T“J zn:{ x +1J
Tokt1 | 9k+1 " o
=L 27 el A 2
n

=i (P Q:ilJ - bilb - Q;TJ - bilp

k=0 k=0

= lz] bilj'

On en déduit que lim Z {HJ = |z].

n—+oo
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