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vant de rentrer dans le vif du sujet en algebre linéaire (les fameux espaces vectoriels, que
nous aborderons au deuxiéme semestre), un chapitre plus orienté « calcul » sur un outil qui

sera fondamental dans la suite du cours : les matrices.

1 s’agit ici simplement d’apprendre a calculer avec les matrices, mais aussi de voir le lien entre
N WY, ces nouveaux objets et une autre notion que vous maitrisez déja : les systemes d’équations
linéaires, pour lesquelles nous verrons une méthode de résolution systématique : 1’algorithme

ou pivot de Gauss.
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Q L'ENSEMBLE DES MATRICES J\ﬂ;n,p([K)

Généralités et vocabulaire

~

Définition | : Soient n et p deux entiers non nuls.

On appelle matrice a n lignes et p colonnes d coefficients dans K toute famille A = (az‘j)1<i<n
N/ 2
d’éléments de K, indexée par [1;n] x [1;p].

a/ll a12 a/lj a/lp
a21 a22 cee a/2‘7 cee a2p
A= oua;; € K, V (i55) € [1;n] x [1;p]-
a,L'l 0/7/2 PRy ai] e a;,L'p
Upy Gpy o Gy oo Gy

On note J\ﬂgn’p([}() leur ensemble ot n et p sont, réciproquement, le nombre de lignes et de
colonnes et K est le corps auquel appartiennent les coefficients (R ou C pour nous).

= Les nombres a,; sont les coefficients de la matrice A.

\ = a;; est situé a l'intersection de la i ligne et de la 5™ colonne.

.

On notera souvent, en abrégé, A = (a, . .
’ 8% ( Z’])(i;j)elx.]

/7 \\ N ~— ‘I
| .
yi 412 | Qg | A1pn a1p
| |
axn Sy %2 Ao, Qo
: Ne o Y : :
o O
A= g B I N 3 (n <p)
H all CLZ2 \\ N a/,Ln vee CLZp |
\ N I
ST T T IES T IR T -
: R AN
IS
Ap1 Qo :anj RN g G
-— N ~7
19 ligne J°M¢ colonne Diagonale de la matrice

Les coefficients de la forme sont les coefficients de la diagonale de la matrice. Expression qui
ne prend vraiment son sens que pour les matrices carrées que nous allons voir.

( )
Exemples | :

1 2 0
m A= (4 . 1) € JULQ,?,([R) est une matrice 2 x 3 réelle.

Par exemple, ay; =4 et a;53 = 0.

i 0
m A= (; L ) € Mo, (C) est une matrice 2 x 2 complexe.
—i

Remaraues :
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— Une matrice A de taille n x p & coefficients dans K n’est jamais qu’un élément de K['mIx[1:7]
i.e. une famille (a;;) . jeqinx1;p) 4'éléments de K indexée par [1;n] x [1;p], i.e. encore
une application (i;j) — a;; de [1;n] x [1;p] dans K.

En résumé :

J K) =~ KILim]x[1;p] (= Kn<P) .

n,p(

— De la méme maniere, afin de faire ressortir 'aspect vectoriel, toute matrice de J\ﬂ;n’l (K) étant
uniquement déterminée par la donnée de n éléments de K, on I'assimilera a un vecteur de
K™ 4.e. on fera l’identification :

Mo, 1 (K) ~ K.

Une matrice A de J\ﬂan,p([K) est donc entierement déterminée par la donnée de n x p scalaires qui
la déterminent ce qui implique notamment que :

( )

Théoréme | :

A:Oﬂkn,p(k) <= V (i5j) € [1;n] x [1;p], a;; = O.

Une matrice est nulle si, et seulement si ses coefficients sont tous nuls.

Assez logiquement, la matrice 0 M (k)" notée parfois (0) sera appelée la matrice nulle.

n,p

n,p’

1
Remaraue : Pour différencier les vecteurs X = [ i | que sont les matrices colonnes (ou lignes)

L

des coeflicients x; € K qui les déterminent, on appelle scalaire, tout élément de K.

Exercice | : Représenter les matrices suivantes telles que :

A est la matrice de JUL274([R) avec a;; =1+j

, 1 sii—j=2
[2] B est la matrice de J\M’S(IR) telle que b;; = { 0 sinon
1 sii=j
C est la matrice de Jb,(R) telle que ;=9 —1 sili—j=1
0 sinon

‘ D= (amin(i,j)>
2] E=(li—Jl)
Zoologie

— Sin =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur ligne.

(1 5 8)€Mbys(R) =R

[=]

G= (sh (ai+aj)>

1<i,j<n’

1<, j<n” 1<i,j<n

— Si p =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur colonne.

1
3 | €lbsy(R) ~R3.
—4
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— Sim = n, la matrice M est appelée matrice carrée d’ordre n. Leur ensemble est simplement
noté Jb,, (K).
4 5
€ by (R).
(f %)t

— On appelle matrice unité ou identité d’ordre n, notée I, la matrice carrée d’ordre n qui ne
possede que des « 1 » sur sa diagonale et des « 0 » ailleurs :

1 sii=j
RERAUVASL ’ 0 sinon

Vocarulaire :La notation 9, ; porte le nom de symbole de Kronecker.
1 00

I3=]10 1 0 L, =
0 0 1

— On appelle matrice diagonale d’ordre n la matrice carrée d’ordre n qui ne possede des
¢éléments non nuls que sur sa diagonale : a;; = 0, Vi # j.

20 0
01 0 |€ZK).
00 -3
On note Z,,(K) leur ensemble.
A 0
En particulier, les matrices AI,, = , A € K, sont appelées matrices scalaires
0 A

— On appelle matrice triangulaire (resp. strictement triangulaire) d’ordre n une matrice carrée
d’ordre n qui posseéde un triangle composé uniquement de « 0 » sous la diagonale (resp.
strictement sous) :

a; =0, Vi< (resp. © < j) est une matrice triangulaire inférieure (resp. strictement

inférieure).
1 00 1 4 5 0 0 0
4 5 0 0 -5 -1 3 0 0
2 57 0 O 1 7 =1 0
Matrice triangulaire Matrice triangulaire Matrice strictement
inférieure supérieure triangulaire (inférieure)
On note 7, ;(K) leur On note 7, 5(K) leur
ensemble ensemble
Remaraues :

— Les matrices triangulaires sont des matrices carrées par définition.
— Les matrices diagonales sont exactement les matrices a la fois triangulaires supérieures ET
triangulaires inférieures.
— Seule la matrice nulle est & la fois triangulaire supérieure stricte et triangulaire inférieure
stricte.
En outre, elles ont des propriétés tres sympathiques pour le produit et la somme comme on le
verra au paraaraphe (11.3) .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices 4_]
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Q OPERATIONS SUR Jb,, ,(K)

Comme précédemment, un nouvelle ensemble créé, il est nécessaire, afin d’en faire quelque chose,
de définir les lois qui le régissent. On dit que 'on dote l’ensemble J\ﬂan’p(ﬂ() d’une structure de
groupe, d’anneau ou de K-algebre suivant les cas.

IL.1} Addition

( )
Définition 2 (Somme) :  Soient A = (a;;),B = (b;;) € J\ﬂ;n’p(ﬂ() deux matrices de méme
dimension.

La matrice C=A + B est la matrice dont les coefficients sont les sommes des coeflicients

n,p(IK)
de Aet B:
WH B ) b 0= (e 0y

n,p( ”yP(

Difficile de faire plus simple!

ATTENTION I Les matrices doivent avoir les mémes dimensions sinon leur addition n’est pas définie.

— La matrice nulle Oy, ®) est I’élément neutre de ’addition définie ci-dessus :
VA€, , (K), A+ (0)=(0)+A=A.

— Tout élément A = (a;;) € JU[;nyp([K) posseéde un symétrique pour la loi + appelé matrice
opposée de A et notée —A = (—a;;). La matrice formée des opposés des coefficients de A :

VAejman,p([K), A+(—A)=(—A)+A=(0).
De méme que l'addition dans K, I’addition des matrices vérifient les mémes lois : associativité,
commutativité, élément neutre et opposé.
On dit que I’ensemble (ﬂﬂ;mp([K); —i—) est un groupe commutatif.

En particulier, d’apres le théoréme (1), on en déduit :

4 )
Proposition 2 :

(a“ij)ieﬂl;n]] = (bij>i6[[1;n}] < V (i5]) € [15n] x [1;p], @y = by
jeltp] Hon,p(K) je[L;p] K

Deux matrices sont égales si, et seulement si elles ont les mémes dimensions et leurs
coefficients sont égaur deux o deux.

\,
Exemples 2 :
1 2 0 0 0 O 1 2 1 2
n 4 3 |1+|(0 0]= O|+1| 4 3 = 4 3
-5 -1 0 0 0 0 -5 -1 -5 -1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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e )
1 2 0 -5 2 3 6 0 -3
: (4 3 —1>_<1 2 4> - (3 1 —5)'
1 2 —4 1 0 O 0o 2 —4 0o 2 —4 1 0 O
= (4 3 -1|]=|4 2 O0|+]0 1 —-1|=]0 1 —-1(+]4 2 O
5 0 2 5 0 -3 0 0 5 0 0 5 5 0 -3
L Remaraue : On peut donc décomposer une matrice carrée en la somme de deux matrices triangulaires.

Loi externe

4 )
Définition 3 (Muttiplication par un scalaire) :  Soient A = (a;;) € J\Itn,p([K) et A e K.

» On définit le produit (externe) de la matrice A par le scalaire A\, noté \.A ou AA,
comme la matrice dont chaque coefficient est multiplié par A :

/\‘M)n’-p( (a;;) = (A X ag).

m Plus généralement, pour tout A\, u € K la combinaison linéaire de A et
B =(b;) € J\[Ln,p([K) est la matrice, notée A\.A + p.B, de coefficients :

Ao (ay) + (b)) = (N xag by ).
Mvn,p(k)(a])JVLn,p(M)Mﬁmn,p(k)( ) ( K Yy J)

1 2 2 4
ExempleB:z.( 0):( 0)
4 3 -1 8 6 -2

L’ensemble J\ﬂgn’p([K) est donc stable par combinaison linéaire i.e.

vieK, A Bel,,(K), AA+Bel,,K).

Comme sa consceur, la loi externe est distributive sur la somme <.e.

vAeK, A, Bell,, (K, \(A+B)=XAA+AB.

On dit que ’ensemble (Jman,p([K); +; ) est un K-espace vectoriel.

Exenple i 3(2 1>_2(1 1)_(4 1).
0 4 -2 3 4 6

3X +4Y = ( 152 {2) )
Exercice 2 : Résoudre dans Jby(R) le systeme :
8 —7
X3V = (g ¢

Détinition 4 (Matrices élémentaires) :  Soit (i;7) € [L;n] x [1;p].

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices 6_'
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On appelle matrice élémentaire (de ngn’p([K)), notée E; ; , , ou E, ;, la matrice de J\ﬂan’p([K)

dont tous les coefficients sont nuls & ’exception du coefficient de position (i, j), égal a 1 :

Ei,j,n,p = (6k,i5l,j)1<k<n~
1<I<p

Z‘?j?”?p =

Figure XIII.1 — Matrice élémentaire de JULn,p([K).

Exemple S ¢ Les matrices élémentaires de .#, 5(R) sont :

0
0)7 -E12:<
0
0>7 'E22:<

e i e (o} | ()
i e} | (e} ()
[l (e ity (1

Il est assez clair que toute matrice M € .#, 5(R) est combinaison linéaires de matrices élémen-

taires :
_f M11 My Mgz | _ 1 00 010 B
M_<m21 Moo m23)—m11(0 00 M 0 00 +"'_1;2mez,a'
1<5<3

Plus généralement,

Proposition 3 :
VA =(a;) €M, ,(K), A=Y ayE,;

lgign
1<<p

La proposition (3) nous fera bientot dire que la famille (E, ;);<;<,, forme une base de Jb,, ,(K)
1<g<p
appelée base canonique.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices u
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I1.3 ” Produit matriciel

C’est 1a que les choses deviennent intéressantes. Comme je vous 'ai déja dit, il est rare, voire
exceptionnel qu’un objet se comporte bien avec les deux opérations principales. Comme ’addition
de deux matrices est simple ...

( )
Définition S (Produit d'un vecteur liane par un vecteur colonne) :  Le produit d’un
vecteur ligne L par un vecteur colonne C de méme dimension n est égal au produit sca-
laire des deux vecteurs considérés comme deux vecteurs colonnes.

by
LC = (al ay an) X b? =1.C= a1b1+a2b2+...+anbnZiakbk-
b.n k=1
\ v

au sens! On parle ici du produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne et non du
produit d’un vecteur colonne par un vecteur ligne qui viendra plus tard.

ATTENTION

Exercice 3 : Calculer (1 2 .. n) S oet (1 2 .. n)

n

On généralise cette opération a deux matrices quelconques A et B pourvu que le nombre de
colonnes de la matrice A correspondent au nombre de lignes de la matrice B.

( Y
Détinition & : Le produit de la matrice A € J\ﬂ»mp([K) par la matrice B € JULPM([K) est égal
a la matrice C = (¢;;) € J\Lnym(ﬂ() dont chaque coefficient ¢;; est égal au produit scalaire de
la i®™¢ligne de la matrice A par la j*™colonne de la matrice B :

P
A4 (Z 7]) € [[1 ,TL]] X [[1 ,m]], C’ij = Zazkbkj = ailblj + ai2b2j —+ ...+ a’ipbpj
k=1

En particulier, ’ensemble b, (K) est stable par produit.

2 1 . 0 1 4 —-1 5
Exemple L 1 3| x ( ) =7 =3 10
2 —1 3
2 0 2 0 2
R.emaraques :

— La matrice de gauche détermine le nombre de lignes tandis que celle de droite, celui des
colonnes.

ATTENTION | le nombre Fle colonn(.es dg la matrice d(.a ga}lche doit /ejur(.a égal au nombre de lignes
de la matrice de droite sinon le produit n’est pas défini.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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b1y byg bim
.......... T
baq-+ b33 "'>|b2j| bam,
b, b b W b
pl  p2--- > Upj] pm
X "
(VY
+
o
X
"
c c c c
11 G2 1j 1m
@11 Ay A1y
: R c c c c
; 21 C22 25 2m
gy Qo) Qap,
o N
pem 27N
I\a_il_ _a_i2__'_"_ _a_i-p/l Ci1 G2 ’\ ij ) Cim
. . . E . ~
a a a
nl n2 np
Cp1l Cp2 -+ Cpj - Cpm

Figure XIII.2 — Produit matriciel

— Le produit a droite d’une matrice par un vecteur colonne est un vecteur colonne et le produit
a gauche d’une matrice par un vecteur ligne est un vecteur ligne.

— la complexité de la multiplication matricielle dans Jb,, (K) est en O (n3) i.e. du méme ordre
de grandeur que An? ol \ est une constante.

Exercice 4 : Effectuer les sommes et produits possibles de matrices entre :

0 L3 4 100
[ A=(1 2 -1 )etB=| —1 A=(250>etB: 00 1
3 010

Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux
ATTENTION définis mais pas de la méme taille.

Mais, méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille, on a, en général,
AB # BA. Les exemples suivants sont a retenir afin d’éviter d’écrire des bourdes.

Exemple T (AB # BA)

GG = CIC L)-(2)

Exemple & (AB = 0 nimpliQue pas A — 0 ou B = 0) : Il peut arriver que le produit de deux matrices
non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Les matrices A et B sont alors appelées des diviseurs de zéro.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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A= (" 1) B=(? ) ewam=(" °).
0 5 0 0 0 0

Autrement dit szn,p(ﬂ() est un anneau non intégre.

Exemple 9 (AB = AC n'impliQue pas B=C) : On peut avoir AB=AC et B £ C.
A= (% 7Y ot ) 2?0 et AB=AC= [ ° ).
0o 3 5 4 5 4 15 12

Exercice S SoientA:<_1 O)etB:(l 2 )

Résoudre AX = B dans M,y (R).

\
Exemples IO (Lianes d'une matrice) :  Soient A = (a,;) € M, ,(K) et i € [1;n] et j € [1;p].
(0 S | 0) x A = (%1 a’jp) est la 7M€ ligne de A.
a la position j

0

0
En particulier, E, ; ,, , x A= | L; | en notant L; = (%’1 ajp).

0

0

a la position %
N v
Exemples Il (Colonnes d'une matrice) :
Soient A = (a,;) € J\ﬂan’p(ﬂ() eti€l;n]etje[l;p]
0
: A4
Ax|1]= : est la i®™M€ colonne de A.
a la position 4
A4
En particulier, A x B, ;= (0 - 0 C, 0 - O) en notant C; = | :
A Ay
|
a la position j

Exercice b : Calculer E; ; x E; ;.

Plus généralement, on a :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : Matrices ﬂl
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»(K)

-

)
Proposition 4 (Produit d'une matrice par un vecteur colonne) : Soit A € J\ﬂ;n’p([K) dont
les colonnes sont notées Ay, .., A,
2Bq
Pour tout X =] ! | € KP on a:
Lp
P
AX = ZxkAk c K™.
k=1
Autrement dit, le produit d’une matrice A par un vecteur colonne est une combinaison
Y linéaire des colonnes de A. )

En particulier, le produit & droite d’une matrice n X p par un vecteur colonne p x 1 est un vecteur

colonne n x 1.

ayp G o Ay T

Qg1 Qgg =+ Qgy Lo
AX = )

Ap1 GQpa 0 Qpyp Lp

p
E 1Ty
k=1

a1 + A19To + .“alpxp

=

P
_ Ao + A9oTo + "‘azszp _ E QAo Ty, _ A
= : =1 T

A, 1T+ QpoXy + - Uppy

p
E Akl
k=1

Figure XIII.3 — Produit (& droite) d’une matrice par un vecteur colonne.

Preuve : {Coubd,oﬂohd 'w/m;oﬂ,ctumb
@Mpﬂmmwgomne@n&%/nmdommw

-

Pun touk i € [1;n], (AX),

de K™

1 k=1

p p
= (A, = Zwk Ap)i = (), (Z a:kAk) _
k= k=1

QeWAXd'wwmomwdn&%mmroAm
1

Vous verrez par la suite que nombre de ces difficultés n’existeraient pas si 'inverse d’une matrice
non nulle pouvait toujours étre défini. La raison principale étant la non commutativité du produit

matriciel.

Alors que reste-t-il au final 7 Ce qui est indiqué dans la proposition et seulement cela :

r

Proposition S (Propriétés alaérriques de la multtiplication) :
sible, le produit de deux matrices est :

A(BC) = (AB)C = ABC.
A(AB+ C) = AMAB + AC et (AB + C)A = ABA + CA.

Associatif :

Bilinéaire :

Lorsque celui-ci est pos-

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices
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( )
Non commutatif : AB # BA en général.

Soit A € JULn,p([K).
Elément neutre : AL, =1, A=A

L, est élément neutre pour la multiplication a droite et I, pour la multiplication a
gauche.

Elément absorbant : (0),nA =(0),,, et A0), ,=(0),, Vm,qgeN".

On dit que la matrice nulle est un élément absorbant pour le produit matriciel.

. . . b
Exercice T : Trouver les matrices qui commutent avec A = (g ) .
a

Transposition d’une matrice

r

Définition T : La transposée d’'une matrice A € JULn’p([K) est la matrice de J\ﬂgpyn([K), notée
AT ou anciennement ‘A, obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice A.

AT = (a;;) € Mo, (K).

1 4

1 2 0
Exemple I : Si A= alors AT=12 3
4 3 -1 0 1

Remarque : La transposée d’'un vecteur colonne est un vecteur ligne et réciproquement :

1
(120 =2
0

Proposition & (Propriété de la transposition) :

Linéarité : Pour tous A, B € Jb, ,(K) et A € K, (AA+B)" = AAT + BT.
Involutivité : Pour tous A € J\ﬂ;n,p(k), (AT)—r =A.

Contravariance : Pour tous A € J\ﬂ;pyq([K) et B € J\ﬂzq’r([K), (AB)' =BTAT.

Preuve : foionk A = (a;;) & B = (b;;) dewcc malnices de M., (K)
- S aek

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : Matrices 12 I
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Vo (i59) € [Lsr] x [1;p]

((AA+B)T>Z“: (M +B),; (defimition, de lo. tramsposition)

J

= Xaj; +aj; (dw les lois de J\ﬂgn’p([K))
=AMAT), +(®B7), (de%vmbwm de lo, bramsposition)

Donc, (AA+B)T = AT +BT.
-V (i59) € [Lsr] x [15p],
(aD7) =@n), (ddmition. de b tranaposition)
. =a,; <deg4/rwbmu de lo Wmmm)

Done, (AT)" = A.
- V(i35 € [1;r] x [15p]
((AB)T> = (AB);, (ddmition, de b tranaponition)
; kYK (dﬁ%”m l‘/wdf\“'t ‘QLWO‘PQ')

= Zbkiajk (ooamm@h/u«bé de [K)
k=1

=Y " BT)(AT), (defimition, de lor tramaposition)
k=1

= (BTAT), . (defimition. du produit malniciel)

Remarques :
— Soient X = (961 Ty ... xn) et Y = (y1 Yg .. yn) deux vecteurs de R™.

Alors leur produit scalaire XY peut-étre vu comme un produit matriciel :
Y1
XY=XYT= (2, 25 o )|

Yn
=Ty T TaYs T T T Yy

Ay
A~ AN . A2 Mo Mo
— De la méme maniére, soient A = €M, ,(K) et B = (Bl By, .. Bm> € Moy, ,, (K)
ATL
otV (i;45) € [1;n] x [1;p], A; € KP est la i*ligne de A et B; € KP est la j™ecolonne de

B.

— =T
Alors (AB),;; = A;.B; ol A; et B; sont vues comme des vecteurs de RP.
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r Y
Détinition 8 : Soit A € Jb,, (K).

= On dit que A est symétrique si, et seulement si AT = A autrement dit :

V’L,E [[1,71]], aw :a/],b

On note J, (K) ensemble des matrices symétriques & coefficients dans K.
= On dit que A est anti-symétrique si, et seulement si AT = —A autrement dit :

Vi, S [[1 ,TL]] 5 a/ij = —(lﬂ

On note 7, (K) I'ensemble des matrices anti-symétriques a coefficients dans K.

Remaraues :

— Les matrices symétriques sont donc les invariants de la transposition.

— En particulier, les coefficients de la diagonale d’une matrice anti-symétriques sont nécessai-
rement nuls.

— De plus, ¥, (K) N o7, (K) = {Oﬁﬂ,n(k)}-

o -1 7
4 -1
Exemples I3 : ( ) 4) eSHR)et | 1 0 3| €(R).
-7 =3 0

Exercice & : Soit A une matrice carrée a coefficients dans un corps K.
[1] Démontrer que ATA est symétrique.

Démontrer que A? est symétrique si A est symétrique ou antisymétrique.

@ L’ ALGEBRE DES MATRICES CARREES b, (K)

Revenons sur la proposition (5) spécifiquement dans le cas ou m = p des matrices carrées.

D’apres celle-ci, le produit de deux matrices carrées d’ordre n est encore une matrice carrée
d’ordre n, ce qui fait de la multiplication matricielle une opération appelée loi interne sur J\ﬂgn([K)
associative, distributive, admettant la matrice I,y comme élément neutre, mais pas commutative.

On dit que ’ensemble (JULH([K), +, X) est un anneau unitaire d’unité la matrice I,, et que l'en-
semble (M, (K), +, x, .) est une K-algébre non commutative.

On étudie dans ce paragraphe spécifiquement les matrices carrées.

II1.1} Matrices diagonales et triangulaires

Proposition 1 (Produits et comrinaisons linéaires de matrices diacgonales) :

2,,(K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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4 )
e VA/Be2,K),vVreK I +BeZ,(K).

oy b1 Aoy + By

oy /Bn )\Oén + Bn

e VA;Be2,K), ABeZ,K).

o
Remarque : Pour économiser de la place on trouve souvent l’écriture D =

abrégée en D = diag(ay, ..., a,,). Tout le monde comprendra...

Exercice 9 : Déterminer {A e, (K)/¥YD e 2,(K),AD = DA}.

Ces résultats se généralisent aux matrices triangulaires supérieures (ou inférieures) comme I’énonce
la propriété suivante :

\’
Proposition 8 (Produits et comrinaisons linéaires de matrices trisngulaires) :
T, s(K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel.
= VA,Be 7,5(K),VAeK, M+BeT,sK).
| VA’ B S ‘%L,S([K)7 AB S ‘%L,S([K>
a;; X X X by x x X a11b1y X X X
0 ayn x X 0 by x x| 0 Agobgy X X
X X X
0 0 a,, 0 0 b,, 0 0 a,nbon
En particulier, les termes diagonaux du produit sont les produits des termes diagonaux i.e.
Vie [1;n], (AB); = a;b;;.
. .

Les résultats sont similaires pour les matrices triangulaires inférieures. !/

Preuve:ﬁommtAd:Bdeumnwbzmw@n%qumwénm.
%w&@je[hnﬂdhwwi>j

|1]. Le cas inférieur s’en déduit par transposition.
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De. pls

— VYAEK (A +B),; = Aay; + by,

III. I’ALGEBRE DES MATRICES CARREES Jb,, (K)

=0.
gDom)\A—i-Bebbb\mm%uﬂam/@WWw
Zazkbkj Z % bk]+2alk bkj =0.
k=1 _—o k=1
wan i >k

-
oa)bk:_21,>]

Done AB ebl:fnmm?ufawew,rmm
&»PMW (AB), Zambkz Z

Qi by + ayiby; + Z @i, i = ;.
:6 k=i+1 :0
can t >k con k>4 I
II1.2} Puissance d’une matrice carrée et binéme de Newton
( )
Détinition 9 - Soient n € N* et A € b, (K).
On définit pour tout k € N la puissance k°™¢ de A par récurrence
AV =T,
VEeEN, AFT=AAF=AxAXx..xA,
k+1 fois
L
Remarques :
— On ne peut définir de puissance k™ que pour des matrices carrées
— Pour tout k,1 € N, on a AFAL = AIAF = AR+
— Cependant, en général, pour A et B dans Jb,, (K), on a (AB)? # A2B2. On peut seulement
affirmer que (AB)? = ABAB.
e )
] 1 2
Exemple [+ : Soit A = ( )
3 0

AP A x(AxA)= 12\ (7 2)_ (13 14)
3 0 3 6 21 6
\,

01 2
Exercice IO : Soienth(O 0 1)etA=(

0 00
Calculer N™ et A™ pour tout n € N.

S O =
O =

Corollaire 8l : Soit p € N.

<diag(a1, s an)>p = diag(af, ..., ab)

nl.

Lycée Jules Garnier
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p )
et
a;; X X X al; x x  x
0 a9y, X X 0 db, x x
Vpe N, = >
: X : . w0 X
0o - 0 a,, 0 - 0 a?,
\,
7
T 0 O 7 0 0
Exemple IS : 1o v2 0| =0 285v2 o0
0O 0 i 0 0 =
p a

Théoréme 9 : Soient A et B deux matrices carrées de Jb, (K).

Pour tout entier p € N, si AB = BA alors :

P
(A+B)’ = Z (2) Ak x Br—F (Binéme de Newton).
k=0

AP —BP = (A —B) (,,2_: AkBp—l—k> = (pz_: AkBp—l—k) (A—B).

k=0 k=0

(Factorisation de AP — BP).

Si A et B ne commutent pas i.e. AB # BA alors

(A+B)’=(A+B)(A+B)
ATTENTION =A%2 + AB+BA+B? + A? + 2AB+B?! ...

Et,

(A+B)(A—B)=A2—AB+BA —B2 £ A2 B2l .

Preuvezﬂm@mﬁmtwwmmpenﬂ.
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Comme A of B commubent, A¥ x BmFA = AR+l Bm—k

AN e LAWY m—k+1
;(k‘)A*xB +kz:=0<k)A x BmM—Rt

m—1 m
m+1 m k+1 m—k m k m—k+1 m+1
A++;(k)A+><B +;<k>A x Bm—k+l 4 gmt

— Am+1 4 i (kﬂ_’b 1) Ak % Bm*k‘l'l 4 i (7:) Ak % Bm*kﬂ*l 4 Bm+1
k=1 k=1

") ()

(")

@fn/gaﬁbomlb@:

— Am+1 + i Ak % Bmkarl + Bm+1
k=1

_ nil (m;j 1) Ak x Bmt1)—k,
k=0

3:, tgatlit )
- &meWwpzan.ﬁ%%thwmpeN
1

- N

Exenple |6 © Comme toute matrice A € Jb,, (K) commute avec I,,, on a :

(A+I)7 =)

p
k=0

p —
<k> Ak :Ap—l—pAp*l + %AP*Q—I—"--FPA—FIW

p—1
L,—AP=(I,-A)) AF=(I,—A) (AP 14+ AP 24 4+ A+L).
k=0

Ce théoreme est particulierement intéressant dans le cas des matrices dites nilpotentes :

( )

Définition IO (Matrice nilpotente) :  Soit A € M, (K).
On dit que A est nilpotente si Ip € N* tel que AP = 0y, ®)-

Le plus petit entier p pour laquelle cette identité est vraie est appelé 1’indice de nilpotence
de A :

p=min{ke N /AF =0y )}

Par définition de I'indice de nilpotence, pour tout matrice N nilpotente d’indice p,

Vk<p, NF£0y 4 et Vk>p NE=0y .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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Exemple [T : La matrice (

(@) (e} (=)
o O
@il (@)

) est nilpotente d’indice 3.

Exercice | : Déterminer toutes les matrices carrées d’ordre n qui sont a la fois nilpotentes et
idempotentes (i.e. A2 = A).

Méthode | (Caleul de Ia puissance d'une matrice) :
N A P . .

&FQWMMAzAIn+NmN%meWW.

1
Exercice [ : Soient A= |0 et J =
1

o = O
= = O
= O O
o O O
O = O

Calculer J*, n € N.
|zl En écrivant A = I3 + J, calculer A”, n € N.

Correction : Comme J3 = 0, on o :

n n ]
A" = (J4+1,)" = (k> JE =Ty +n + 7”(”2 ) g2,
k=0

Q MATRICES INVERSIBLES ET%Q (K)
n

( )
Détinition Il (Inverse dune matrice) : Une matrice carrée A de Jb, (K) est dite inversible
(ou réguliere) si, et seulement si il existe une matrice carrée B de Jb,, (K) telle que :

AxB=BxA=1,.

Si A n’est pas inversible, on dit que la matrice A est singuliére.

L’ensemble des matrices inversibles de J\ﬂan([K) est appelé le groupe linéaire d’ordre n sur K.

On le note %ﬂ (K).

n

\ v

ATTENTION I Par définition, une matrice inversible est nécessairement carrée!

s N
Exemples 18 :
1 1 3 -1 -1 3
m Les matrices A=|1 —1 0]|]etB=]|—-1 —2 3 | sontinverses I'une de 'autre.
1 0 1 1 1 —2
—1
1 1 1 1 1 -1
'(0 1)6@2("0“(0 1) _<0 1)'
\.
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()

Remaraues : Une matrice B telle que AB =1, s’appelle un inverse d droite de A. Une matrice
B’ telle que B’A =1, s’appelle un inverse a gauche de A.

S’ils existent, un inverse & droite et un inverse a gauche sont nécessairement égaux.
Pr‘e.u\/e.:jjbWd@ABZIWiQM%LdQMA&TQAmdMe%dMWmMWB/
Eoumoﬂt@m(B'A)BzB' — B=P. —

Il suffira donc de trouver indifféremment un inverse & gauche ou a droite pour conclure a I'inver-
sibilité de la matrice considérée.

Proposition IO : Soit A € M, (K).

Si A est inversible alors sa matrice inverse est unique. On la note A=1,

|— PreuvetsooiLAwnembuwwjvvémAWﬁQeetmbBébB/olmooi/n/w)web/deA.

B=BI, = B(AB') = (BA)B' = B’ = B".

Remaraue : Dest un @mr %m,ezwﬂ pown touk monoide W@% —

Exemples 19 :

= La matrice I,, est inversible avec I} =1,,.
= La matrice nulle 0y, , n’est pas inversible.

Ae @ﬂ (K) &= VAeK, A € GL,(K) et, dans ce cas, (AA)"1 = A"1A-L.

= Une matrice nilpotente n’est pas inversible.

exempe 20+ (L ) egwa(d 1) =(3 )

Remaraue : On retrouve la définition de I'inverse d’un réel & non nul i.e. le nombre 1+ =

xT

1
tel que z x — = 1. La matrice unité I,, joue ici le réle du 1 dans R.
T

1
ATTENTION Dans Jb,, (K), a la différence de R ou C, il existe des matrices non nulles comme <0 8)

qui ne sont pas inversibles.

Exercice [3 : Montrer que toute matrice carrée qui posseéde une ligne ou une colonne nulle N’est
PAS inversible.

Correction : ?WAGMn(M)&WWM%WAWWMM%M%

Z_\

MMWMBGW,@@WBAMmejWMm%mmWWm

é(aa.@dln
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i 4 0
Exemple 2 : A:(2+i 5i 0)%@2
3—1i

31 —1
Exercice |4+ : Soit A = 1 3 —1 |.
1 1 1

Calculer A2 — 5A.
[2] En déduire que A € (gQ (K) et calculer A1,
3

Remaraue : Le polynome P(X) = X? — 5X + 6 est appelé polynome annulateur de la matrice
A. Une matrice donnée, I'existence d’un polynéme annulateur de valuation nulle (i.e. le monéme
de plus bas degré est une constante) assure qu’elle soit inversible :

S'il existe P = a, X" + a,, ;X" ! + ...+ a;X + qy avec ay # 0 tel que P(A) = 0y, alors A est
inversible et

1
A_l = —a— (anAn_l + an_lAn_Q + ...+ G’II) .
0

( \
Méthode 2 (Inverser une matrice avec un poynSme annulateur) :
%LAWWWQLPWWWWM@AM&WMQ&WMB

lA@aJ:i/n/qumL@Qe,,
l@%mglwm@AldW®Q'WP(A)=OMn(M)%M&
'rnupf»rzedel ¢m@ommﬁ¢@/x

Théoréme Il (Opérations sur les matrices inversigles) :  Soient A, B € %ﬂ (K)

Involutivité : A~! est inversible et (Afl)_1 =A.

Produit : AB est inversible et (AB)™! = B1A~L.

Puissance : Pour tout k € Z, A* est inversible et (Ak)_1 = (Afl)k.
Transposition : AT est inversible et (AT)fl = (Afl)T.

\.

On retiendra donc que %ﬂ (K) est stable par inverse et produit : (%Q (K), x) est, comme son nom
n n
I'indique, un groupe.

(AB)"' =B Al £ A 1B L
ATTENTION Rappelez vous que la multiplication dans b, (K) n’est pas commutative :
(A7'B!) (AB) ne donne rien.

Preuve : Hoient A, Begﬁ (K)
|_ . AxA‘le_lezlmdmmPondégAmnmde@vW@mﬂi&b@ AL enb inuersille dinuense A.

B ABXB A1 =AXxBB !xA1=Ax[,xA1=AA1=1, & B A1 xAB =1, donc
AB et vn/ue)wﬁQe dimuense B7TATL

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices g
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-ﬂ’mmm@ramdeﬁmmvm@

s (ADAT=(AA ) =1 T =1 & AT(A})' =(ATA)

n n
-1

gDcyn,o AT enl vn/we)uupjge oL (AT) = (Afl)—r.
PURNONENTON | A et B inversible >><C A + B inversible.

“ Inversibilité des matrices d’ordre 2

T T =1,

Pour les matrices carrées de taille 2, il est facile de trouver une condition nécessaire et suffisante
simple d’inversibilité ainsi qu’une formule pour le calcul de I'inverse le cas échéant. Nous verrons
plus tard dans I’année qu’'une généralisation de ces résultats est possible pour les matrices carrées

de taille quelconque, mais au prix d’un travail important...

r

Détinition [ (Déterminant dune matrice) :  Soit A € Jby(K) une matrice carrée d’ordre
2, on appelle déterminant de la matrice A, noté det (A), le scalaire tel que :

~

SiA= (a b) alors det (A) = a b = ad — be.
c d c
\
Exemple 22 : SiA:(;1 j) alorsdet(A):;1 3:4><1—2><3=—2.

Ve

versible si, et seulement si son déterminant est différent de 0.
VA € Jby(K), A" existe <= det (A)

On a alors :

Théoreme I (Inverse dune matrice dordre 2.) : Une matrice carrée d’ordre deux est in-

. . a b -1 1 d —b
SiA= (C d) alors A7 = det (A) (—c a) . (XIII.1)

~N

L )

|— Prewe:Em@@dmmde%mmm@trw@mwﬁegqma@@m@cﬁwﬂm
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AxB=1, < a b X cy (o
c d z t 0 1
axr +bz ay+ bt 1 0
cx+dz cy—+dt ~\o 1
PN ar +bz=1 o ay+bt =0
cx+dz=0 cy+dt=1

%mwﬂ'mmmwm%mmmm%&w
mbombraboopﬁ'méo}mm,b.e.

ad —bc #0 <= “ Z#O(:)det(A);éO.
c
Cette condition wén A@@/ , deb combinaisons lingaines dementaines donnent les solubions :
CU—id 2—7_6 = b et t= a
~ ad—bce’ ~ ad—bc’ Y= ad—be ad—bc’

) . . o 1 d —b
@mo@ﬁ@nﬁa@oﬁbuWiju@)mdeA:B—det(A) (—C a).

%me@iﬂmm@rm%ldm%mwaAZIg.@%t@em.l _I
-

4 3
Exemnmple 2.2 : Déterminer la matrice inverse de la matrice A = ( )

2 1

On calcule : det (A) =4 x 1 —2 x 3 =—2 # 0 donc la matrice A est inversible.
La condition d’inversibilité remplie, on applique la formule (XIII.1) :

1 3
1 — - =z

A—l - % ( ) 43) = 2 2 .
N 1 =2

\.

Exercice IS :
[1] Soit M € S, (K) et P € @2 (K). On pose D = P~'MP.
Montrer que V k& € N, M¥ = PD¥P~1,
. 0 1 1 -1
‘ Soient M = ( 9 _q ) et P = ( 1 9 )

Déterminer P! et calculer D = P~ 1MP.
Calculer M*, V k € N.

Méthode 3 (Caleul de Ia puissance d’'une matrice) :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices E
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] L(JOLD %td.»\,o%mufea/ueo D:diag(al, ...,Ozn) oQoh,b,

l%A%MMdWWW@Q@L&HPE%@(R)%WA:PDP_lj
OBohb: '

VkeN, A¥ =PD*P1

IV.2” Inversibilité des matrices diagonales et triangulaires

Théoréme [3 (Matrice diagonale) :  Soient ay, .., o, B; € K, alors : est

inversible si, et seulement si Vi € [1;n], o; # 0 et alors :

051 Qy

|— Preuve : R W durn avee lo  proposition (7) .

L’inversibilité des matrices diagonales était facile a étudier. Qu’en est-il plus généralement des
matrices triangulaires ?

4 )
Théoréme 4 (Matrice trianaulaire) :  Une matrice triangulaire A est inversible si, et

seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Dans ce cas, A~! est aussi triangulaire de méme type et ses coefficients diagonaux sont
exactement les inverses des coefficients diagonaux de A.

1 -~
a;; X X X a;t X X X
0 ap x X 0 ayp X X
X X

0 0 Aoy 0 0 (171

Preuve:wamw@demudémd%mbmbmm%«&me,Qemmg&mm
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_‘Cwbemmmwﬁamwd@m&?eu&de@@gwmua)wmmaem
dma%tmm%%etmﬁgmgntma#oletdmnbwmmmuwfm

(@ = (@)
Soit A, (K) tnwwhmw@umu& A séonil, wa@@ocb

Ael, (k) Cedb,,(K)
(0) € by, (K) d '

— % A enb imsersile alons il ecsinte wne mabrice
. A elb, k) ¢ el (K
B ey, (k) &’ ’
@QQ@?AJ}@:

A C A’ C/ In On,l
m (01,n d) (B’ d’) (om 1
AA’ + CB’ AC +Cd’ L 01
<~ —
dB/ dd/ Ol,n 1

( 1
dd =1 :d#OeQ%WJ,@md’:g.

dB/ :Ol,n — B/ 2017,” v d#o

AN + OB =1
B’=0, ,

m&mmdyéo,mdgﬂmetﬁawmmwwﬁ

—MMMMﬂ@&%w@%&WWMMM&@@M@d#O&A%L

i/rvuojw,%ed; S 0, S dehéuuvv@rm.@%@dofm:
011/1/%»
ATt —IAa-ic AATY —IAATICH+ LC
A =
Ol,n é 01771 1

In On,l
= =1 ..
Ol’n 1 n+1
ATl —

6%%®WW(Oln ‘111 )ﬂ1n+1b.e.ﬂ%tmm%e};gwwm
%bw ’

= AN =1, = A et invonsiblle.

n
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&M&MMQWW%WMW?W%MWW
boub n € N*.
1

“ Trace d’une matrice

La notion de trace vous paraitra un peu anecdotique pour le moment mais elle est tres importante,
alors autant I'introduire tout de suite.

( Y

e b, (K).

Définition I3 (Trace dune matrice carrée) : Soit A = (aij)1<' _
\'L,]\TL

On appelle trace de A et on note tr (A) la somme des éléments diagonaux de A :

tr(A) = i Q-
i=1

Exemples 24 :
s tr(I,) =n.
4 0 8
m SiA= 2 -1 14 | alorstr(A)=—-4—-1+4+13=38.

5 9 13
= Si A €, (K), alors tr (A) = 0.

Proposition IS (Propriété de la trace) :

Linéarité : Pour tous A, B € Jb, (K) et A € K, tr (AA + B) = Atr (A) + tr (B).
Produit : Pour tous A € J\ﬂ;n,p([K) et B e J\ﬂ;p’n(ﬂ(), tr (AB) = tr (BA).

Preuve :
|_Linéarité : Joient A € K A o B des mabnices de Jb,, (K).
n

tr (M +B) =Y (M +B), (dapnes b, d,e%mm de tr)

=1

= (Aaj; +b;;) (OLO'T‘“‘%’ loo boin de S, (K)

Z)\ia“—FZbii (Ilon&/nmmbede@o,m)
= Atr(A) + trEB) .
Produit : Jient A € Jb,, ,(K) &£ B e b, ,(K).
tr (AB) = Z(AB)M = Z (Z az’kbki> = Z (Z blm‘aik) =) (BA)y, =tr(BA).
=1 ; k=1 k=1

A =1 k=1 =1

R.emarque :&mmAB@@mﬂenmwBAe&d@mﬂep%m
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—

Remaraues :

— Lorsque qu'une matrice A est semblable & une matrice B 7.e. il existe une matrice P inver-
sible, dite de passage, telle que A = P~!BP, on a alors :

tr (A) = tr (P7'BP) = tr (P~'P)B) = tr (B).

On dit, pour cela, que la trace est un invariant de similitude.
— (Cest ce résultat qui motive la définition (11) seulement sur les matrices carrées.

En effet, soit A € J\ﬂ;n’p([K) une matrice rectangulaire. Si rien n’empéche, en théorie, de
définir un inverse B € JULp’n([K) de A a partir des relations AB =1, et BA = [, on aurait
cependant un petit soucis car :

n=tr(I,) = tr (AB) = tr (BA) = tr (I,,) = p.

n

Exemple 25 : L’équation matricielle AB—BA = I, d’inconnue (A ;B) € Jb,, (K)? n’a pas de solution car
pour toutes matrices A, B de Jb,, (K) :

tr(AB—BA)=tr(AB)—tr(BA)=0#n=1tr(I,).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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