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Q L'ENSEMBLE DES MATRICES J\ﬂ;n,p([K)

Généralités et vocabulaire

~

Définition | : Soient n et p deux entiers non nuls.

On appelle matrice a n lignes et p colonnes d coefficients dans K toute famille A = (az‘j)1<i<n
N/ 2
d’éléments de K, indexée par [1;n] x [1;p].

a/ll a12 a/lj a/lp
a21 a22 cee a/2‘7 cee azp
A= oua;; € K, V (i55) € [1;n] x [1;p]-
a,L'l 0/7/2 PRy ai] e a;/ip
Upy Gpy o Gy oo Gy

On note J\ﬂgn’p(ﬂ() leur ensemble ot n et p sont, réciproquement, le nombre de lignes et de
colonnes et K est le corps auquel appartiennent les coefficients (R ou C pour nous).

= Les nombres a,; sont les coefficients de la matrice A.

\ = a;; est situé a l'intersection de la i ligne et de la 5™ colonne.

.

On notera souvent, en abrégé, A = (a, ;)

(i55)€lxJ’
,\\ ~—~
N 1
yi 2 : ayj Ay, ayp
| |
as \\"\ | @25 Qo Qap
: Ne o Y : :
o O
A= g B I N 3 (n <p)
H all CLZ2 \\ N a/,Ln e CLZp |
\ N I
ST T T IES T IR T -
: TR ~
a a la 13~ e a
nl n2 YA TN . np
N /
- ~7
19" ligne J°M¢ colonne Diagonale de la matrice
s )

Exemples | :
1 2 0 2
s A= (4 3 1) € JULQ’S([R) est une matrice 2 x 3 réelle.

Par exemple, ay; =4 et a;53 =0.

1—1i

i 0
m A= (; ) € Jly(C) est une matrice 2 x 2 complexe.

Une matrice A de J\ﬂanyp(lk) est donc entierement déterminée par la donnée de n X p scalaires qui
la déterminent ce qui implique notamment que :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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Théoréeme | :
A:Oﬂ’tn,p(k) < VY (i;7) € [1;n] x [1;p], a;; = O.

Une matrice est nulle si, et seulement si ses coefficients sont tous nuls.

Ty
Remaraue : Pour différencier les vecteurs X = | ¢ | que sont les matrices colonnes (ou lignes)

L

des coefficients x; € K qui les déterminent, on appelle scalaire, tout élément de K.
Exercice | : Représenter les matrices suivantes telles que :

A est la matrice de JULQA(IR) avec a;; =i+j

. (1 osii—j=2
B est la matrice de Jb, 5(R) telle que bi; = { 0 sinon
1 sii—j
[3] C est la matrice de Jby(R) telle que ¢;; = —1 sifi—j| =1
0 sinon

D = (amnt ) F=Oigini) o jen
E= (|Z'*j|>1<i,a<n' = <Sh (a; +a;) >1<m<n'
Zoologie

— Sin =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur ligne.

(1 5 8) el 5(R) ~R>.

— Si p =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur colonne.

1
3 | €My (R) ~R3.
—4

— Sim = n, la matrice M est appelée matrice carrée d’ordre n. Leur ensemble est simplement
noté Jb,, (K).
4 5
€ oy (R).
(f %)t

— On appelle matrice unité ou identité d’ordre n, notée I, la matrice carrée d’ordre n qui ne
posséde que des « 1 » sur sa diagonale et des « 0 » ailleurs :

1 sii=j
JI1<i,5<n ’ 0 sinon

Vocaeulaire :La notation d; ; porte le nom de symbole de Kronecker.

100
L=|010 I, =
00 1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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— On appelle matrice diagonale d’ordre n la matrice carrée d’ordre n qui ne possede des
éléments non nuls que sur sa diagonale : a;; = 0, Vi # j.

2 0 0
01 0 |e€z5K).
00 -3
On note Z,,(K) leur ensemble.
A 0
En particulier, les matrices AI,, = , A € K, sont appelées matrices scalaires
0 A

— On appelle matrice triangulaire (resp. strictement triangulaire) d’ordre n une matrice carrée
d’ordre n qui posseéde un triangle composé uniquement de « 0 » sous la diagonale (resp.
strictement sous) :

a;; = 0, Vi < j (resp. i < j) est une matrice triangulaire inférieure (resp. strictement

inférieure).
100 1 4 5 0 0 O
4 5 0 0 -5 —1 3 0 O
2 5 7 0o 0 1 7 -1 0
Matrice triangulaire Matrice triangulaire Matrice strictement
inférieure supérieure triangulaire (inférieure)
On note 7, ;(K) leur On note 7, 5(K) leur
ensemble ensemble

Q OPERATIONS SUR b, ,(K)

[IL.1] Addition
.

N
Définition 2 (Somme) :  Soient A = (a;;),B = (b;;) € ‘ﬂﬂ;n’p([K) deux matrices de méme
dimension.

La matrice C=A 4+ B est la matrice dont les coefficients sont les sommes des coefficients
Moy, (K)
de A et B: ’
C=A + B <= (a5, + (b;;)="(a;;+0b;,).
Jm’n,p(k) Y j‘ﬂ’n,p(ﬂ() Y v K Y
& 4

ATTENTION I Les matrices doivent avoir les mémes dimensions sinon leur addition n’est pas définie.

— La matrice nulle Oy, ®) est I’élément neutre de ’addition définie ci-dessus :
VA€, ,(K), A+ (0)=(0)+A=A.

— Tout élément A = (a;;) € Jman’p(ﬂ() posséde un symétrique pour la loi + appelé matrice
opposée de A et notée —A = (—a;;). La matrice formée des opposés des coefficients de A :

VA€, (K), A+ (—A)=(—A)+A=(0).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices
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II. OPERATIONS SUR Jb,, ,(K)

De méme que l'addition dans K, I’addition des matrices vérifient les mémes lois : associativité,
commutativité, élément neutre et opposé.
( )

Proposition 2L :

(bij)ie[[l;n]] — Vv (Z’]) € [[17n]] X [[]"p]]’ a”ij ? bl]

(aij)ie[[l;n]] =
Jel1;p]

jelt;p] Mon,p(K)

Deuz matrices sont égales si, et seulement si elles ont les mémes dimensions et leurs
coefficients sont égaux deux o deux.

\,
( )
Exemples 2 :
1 2 0 0 0 0 12 12
L] 4 3 |1+]10 O0|=(0 Of+| 4 3 =1 4 3
-5 -1 0 0 0 0 -5 -1 -5 -1
1 2 0 -5 3 6 0 -3
[ | = =
4 3 -1 1 4 3 1 -5
1 2 —4 1 0 O 0 2 —4 0 2 —4 1 0 O
= (4 3 -1|]=|4 2 O0[|+]0 1 -1|=]0 1 —-1(+]4 2 O
5 0 2 5 0 =3 0 0 5 0 0 5 5 0 -3
\. v
Loi externe
( )

Définition 3 (Muttiplication par un scalaire) :  Soient A = (a;;) € J\ﬂgn’p(lK) et A € K.
= On définit le produit (externe) de la matrice A par le scalaire A, noté A\.A ou AA,
comme la matrice dont chaque coefficient est multiplié par A :

A (ag) = (Mg ay).

n,p(
m Plus généralement, pour tout A\, u € K la combinaison linéaire de A et

B =(b;) € J\ﬂ;n,p(ﬂ() est la matrice, notée A\.A + p.B, de coefficients :

AL (ay) + u . b-»z()\xa-»—i—uxb»-).
n,p(k)( ”)Jvtn,p(uq Jlftn,p(lk)( is) K Wyx" k¥

Exemple 3 : 2.(1 . 0)=<2 - 0)
4 3 -1 8 6 —2

Exemple 4+ : 3 ((2)

)0

Lycée Jules Garnier
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3X+4Y=( o 2)

Exercice 2. : Résoudre dans Jby(R) le systeme : 129
ox43y=( 3% 7
9 —6

( R

Définition 4 (Matrices élémentaires) :  Soit (i;7) € [1;n] x [1;p].
On appelle matrice élémentaire (de J\ﬂan’p([K)), notée E; ; , , ou E, ;, la matrice de J\ﬂan’p([K)
dont tous les coefficients sont nuls a ’exception du coefficient de position (i, j), égal a 1 :

Ei,j,n,p = (6k,i5l,j)1<k<n-

1<ILp
\,
I
I
0 0
fffffff I
ijnp |
I
0 0
I
/]\
J
Figure XIIL1 - Matrice élémentaire de Jb,, ,(K).
( )

Exemple S ¢ Les matrices élémentaires de .#, 5(R) sont :

0
0>7 'E12:<
0
0)) 'E22:<

s E

I
AR

)7 L] E13

), n et Eyg

I
VS

I
a4l (=)
e (e}
e jj(cm)

s E

[l (e ey (1
(| iKen} ()
(@) l(c)
O =
= O ~——

I
LTINS

Il est assez clair que toute matrice M € .#, 3(R) est combinaison linéaires de matrices élémen-

taires :
_ [ M1 My My3z ) _ 1 00 010 B
M_<m21 Maog m23)—m11(0 00 + Mg 0 00 +"'_1;2mez,a'
1<5<3

Proposition 3 :
VA =(a;) €M, ,(K), A=Y ayE,;

lgign
1<<p

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices ﬂ
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I1.3 ” Produit matriciel

( )
Définition S (Produit dun vecteur ligne par un vecteur colonne) : Le produit d’un
vecteur ligne L par un vecteur colonne C de méme dimension n est égal au produit sca-
laire des deux vecteurs considérés comme deux vecteurs colonnes.

by
by b i
LC = (al ay an) x| :L~C:a1b1+a2b2+...+anbn:Zakbk.
0 k=1
bn
\,
! :
Exercice 3 : Calculer (1 2 .. n) S et (1 2 .. n) ‘
1 :
n
e N

Détinition b : Le produit de la matrice A € Jm;mp([K) par la matrice B € JU[»p’m([K) est égal
a la matrice C = (¢;;) € J\ﬂanm([K) dont chaque coefficient c;; est égal au produit scalaire de
la i®™¢ligne de la matrice A par la j™colonne de la matrice B :

p
k=1

En particulier, ’ensemble Jb, (K) est stable par produit.

2 1 Lo 1 4 -1 5
Exemple b : 1 3| x ( ) =|7 =3 10
2 -1 3
2 0 2 0 2
Remaraues :

— La matrice de gauche détermine le nombre de lignes tandis que celle de droite, celui des
colonnes.

ATTENTION | le nombre .dc colonn(.)s dC. la matrice d(.) ga}lche doit /CFT(? égal au nombre de lignes
de la matrice de droite sinon le produit n’est pas défini.

— Le produit a droite d’une matrice par un vecteur colonne est un vecteur colonne et le produit
a gauche d’une matrice par un vecteur ligne est un vecteur ligne.

Exercice 4 : Effectuer les sommes et produits possibles de matrices entre :

0 13 4 100
[ A=(1 2 -1 )etB=]| —1 @A:(250>etB: 00 1
3 010

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices U
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b1y byg bim
bay+bsy 2 bam
b, b b W b
pl  p2--- > Upj] pm
X N
(VY
+
o
X
-
c c c c
11 C12 1j im
@11 Ay A1y
N N 021 622 02 - C2
. J m
gy Qo) Qap,
'~. ] N
(i ag a; ¢ C e c
X . Y ) . . .
\_zl_ _ _12_ _ zp/ i1 12 \ Wy m
. . R E - ~
a a a
nl n2 np
Cpi Cpa oo Cpj o Cppy

Figure XIII.2 — Produit matriciel

Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux
ATTENTION définis mais pas de la méme taille.

Mais, méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille, on a, en général,
AB # BA. Les exemples suivants sont a retenir afin d’éviter d’écrire des bourdes.

Exemple T (AB # BA) :

CCO-022) = COE L))

Exemple 8 (AB = 0 nlimplique pas A — 0 ou B = 0) : Il peut arriver que le produit de deux matrices
non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Les matrices A et B sont alors appelées des diviseurs de zéro.
-1 2 _
A= 0 B= 3 et AB= 00 .
0 5 0 0 0 O
Exemple 9 (AB = AC n'impliQue pas B=C) : On peut avoir AB=AC et B £ C.

A:(O _1) B:(4 _1) cz<2 5) et AB:AC:<_5 _4).
0 3 5 4 5 4 15 12

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices 8_'
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. . -1 0 1 2
Exercice S : SmentA—( 3 1>etB—(2 _1).

Résoudre AX = B dans M, (R).

~
Exemples O (Lianes dune matrice) :  Soient A = (a,;) € Jb, ,(K) et i € [1;n] et j € [1;p].

(0 oo Gl oo 0) x A= (%1 ajp) est la j°M€ ligne de A.
a la position j

0

0
En particulier, Em-,n’p x A= |[L; | en notant Lj = (%‘1 ajp).

0

0

a la position %
. V.
, . )
Exemples Il (Colonnes d'une matrice) :
Soient A = (a;;) € Jm;n’p([K) etiel;n]etje[l;p]
0
3 Ay
Ax|1]|= : est la i®™€ colonne de A.
a la position 4
Ay
En particulier, A X E, , ., = (0 - 0 C; 0 - 0) en notant C; = | :
A Ap i
|
a la position j

- .

Exercice b : Calculer E; ; x E; ;.

( )
Proposition 4 (Produit dune matrice par un vecteur colonne) : Soit A € JULn’p(IK) dont
les colonnes sont notées Ay, .., A,

L1
Pour tout X =1 : [ €K’ ona:
Tp

D
AX = ZxkAk S K™.
k=1

Autrement dit, le produit d’'une matrice A par un vecteur colonne est une combinaison
S linéaire des colonnes de A. )

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices 9_|
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a1 Q9 0 QAyp T

Qg1 Qoo v Qg Lo
AX = )

Ap1 Qpg 0 Qpyp Lp

p
E Q1T
k=1

allfL‘l + a12$2 + "'alpxp

a21:171 + a22$2 + “'a2px

p
p
p | E QopTy | _
= . = | =1 - Z T A
: . k=1

Ap1%1 + Aoy + Uy,

p
E ApkTy
k=1

Figure XIII.3 — Produit (& droite) d’une matrice par un vecteur colonne.

( A
Proposition S (Propriétés alaérriques de la multiplication) : Lorsque celui-ci est pos-
sible, le produit de deux matrices est :

Associatif : A(BC) = (AB)C = ABC.

Bilinéaire : A(AB+ C) = AAB+ AC et (AB + C)A = ABA + CA.
Non commutatif : AB # BA en général.

Soit A € Jb, ,(K).

Elément neutre : AL, =1, A=A

Elément absorbant : (0),, ,A = (0),, p et A(0), ., =(0),, Vm,qgeN.
\ ’ ’ ’ ’ y

. . . b
Exercice T : Trouver les matrices qui commutent avec A = (g ) .
a

Transposition d’une matrice

( )

Détinition 7 : La transposée d’'une matrice A € JUme([K) est la matrice de JUme([K), notée
AT ou anciennement *A, obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice A.

AT = (ay) € J\ﬂgpyn([K).

1 4

1 2 0
Exemple [ @ Si A= alors AT=1]2 3
4 3 -1 0 1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : Matrices £|
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Remarque : La transposée d’'un vecteur colonne est un vecteur ligne et réciproquement :

(120 =

O N =

Proposition & (Propriété de la transposition) :

Linéarité : Pour tous A, B € ngn,p([K) et AeK, (MA+B)" = AT +BT.
Involutivité : Pour tous A € JULn,p([K), (AT)T =A.

Contravariance : Pour tous A € JULp,q(IK) et B e J\ﬂaqm(lk), (AB)T = BTAT.

e ™
Détinition 8 : Soit A € Jb,, (K).

» On dit que A est symétrique si, et seulement si AT = A autrement dit :

Vi, e [1;n], a;; = ay

Ju*

On note J, (K) Pensemble des matrices symétriques & coefficients dans K.
= On dit que A est anti-symétrique si, et seulement si AT = —A autrement dit :

Vi, e [1;n], a;; = —ay.

On note 7, (K) I'ensemble des matrices anti-symétriques a coefficients dans K.

Remaraues :

— Les matrices symétriques sont donc les invariants de la transposition.

— En particulier, les coefficients de la diagonale d’une matrice anti-symétriques sont nécessai-
rement nuls.

— De plus, ¥, (K) N o7, (K) = {Oﬂﬂzn(k)}'

4 -1

Exemples 13 (
—1 4

)e%([R)et 1 0 3| €h(R).

Exercice & : Soit A une matrice carrée a coefficients dans un corps K.
Démontrer que AT A est symétrique.

E Démontrer que A? est symétrique si A est symétrique ou antisymétrique.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : ﬂ/(aé/ucea il
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@ L’ ALGEBRE DES MATRICES CARREES Jl, (KK)

Matrices diagonales et triangulaires

\
Proposition T (Produits et comeinaisons linéaires de matrices diagonales) :
2,,(K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel.
e VA/Be2,K),vVrxeK M +BeZ,(K).
231 By Aoy + By
A ' ol " = -
n /Bn )‘an + /Bn
e VA;Be2,K), ABeZ,K).
q By o By
Oén /Bn an/Bn
. .
o3
Remarque : Pour économiser de la place on trouve souvent l’écriture D =
a’I’L
abrégée en D = diag(ay, ..., a,,). Tout le monde comprendra...
Exercice 9 : Déterminer {A e, (K)/VD € 2,(K),AD = DA}.
Proposition 8 (Produits et compinaisons linéaires de matrices trianaulaires) :
T, s(K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel.
= VA,Be 7,5(K),VAeK, M+BeT,sK).
| VA’ B S ‘%L,S([K)7 AB S ‘%L,S([K>
a;; X X X by x x X a1101y X X X
0 a22 X X 0 b22 X X o 0 a22b22 X X
X o X X
0 0 a,, 0 0 b,, 0 0 a,nbun
En particulier, les termes diagonaux du produit sont les produits des termes diagonaux i.e.
Vie [1;n], (AB); = a;b;.
. .

Les résultats sont similaires pour les matrices triangulaires inférieures. !/

|1]. Le cas inférieur s’en déduit par transposition.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : Maf/ucea E
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I11.2} Puissance d’une matrice carrée et binome de Newton

( )
Définition 9 : Soient n € N* et A € Jb,, (K).

On définit pour tout k € N la puissance k°™° de A par récurrence :

AV=T1,
VkeN, AFLI=AA*=AxAx..xA.
k+1 fois
\
Remarques :
— On ne peut définir de puissance k°™° que pour des matrices carrées.
— Pour tout k,1 € N, on a AFAl = AIAF = AR+
— Cependant, en général, pour A et B dans Jb, (K), on a (AB)? # A2B2. On peut seulement
affirmer que (AB)? = ABAB.
s 2
) 1 2
Exemple 4 : Soit A = ( )
3 0
A2_AXA_<1 2>X(1 2)_(7 2)
3 0 3 0 3 6
A% — A x (AxA) = <1 2) y (7 2) _ (13 14)
0 3 6 21 6
\

0 00 0
Calculer N™ et A™ pour tout n € N.

01 2 1 1
Exercice O : Soient N=| 0 0 1 etA=| 0 1
0

4 )

Corollaire 8! : Soit p € N.
. p . p
(dzag(al, sy an)> = diag(ad, ..., ob).
et
a;; X X x\’ al; x x X
0 agp x X 0 daby x X
Vpe N, ] 22 = 22
: o X : X
o - 0 a,, 0 - 0 a2,
L
7
= 0 O o’ 0 0
Exemple IS : |0 v2 0ol =10 23v2 o
0 i 0 —i

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIITI : Matrices EI
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e N
Théoréme 9 : Soient A et B deux matrices carrées de Jb,, (K).

Pour tout entier p € N, si AB = BA alors :

P
(A+B) = Z (i) Ak x Bk (Binéme de Newton).
k=0

p—1 p—1
AP —BP = (A —B) (Z AkBP1k> = (Z AkBp1k> (A —B).
k=0 k=0

(Factorisation de AP — BP).

Si A et B ne commutent pas i.e. AB # BA alors

(A+B)’=(A+B)(A+B)
ATTENTION = A2 4+ AB+BA +B? £ A% + 2AB + B?! ...

Et,

(A+B)(A—B)=A? - AB+BA —B? £ A%? —B? ...

e a
Exenple |6 © Comme toute matrice A € Jb,, (K) commute avec I, on a :

P P _
(A+1,)° :Z (k) Ak = AP +pAP—1+WAP—2+...+pA+In.
k=0
p—1
L, —AP=(I,-A)) AF=(,-A)(AP1+AP 24 +A+L,).
k=0

Ce théoreme est particulierement intéressant dans le cas des matrices dites nilpotentes :

( )

Détinition IO (Matrice nilpotente) :  Soit A € M, (K).
On dit que A est nilpotente si Ip € N* tel que AP = 0y, ®)

Le plus petit entier p pour laquelle cette identité est vraie est appelé ’indice de nilpotence
de A :

p= mln{k‘ S D\l*/lAk = OJVlan(K)} ’

Par définition de I'indice de nilpotence, pour tout matrice N nilpotente d’indice p,

Vk<p, NF£0y 4 et Vk>p Ne=0y .

01 0
Exemnple [T : La matrice ( 0 0 1 ) est nilpotente d’indice 3.
0 0 O

Exercice | : Déterminer toutes les matrices carrées d’ordre n qui sont a la fois nilpotentes et
idempotentes (i.e. A2 = A).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIIT : Matrices 14 |
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Méthode | (Caleul de Ia puissance d'une matrice) :

&uwﬂmﬁe@mA:)\In+No@Neﬁtmmbumn&Tm.

1 00 0 0 O
Exercice 2 : Soient A=]0 1 1]letJ=1]0 0 1
1 01 1 00

Calculer J*, n € N.
[2] En écrivant A =T + J, calculer A™, n € N.

Q MATRICES INVERSIBLES ET%}Z (K)
n

( )
Détinition Il (Inverse dune matrice) : Une matrice carrée A de b, (K) est dite inversible
(ou régulicre) si, et seulement si il existe une matrice carrée B de Jb,,(K) telle que :

AxB=BxA=1I,.

Si A n’est pas inversible, on dit que la matrice A est singuliére.

L’ensemble des matrices inversibles de Jb, (K) est appelé le groupe linéaire d’ordre n sur K.

On le note %@ (K).

n

\ >
( )
Exemples 18 :
1 1 3 -1 -1 3
m Lesmatrics A=|1 —-1 0O0]etB=|-1 —2 3 sont inverses 'une de l'autre.
1 0 1 1 1 -2
=
1 1 1 1 1 -1
'(0 1)6@22("0“(0 1) :(0 1)'
Proposition 10 : Soit A € Jb,, (K).
Si A est inversible alors sa matrice inverse est unique. On la note A=1.
( )

Exemples 9 :

La matrice I,, est inversible avec I} =1,,.

= La matrice nulle 0y, , n’est pas inversible.
Ac @JZ (K) <> YA€ K, A € GL,,(K) et, dans ce cas, (AA)™! = A"1AL,

= Une matrice nilpotente n’est pas inversible.
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/11 1 1\! 1 -1
Exemple 20 (0 1)6%22(ﬂ<)et<0 1) :(0 . )

ATTENTION Dans Jb,, (K), & la différence de R ou C, il existe des matrices non nulles comme ((1) 8)

qui ne sont pas inversibles.

Exercice [3 : Montrer que toute matrice carrée qui posseéde une ligne ou une colonne nulle N’est
PAS inversible.

i 4 0
Exemple 2/ : A:(2+i 5i o)gggﬂ(@).
3—i 6 0 8

3 1 —1
Exercice 4 : Soit A=| 1 3 —1 |.
1 1 1
Calculer A2 — 5A.

[2] En déduire que A € @Z (K) et calculer A1,
3

s 2
Méthode L (Inverser une matrice aveec un poynSme annulateur) :
?o&Am&mobM&PmWAmemmfﬂb&%d@AM@e@meﬁ%bmmuﬁ

Hlons,
lAebti/Wueth@Q@,
l@frbbmme@e/ﬂmudeAfl @Wd@gw P<A):OJUL”(D<) en isolant le

W@Inamwwzx

Théoreme Il (Opérations sur les matrices inversigles) :  Soient A, B € %JZ (K).
n

Involutivité : A~! est inversible et (A‘l)_1 =A.

Produit : AB est inversible et (AB)™! = B1A~1L.

Puissance : Pour tout k € Z, A* est inversible et (A’“)_1 = (A‘l)k.
Transposition : AT est inversible et (AT)_1 = (A_l)T.

\,

On retiendra donc que %ﬂ (K) est stable par inverse et produit : (%Q (K), ><> est, comme son nom
I'indique, un groupe. " !

(AB)"! =B 1Al £A1B L
ATTENTION Rappelez vous que la multiplication dans b, (K) n’est pas commutative :
(A7'B!) (AB) ne donne rien.

PURNONENTON | A et B inversible >><C A + B inversible.
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Inversibilité des matrices d’ordre 2

( )

Détinition [2 (Déterminant dune matrice) :  Soit A € Jby(K) une matrice carrée d’ordre
2, on appelle déterminant de la matrice A, noté det (A), le scalaire tel que :

a b

Cc

= ad — be.
c

SiA= (a Z) alors det (A) =

4 3 4 3
Exemple 22 : SiA=<2 1) adorsdet(A)z2 1:4><1—2><3=—2.

4 N\
Théoréme 2 (Inverse d'une matrice d'ordre 2) : Une matrice carrée d’ordre deux est in-
versible si, et seulement si son déterminant est différent de 0.

VA € Jby(K), A" existe <= det (A) # 0.

. a b _ 1 d —b
A= lors A=t = . XIII.1
Si (c d) alors det (A) (—c " ) ( )

( )

On a alors :

4 3
Exemnple 223 : Déterminer la matrice inverse de la matrice A = (2 1)

On calcule : det (A) =4 x 1 —2 x 3 =—2 # 0 donc la matrice A est inversible.
La condition d’inversibilité remplie, on applique la formule (XIII.1) :

1 3

1 — [ e

A*lz—l 3) = 2 2
—2\-2 4

1 -2

Exercice IS :
Soit M € Jb,, (K) et P € @2 (K). On pose D = P~'MP.

Montrer que ¥V k € N, M¥ = PD¥P~1,

. 0 1 1 -1
ESOlentM—<2 _1>etP—(1 9 )

Déterminer P! et calculer D = P~ 1MP.
Calculer M, V k € N.

Méthode 3 (Caleul de Ia puissance d’'une matrice) :
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] SDLD %td.w%oszea/tm D:diag(al, ...,Oén) aQohb

I%A%tmg&%dmmm&uﬂmofeb.e.ﬂpegzw()%WAZPDP_lj
cBohb: '

VkeN, A¥ =PD*P1

IV.2| Inversibilité des matrices diagonales et triangulaires
e 2
23]
Théoréme [3 (Matrice diagonale) :  Soient ay, .., o, B; € K, alors : est
a’l’l
inversible si, et seulement si Vi € [1;n], o; # 0 et alors :
—1
Qq art
a,, a;l

\
e ™

Théoréme 4 (Matrice trianaulaire) :  Une matrice triangulaire A est inversible si, et
seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Dans ce cas, A~! est aussi triangulaire de méme type et ses coefficients diagonaux sont
exactement les inverses des coefficients diagonaux de A.

aqq X aj; X X X

0 axp X ] 0 aym x x

, X o o X

L 0 an, 0 0 a,l
\,
IV.3I Trace d’une matrice
( )

Définition I3 (Trace dune matrice carrée) :  Soit A = (a;) . . € Mo, (K).
,ISN

On appelle trace de A et on note tr (A) la somme des éléments diagonaux de A :

tr (A) = i Q-
=1
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Exemples 24
s tr(I,) =n.

5 9 13
= Si A €, (K), alors tr (A) = 0.

—4 0 8
B SiA= 2 —1 14 | alorstr(A)=-4—-1+4+13=38.

Proposition IS (Propriété de Ia trace) :
Linéarité : Pour tous A, B € Jb, (K) et A € K, tr (AA + B) = Atr (A) + tr (B).
Produit : Pour tous A € Jl(l,n,p([K) et B e J\ﬂ;p’n(ﬂ(), tr (AB) = tr (BA).

Remaraues :

— Lorsque qu’une matrice A est semblable a une matrice B i.e. il existe une matrice P inver-
sible, dite de passage, telle que A = P~'BP, on a alors :

tr (A) = tr (P7'BP) = tr (P~'P)B) = tr (B) .
On dit, pour cela, que la trace est un invariant de similitude.

— (Cest ce résultat qui motive la définition (11) seulement sur les matrices carrées.

En effet, soit A € J\ﬂ;n’p(lk) une matrice rectangulaire. Si rien n’empéche, en théorie, de
définir un inverse B € J\ﬂgp’n([K) de A & partir des relations AB = I,, et BA =1, on aurait
cependant un petit soucis car :

n=tr(I,) = tr (AB) = tr (BA) = tr (I,) = p.

Exenple 225 ¢ L’équation matricielle AB — BA = I, d’inconnue (A ; B) € Jb,, (K)2 n’a pas de solution car
pour toutes matrices A, B de Jb,, (K) :

tr (AB—BA) =tr(AB)—tr(BA)=0#n=tr(I,).
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